Dénombrements et groupe
symétrique

par R. DUSSAUD {U.E.R. Sciences, Chambéry)

Soit E un ensemble fini 4 i éléments. On appelle permutation
de E toute bijection de E sur lui-méme. L’ensemble des permuis-
tions de B est un sous-groupe 8y pour la composition des applica-

tions et tous les groupes 8y sont isomorphes 8 8 groupe des
permutations des naturels de 1 4 n formant 'ensemble Py
}1, 2, ...,,ni .
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Toute permutation dur ensemble & n éléments n’est
décomposable gue d'une seule maniére en cycles disjointa, Cetle
décomposition &tant supposée faite, nous négligerons les cycles &
un élément puisqu'ils ne déplacent pas cet dlément. Si nous consi-
dérotis un sous-ensemble Ay de P, de cardinal X nous pounrons

construire exactement ik — 1) ! eycles portant chacun sur tous les
ééments de A

Ayant rappelé ces résultats élémentaires, effectuons une
partition quelcongque de Ay en Ekl, By 9 Bks dont les cardi-
naux ki, kg -.., k, vérifient :

(1} Zﬁklékzméksik

{2} k1+k2+'"'+kg=k

Une telle partition étent désignée par {kq, Xg, ..., k) nous dirons
qu'elle précéde (¥y, kg, ...k,) si la premiére des différences
k'i o ki non nulle est positive, la relation {2} impliquant que cette

condition sera acquise pour un i vérifignt : i < inf{r, s). D'autre
part, comptons dans (1) de gauche 4 droite l¢ nombre de k; égaux.

Il y aura uy nombres k; égaux & kq, ug nombres égaux &
k“l 4+ 1 etc... On a donc une suite 3\11% ordonnée par des
indices :

(8) g ug .Uy sw»1i€ 112 ]

Le cardinal de l'ensemble des partitions de A gui ont les
mémes caractéristicques (1}, (2) et {3) est manifestement :

(“ X"“‘x) )..(“‘kz T “““a-z)
4}%_“1 kg by
“:s.! uzl T

- .(kl-—l)! {ksmlil e ka—-l)!

et le nombre Dy de partitions de Ay en sous-ensembles ayant au

moins deux élémenis se détermine ensuite en consirisant les g
suites {ky ... k;} d’une maniére systématique grice & la relation
d'ordre introduite ci<dessus. Ona :
i=g
D= 3 dy
i=1
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enfin le cardinal de 'ensemble des permutations de P, dont n—k
€éléments (et n—k seulement) sont fixes, est :

e n)
Bk = (&) D
Le caleul comporte une vérification intéressante car :

k=n
nt = 14 Z Di(

On peut aussi simplifier la formule (4) en utilisant
(5) = &b et

DENOMBREMENT DES PERMUTATIONS DE
98 A B—k ELEMENTS INVARIANTS

ORDRE | ORDRE Ii NOMBRER b;- ORDRE | OnDRE |NoMBRRZ n;
1 z 1 2
k=2 2 28 7 12,28 1680
3 i 112 2.5 4 832
4 2.2 210 3,4 & 360
4 420 7 5 760
- 2.4 1128 g 2,2,2.2 105
. & 1 344 2,2,4 1 26840
8 2,2.2 420 2,8,8 1120
2.4 253 2,6 8 380
33 1120 3,5 2 688
6 3 360 4,4 1 260
8 5 040
10 654 29 656
38:10654 + 29665 + 1 = AD B = B!
&mpaall;emé}\s T 112 4 210 4+ 18344 + 2520 + 1120 4+ 1680
+ B760 + 105 + 3360 + 2688 + 1260 + 1
= 20 160
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Je signale ce procédé car il permet de renouveler quelgue peu
les exemples qui sont & nolre disposition. Cetie méthode de
comptage appliqguée au groupe 8§g et résumée dans le tableau
ci-dessus m’a demandé une heure de calcu! environ avec comme
seul instrument un Triangle de Pascal construit jusgu'a 8. Nos
#léves y trouveront matiére & réflexion sur le préordre et 'ordre,
les sous-groupes de S5, I'éguation des classes... ete ... Lo sujet est
riche et ] est utile d’avoir des exemples concretes pour une étude
asfez aride A ce niveau. On sort irés vite de 83 et de &4 qui
trainent partout et ot tout se passe vraiment {rop bien !
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