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Les Olympiades
Cetinju ( Yougoslavic) § et 6 Juillet 1967

CETINJU {Yougosigrie) 5 21 6 juillet 1967
1 Dans le paaiiélogramme ABCD on danne :
AB=3a AD=1 DAB=a
On sait d’autre part que le iriangle ABIY est acutangle.

De chaque sommet du parallélogremme comme cenfre, on
déerit un cercle de rayon 1.

Deémontrer que les quatre cercles recouvrent complétement le
paraliéiogramme si et seulement si

a< cosa+3Eina

2 Dn considére un iélraédre dont une et une seule arite a une
iongueur plus grande gue 1.

Démontrer que le maximoum du volume du tétrasdre est égal a
1

q

8 Soit k, m, n des naturels tels que m + k + 1 = nombre premier
> n+ 1.0n note C, le naturel s(s + 1).

Démontrer que le produit
€ms1 O Cpi2=Cd - Crpen—Cy)
est divisible par le produit Cq Cq ... C,.

4 On donne deux triangies acutangles

A B.C, et ABC.

1l existe une infinité de triangles ABC semblables 3 A'B'CC et
circonserite 4 A, B, C, de telle maniére que

A€ {BC] , B,E [AC] , C,€ [AB]
Construire Pun de ces triangles.'

Déterminer ensuiie celui de ces triangles qui a la plus grande
aire,
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5 On considére la suite
T | n N n n n n n
tn""al +a2 +33 +a4 +a5 +a6+a7 +aa
oti les a; représentent des réels, non tous nuls.

Sachant que parmi les termes de cette suite il ¥y en a une infinité
qui sont nuls, déterminer l'indice n de ces termes.

6 Dans une compétition sportive qui a duré n jowrs (n> 1), m
médailles ont été distribudes,
Le pramier jour on a distribué une médaille plus-%das {m—1}
medailles restantes,
Le deuxieme jour, on a disbribué 2 médailles pius-;}!" du nouveau
reste, et ainsi de suite de telle manidre que le ni®I jour on a
distribué exactement les n médaiiles qui restaient.
Déterminer les nombresmetn .

MOSCOU (U.R.5.8.) 1968

1 Il existe un seul triangle dont les cdids sont des naturels consé.
cutifs tels qu’il existe un angle du kriangle double d'un autre,

2 Trouver tous les enliers x doni le produit des chiffres de 'éeri-
ture décimale de x égale x2 -~ 10x% -~ 22 .

3 a, b et ¢ étant des réels, a étant non mil, on considére le systéme
réel :
saxi2+bxi+c“~‘xi+1 (1si<n)

2 -

faxn + bxn+c-x1

Onpose A= (b— 1)2 -~ 4 ac, Démontrer que
— 5i A< 0, il n’existe pas de solution ;

- si A = §, i existe une solution unique ;

~ & 4 > 0, il existe au moins deux solutions,

4 Dang un tétraédre, on peut choisit un sommet fel gue ton
puisse construire un triangle avec les arétes issues de ce sommet.
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5 f étant une fonction numérique telle qu’il exisie un réel a tel

que :
fix +a)= *12*"-1- W f{x} — [f(x])]

démonirer que [ est périodique, Donner un exemple d’une telle
fonction aveca = 1.

6 [x] élant la partie entiére de x, calculer Iz somme :

n+1 nt 2 n+2k
e N et

BUCAREST {Roumanie) 19639
1 Démonirer qu’'ll existe une infinité de naturels a tels E\;e“ % i
bt

(n4 + a} ne soit premier pour aucune valeur den . o —

2 a4, a9, .., &, &tant des réels, on considére Ja fonction f définie

par :
fx) = cos(al + x} , costag + x} . cosan t X}
ol — 1

Montrer que #(xy) = f{xy) = 0 implique que x4 est congru 3 Xg
modulo # .

3 a étant un nombre donné, discuter pour chaque valeur de k
comprise entre 1 et § l'existence d’un tétraédre ayant k cotés de
longueur a et (& — k) cHtés de fongueur 1.

4 Soit CD une demi-corde perpendiculaire en D a un diamétre AB
d’un cercle,
Démontrer que le centre du cercle inscrit an {xiangle ABC est
alipné avec les cenfres des deux cercles tangents a CD et au
demi-cercie ABC.

5 On se donne n points dans un pian.
Montrer qu'il existe au moins (n ; 3} quadriiatéres convexes
ayant leurs sommets parmi ces poinis,
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& Démontrer Vinégalité :

8 1 + 1

L
(x; +xg) (v + ¥y —(ey +2g® x1 v~ % xgyp—zg

z

sous les conditions xy > 0, x5 > 0,xy y1 > zlz et
K2 Y2 > 222 .

Dans quelles condifions a-t-on égalité ?

KESTEHY (Hongrie} 1970

1 M étant un point intérieur au cdté AB d'un triangle ABC, on
appelie 1, 19, Iy les rayons des cercles inscrits des triangles ABC,
ACM, BCM, p, py, po les rayons des cercies ex-inscrits dans
Pangle C des mémes triangles.
Démantrer la relation :

2 On considére in représentation chiffrée :

X.n xn_,_l ree 12 X}l Xo (x.n w 0)

d'un naturel A, dans le systéme de base a. On suppose

Xp 4% 0 et on appelle A, 4 le naturel x4 ...x%4 Xg - Les

mémes symboles représentant, dans le systéme de base b, deux
autres naturels B, et B, 4, établit équivalence :

An—l < Bn—l

Ap B,

a>h ===

3 On considére les suites réelles croissantes {a ] tellesque a, = 1,

et ’or pose :
Ay
b, = ﬁ (_ k 1) 1

k=1 A i
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IM¥montrer la double inégalité :

0<b,<2.

¢ ¢tant un réel fixé tel que 0 < ¢ < 2, démontrer gu'il existe une
suite (a,,) pour laquelle by, > ¢ pour une infinité d’indices n.

4 Déterminer "ensemble des naturels n tels que 1'on pujsse décom-
poser 1'snsemble { n, 5+l n+Z n+3, n+d, n+H ! en deux
parties disjointes non vides dont les produits des éléments qui
les composent soient égaux.

5 On considére un tétraédre ABCD tel que DB soit orthogonal a
PC, fe pied de la perpendiculaire abaissée de D sur la face ABC
coiheidant avec Morthocentre de ABC. Démontrer V'inégalité ;

(AB + BC + CA)2 < 6 (DAZ + DBZ + DC%)
Quand y-a-if égalité ?
8 100 poinis d’un plan étant tels que trois d’entre eux ne solent
jamais alignés, établir qu’il y a au plus 70 4 de triangles dont

tous les angles soient aigus parmi les triangles que I'on peut
former avec ces points comme sommets.

ZILINA (Slovaguie} 1971
1Soita;€R,1K1i<Kn,0> 2, Démonirer que 'inégalité
Ay —8gd e, —agdlay —2 3 F Ry e, e, )P0
est toujours vraie pour n = 3 et h = 5, mais paut 8tre fausse

pouy leg auizes valeursden ,

2 Boit un polyédre convexe Ay Ag ... Ag, et les neuf polyedres Py
que l'on en déduit par les translations de vecteurs Alxi .

Démontrer qu’il exisie deux P; ayant des points intérieurs
communs,

8 Montrer qu'il existe un ensemble infini de naturels, deux 3 deux
prerniers entre eux, de la forme (2" — 8 oli n > 2.
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4 ABCD étant un téiradédre dont toutes les faces ont des angles
strictement aigus, on considére les lignes brisées XYZTX, ot X
appartient a I'ouvert AB, ¥ 3 BC, Z 4 €D et T a DA. Montrer
qu’il existe une ligne de longueur minimam si, et seulement i ;

Gald + ADB ~ ACB + CBD .

Il en existe alors une infinité, de longueur :

N
2 sm% [BAC + CAD + DAB] .

Pour tout naturel n, il existe un ensembie fini E de points du
plan réel tel gue tout &ément de B soit situé i une distance
égale & 1 de b gutres points de B, et a une distance différente de
tous les autres.

tIne matrice carrée d'ordre n est constituée de naturels a5 tels
gue
(au: 0)”‘*(&51"" I ain'f‘ 3]j+ ...+—anj>n)
Démontrer que la sorme des éléments de la matrice est au
2

* - ) 1
moins égale a7y n”.

CRACOVIE (1972)

1 Pour toul enserable de dix naturels écrits & 'aide de deux
chiffres (en systéme décimal), il exisie une partition en deux
sous-ensembles dont les sommes des éléments solent égales.

2 Pour tout naturel n > 4, toul guadrilatére inscriptible peuf éire

décomposé en n quadrilatdres inscriptibles.

3V (muye N2, oy €N

4 Résoudre dans R’i le systéme formé de 'inéquation
{Xlz "””3{3 X5) [XZz ""‘13 Xs) <0

et des quatre inéguations déduites par substitution circulaire sur
les indices ;1, 2,8,4, 5;
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5 1 et g étant deux fonctions réelles telles que f £ 8 et que

v (5.y)€R% Hx)| < let fx + ¥) + Hx —y) = 2 £(x) g(y)
montrerque ¥ y€ R, igly) < 1

6 Etant donné quatre plans paraliéles deux 4 deux distincts, il
existe un tétraédre régulier dont les sommets appartiennent &
chacun des guatre plans.
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