
Rubrique  des  problèmes  de  l'A.P.M. 

Cette rubrique est pour le plaisir. celui qui nous fait choisir 
les mathématiques à vingt ans. et non directement pour notre 
enseignement. 

Le niveau ne doit pas excéder celui des classes préparatoires 
ou des deux premières années de faculté. Un certain caractère 
d'originalité dans l'énoncé est souhaité. ce qui exclut. en parti-
culier.  les  applications  immédiates de  théorèmes classiques.  ou les 
problèmes déjà parus dans d 'au tres revues. 

Si  l'auteur  d'un  énoncé  n'est  pas  en  mesure  d'en  donner  la 
solution,  il doit  accompagner  son envoi  du  maximum  d'informa­
tions  concernant  le  problème.  afin  d 'aider  les  responsables  de  la 
rubrique.  Un  astérisque signale  un  problème dont la solution n'est 
pas connue de  ceux­ci.  Le  bulletin publie les  meilleures solutions. 

Enoncés  et  solutions  sur  feuilles  séparées  et  tapées  à  la 
machine  S.V.P.  N'oubliez  pas  de  signer.  Toute  correspondance 
concernant la rubrique est à adresser à  : 

Gérard LETAC  
Rubrique des problèmes  
I.U.T. de Clermont 
B.P.29  

63  ｾＭ AUBIERE  

ENONCES 

Les  solutions  des  problèmes suivants  doivent nous parvenir avant 
le 15 mars 1973 

Enoncé nO 26 (Pierre MAMEL ­ Etudiant à Poitiers) 

On  prend  2n  allumettes.  on  forme  p  tas  de  al'  a2' ...•  ｾ＠
allumettes  respectivement.  On a  le  droit  de  modifier ces tas  de  la 
manière  suivante:  on double un des tas à l'aide d'allumettes prises 
dans  un seul  autre  tas.  On  recommence cette opération jusqu'à ce 
qu'il n'y ait plus qu 'un seul tas. 
Quel  est.  en  fonction  de  al'  a2'  ...•  ｾＮ＠ le  noinbre  minimum de 
coups nécessaire pour arriver à ce résultat? 
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Enoncé na 27 (Gérard LETAC) 

Addition et soustraction sont gratuites. La multiplication de 
deux nombres réels, quels qu'ils soient, coûte 1 franc. On peut 
descendre à 4 francs le prix de revient du calcul de 

1 + a + a2 + ... + a 7 = (1 + a) (1 + a2) (1 + a4) 

Est·ce bien le coût minimum? 

Enoncé na 28 (G. COLLOMBAT - Chambéry) 

Soient a et b des entiers, avec 0.;; a';; b. On considère une 
famille 9' de parties d'un ensemble E, toutes de cardinalité b, telle 
que si A et B sont dans 9', si lA n BI;;' a, P CA U B et IPI = b, 
alors P est dans 9' (Exemple: 9' ensemble de triplets de points 
alignés dans l'espace, a = 2). 
Montrer que si A, B et C sont dans 9', si lA n CI;;' a, lB n CI;;. a, 
P cAu BuC et iPI = b, alors P est dans 9'. 

SOLUTIONS 

Enoncé na 17 (Louis COMTET ..- Faculté des Sciences d'Orsay) 

Soit Z(n) l'entier ln + 2n + ... + nn. Si p est premier impair, 
montrer que Z(p) =0 mod p'. 

Solution (E. EHRHART - Strasbourg) 

Quels que soient l'entier a et Je nombre impair p (premier ou 
non), p' divise 

aP + (p-1I)p oP ＨＮｾＩｉＧ＠ ｾ＠ pap-l - ｣ｾ＠ aP-2 p2 + C: aP-3 p3 H' + pP 

Donc il divise 
1 P-I 

Z(p) = pp + - l [aP + (p-a)p]
2 "=1 

Autres solutions 'de.' Marcel BAU VAL (Versailles), Gilbert 
BLANCHARD (Marseille), Serge BOMPY (Villeparisis), Jean-Paul 
BRAULT (Brest), J. CHONE (Thiers), Roger CUCULIERE (CPR 
Paris-Nord), Patrick GONNEAU (CPR Paris-Sud), Paul 
LABERENNE (Professeur Honoraire au Lycée Chaptal, Paris), 
Jacques LEGRAND (f'aculté des Sciences de Bordeaux), 
Marie·Claire MASSE (Confolens), ONIMUS et D. REISZ 
(Auxerre), Roger RIVET (LN. S.A. Rennes), Jean ROUAH (IPES 
Paris), Michèle VIAN (CPR Versailles), J. VINCENT (Toulon), 
Pierre SAMUEL (E'acuJté des Sciences d'Orsay) et J'auteur. 
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La plupart des solutions remarquent que p impair sùffit. Aussi, 
diverses généralisations sont-elles proposées: 

Z(;) '" p 1 mod p2 si p est premier impair (Cucu!ière) 
p 2 

1P + 2P + ... + nP "" 0 mod pgcd (n2, p2) si P impair (Onimus et 
Reisz) 

1pi + 2pi + ... + ｾ '" 0 mod pi+1 si p premier impair (Samuel) 

Enoncé nO 20 (M. DUPAC - Ecole Normale de Limoges) 

Démontrer que tout entier positif divise une puissance de 10 
ou une différence non nulle de 2 puissances de 10. 

Solution de R. PRUDHOMME 

Soit n un entier positif donné. Soit rk le reste de la division 

de 10k par n (0':; rk < n). Lorsque k varie de 1 à + ｾＬ＠ rk' ne 
pouvant prendre qu'un nombre fini de valeurs, reprend au moins 
deux fois la même valeur. Donc il existe k et k' (k "" k') tels que 

lOk lOk' mod n 

Solution de Madame GAL/NAT (Lycée Montaigne Bordeaux) 

Un entier positif n peut s'écrire n = 2a , X Sa, X m avec 

PGCD (10;m) = 1. Si on pose a = Sup (a, ,a,), 2a, X Sa, divise 

10a. Comme 10 et m sont premiers entre eux, la classe de 10 

modulo m est inversible dans Z/mZ, et le théorème d'Euler-Fermat 

dit que 10'P<m)--1 1'" O(m). La quantité <fi (m) désigne l'indica­
teur d'Euler de m. L'entier n divise donc 

loa X (lo<P(m)-l 

Autres solutions de: H. BARBERIS (Menton), Roger 
CUCULIERE, Lucien KIEFFER (Luxembourg), Christian 
RADOUX (Rochefort, Belgique), Christian RODRIGUEZ (Faculté 
des Sciences de Marseille). 

Enoncé na 21 (J. GA YHEADER -- Nantucket CoJlege) 

Résoudre, en nombres rationnels positifs, les équations 

xY = yX et xY = xy . 
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Solution par André BLANCHARD (Université de Provence -
Marseille) 

On considérera seulement les solutions en rationnels stricte­
ment positifs, ce qui n'écarte que des solutions évidentes. 

1) Les solutions de l'une des deux équations se déduisent 
yaisément des solutions de l'autre. Si dans la relation x = yX, on 

pose y;" tx, cela devient xtx = (tx)x, d'où résulte x t = tx. Inverse· 
t tx yment de x = tx résulte x = (tx)x, soit x = yX en posant 

y = tx. 

2) Etudions alors l'équation xY xy. Cette équation équivaut à 
y lx · = y; nous voyons alors les solutions que nous appellerons 

"solutions triviales", soit y = 1 avec x rationnel arbitraire. 

Soit maintenant une solution non triviale, c'est-à-dire avec 

y # 1; nous pouvons écrire x yl/(y-l) et si nous représentons y 
par une fraction irréductible plq, nous voyons que la recherche des 
solutions non triviales revient à ceci: trouver les couples (p,q) 
d'entiers positifs distincts premiers entre eux et tels que 
(p/q) (qlp-q) soit rationnel. 

Si p et q vérifient ces conditions, q et p-q sont aussi premiers 
entre eux, et si l'on pose k = Ip--ql , les deux nombres p et q sont 
des puissances k·ièmes dont la différence est égale à k. 

Remarquons alors que l'identité 

k - k km n = (m-n) (mk•1 + m k-2n + ... + n . l ) 

entraîne m k - nk ;;. 2k.1 + k·l, donc mk - n k > k si k;;. 2, 
m et n étant des entiers strictement positifs distincts. Les condi· 
tions données entrafnent donc k = l, c'est·à·dire Ip-ql = 1. 

On voit alors quelles sont les solutions non triviales de l'équa. 

xytion = xy: on a, d'une part, les solutions y = q + 1 

qx = (--q + l)q.ou q prend 1 es valeurs ent'"leres a p . artir de:1 on a, 
q q-1 (q-1'-q

d'autre part, les solutions y = -q-' x -q-) où q prend 

les valeurs entières à partir de 2. 

3} Nous déduisons maintenant les solutions de xY= yX des résul­
tats précédents. Nous avons, d'une part, les solutions triviales dans 
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lesquelles X = Y est un rationnel quelconque, puis deux familles
l' q + l)q l q + 1\q+ 1dont l'une est x = i-q- , y = i -q-} , q prenant les valeurs 

entières à partir de 1 ; la deuxième famille se déduisant de la 
première en échangeant x et y. 

Autres solutions de Roger Cuculière (CPR Paris-Nord), Raymond 
Prudhomme (Faculté des Sciences de Lille), un collègue qui signe 
Abonné 04692 (Lycée Berthollet, Annecy) et l'auteur. 

Matériaux  pour  un  dictionnaire 
par J. CHEVALLIER 

L'abus de l'abus 

Conformément à la mode actuelle, la plupart des nouveaux 
manuels de troisième sont de format malcommode, polychromes, 
et ... longs (dans les 350 pages en moyenne). Il serait absurde, 
assurément, de juger une réforme là-dessus, mais cela dépeint assez 
bien un climat. On ne saurait dire que le nôtre tend à la simpli­
cité: si le slogan "santé sobriété" est vrai, nous sommes plutôt 
maiades. 

Je me vois obligé de renouveler certaines critiques, non par 
plaisir mais parce que les erreurs ou du moins les imprécisions 
subsistent. Si je m'obstine à répéter (v. le nO 284) que 3,137 est 
une valeur approchée de 1f à 10-2 par défaut, c'est parce que les 
auteurs persistent à dire à ce sujet autre chose que ce qu'ils veulent 
dire. Si je déplorais (v. le na 269-270) qu'on écrive en sixième: 
3 + 5 = 8 cm, ce n'est pas pour me réjouir qu'on écrive en 
troisième: 12 X 22,90 = 274,8 mètres, où le pluriel n'arrange 
rien,  bien  au  contraire.  Pour  mémoire:  supérieur, positif, strict 
poursuivent leur joyeuse farandole. 

Jadis les fractions donnaient, paraît-il, des blocages aux 
enfants. Personnellement, je ne suis pas sûr que l'idée sous-jacente 
au développement illimité 0,666 66 ... soit plus limpide et sugges­
tive que celle qu'on mettait sous ;. Mais je constate que, par un 

étrange retour des choses, à présent les fractions donnent des 
blocages aux auteurs de manuels. Dans le na 264 et plus tard dans 
le Dictionnaire, les difficultés de la fraction "couple d'entiers" 
avaient été signalées; mais je serais le premier à applaudir si les 
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