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Rubrique des problémes de 1I’A.P.M.

Cette rubrique est pour le plaisir, celui qui nous fait choisir
les mathématiques 4 vingt ans, et non directement pour notre
enseignement,

Le niveau ne doit pas excéder celui des classes préparatoires
ou des deux premieres années de faculté. Un certain caractére
d’originalité dans l’énoncé est souhaité, ce qui exclut, en parti-
culier, les applications immédiates de théorémes classiques, ou les
problémes déja parus dans d'autres revues.

8i I'auteur d'un énoncé n’est pas en mesure d’en donner la
solution, il doit accompagner son envoi du maximum d’informa-
tions concernant le probléme, afin d’aider les responsables de la

rubrique. Un astérisque signale un probléme dont la solution n'est
pas connue de ceux-ci. Le bulletin publie les meilleures solutions.

Enoncés et solutions sur feuilles séparées et tapées a la
machine 8.V.P. N'oubliez pas de signer. Toute correspondance
concernant la rubrique est 4 adresser 4 :

Gérard LETAC
Rubrigue des problémes
I.U.T. de Clermont

B.P. 29

63 — AUBIERE

ENONCES

Les solutions des problémes suivants doivent nous parvenir avant
le 15 mars 1973

Enoncé n©® 26 (Pierre MAMEL — Etudiant a Poitiers)

On prend 2" allumettes, on forme p tas de ay, ao, ..., a,
allumettes respectivement. On a le droit de modifier ces tas de la
maniére suivanie : on double un des tas a I'aide d’allumettes prises
dans un seul autre tas. On recommence cette opération jusqu’a ce
qu'il n'y ait plus qu'un seul tas, ,

Quel est, en fonction de a,, aq, ..., ay, le nombre minimum de
coups nécessaire pour arriver 4 ce résultat ?
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Enoncé n© 27 (Gérard LETAC)

Addition et soustraction sont gratuites. La multiplication de
deux nombres réels, quels qu’ils soient, coiite 1 franc. On peut
descendre & 4 francs le prix de revient du caleul de

t+atads _+al={l+a)l+ad+a
Esi-ce hien ie colil minimum ?

Enoneé n0 28 (G. COLLOMBAT — Chammbéry}

Soient a et b des entiers, avec 0 < a< b. On considére une
famille F de parties d’un ensemble E, toutes de cardinalité b, telle
cque 51 A et Bsontdans F,51|[ANBj{2a, PCAUBet |Pl=b,
alors P est dans F {Exemple : F ensemble de triplets de points
alignés dans Pespace, a = 2).

Montrer que si A, Bet Csonidans F,silANnClz a, BN G > a,
PrAUVBUCet P = b, alors Pestdans F.

SOLUTIONS

Enoncé no 17 (Louis COMTET — Faculté des Sciences d'Orsay)

Soit Z{n} Pentier 11 + 2% + ., + n''. Si p est premier impair,
montrer que Z{p) = 0 mod p*.

Solution (E. EHRHART - Strasbonrg)

Quels que spient entier a et le nombre impair p (premier ou
nonj, p* divise
P+ (p-a)P = aP — fa—pyP = p&p'i - Cg P2 pg + Cg P8 p3 o b pP

Done i} divise )
i
apy=pP+5 5 [P+ p—a)F)
£F]

Autres solutions ‘de. Marcel BAUVAL (Versailles), Gilber$
BLANCHARD {Marseille}, Serge BOMPY {Villeparisis), Jean-Paul
BRAULT (Brest}, J. CHONE (Thiers), Roger CUCULIERE (CPR
Paris-Nord), Patrick GONNEAU {CPR Paris-Sud), Paul
LABERENNE (Professeur Honoraire au Lycée Chaptal, Paris),
Jacques LEGRAND (Paculté des Sciences de Bordeaux),
Marie-Claire MASSE (Confolens), ONIMUS et D. REISZ
(Auxerre), Roger RIVET (1.N.8.A. Rennes), Jean ROUAH (IPES
Paris), Micheéle VIAN (CPR Versailles), 4. VINCENT (Toulon),
Pierre SAMUEL (Faculté des Sciences d’Orsay) et 'auteur.
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La plupart des solutions remarquent que p impair suffit. Aussi,
diverses généralisations sonf-elles proposées :
zu:) = B) vnod p2
P 2
1P + 2P + 4+ nP = 0 mod pged (n?, p2) s p impair (Onimus et
Reizz)

s p est premier impair {Cuculiére)

IP‘I + 291 + ...+ pP‘ = 0 mod pj+1 si p premier impair {(Samuel)

Enoncé n0 26 {M. DUPAC — Ecole Normale de Limoges)
Démontrer gue tout entier positif divise une puissance de 10
ou une différence non nuile de 2 puissances de 10.
Solution de R. PRUDHOMME
Soit n un entiey positif donné. Soit r le reste de Ia division
de 10¥ par a (0 < 7 < n). Lorsque k varie de 1 & + =, ry, ne

pouvant, prendre qu’un nombre fini de valeurs, reprend au moins
deux fois la méme valeur. Donc il existe k et k' (k # k') tels que
10k= 10k modn

Sofiztion de Madame GALINAT {Lycée Montaigne -~ Bordeaux)
Un entier positif n peut s%crire n= 22t x 5% X m avec
PGCD (10,m) = 1. S on pose a= Sup (a,,a,}, 2% X 5 divise
102, Comme 10 et m sont premiers enire eux, la classe de 10
modulo m est inversible dans Z/mZ, et le théoréme d'Euler-Fermat

dit gque 109M1 "L 1 = o(m). La quantité ¢ (m) désigne Pindica-
tour d Euler de m. L'entier n divise donc

107 % {wpimi_l - 1)

Autres szolutions de : H. BARBERIS (Menton), Roger
CUCULIERE, Lucien KIEFFER (Luxembourg), Chrisiian
RADOUX (Roachefort, Belgique), Christian RODRIGUEZ (Faculté
des Sciences de Marseille).

Enoncé n® 21 (4. GAYHEADER — Nantucket College)

Résoudre, en nombres rationnels positifs, les équations
=y* et 2¥=xy.
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Solution par André BLANCHARLD {(Université de Provence -
Marseille)

On considérera seulement les solutions en rationnels stricte-
ment positifs, ce qui n'éearte que des sclutions dvidentes.
1} Les solutions de Pune des deux éguations se déduisent
aisément des solutions de lautre. Si dans la relation x¥ = y¥%, on
pose y = ix, cela devient ™ = (tx), d’oi résulte xt = tx. Inverse-
ment de x'=1ix résulte x™* = (tx)¥, soit x¥ = y< en posant
= i,
2) Etudions alors ’équation x¥ = xy. Cetle équation éguivaut &

x¥ 1= y; nous voyons alors les solulions que nous appellerons
“solutions friviales”, soit y = 1 avec x rationnel arbiiraire.

Soit maintenant une solution non triviale, c¢’est-d.dire avec

y # 1; nous pouvons écrire x = y1/{¥1) et i nous représentons y
par une fraction frréductible pig, nous voyons que la recherche des
solutions non triviales revient a ceci: trouver les couples {p,q)
d’entiers positifs distincts premiers enidre elix el tels gue

{pig) 9P soit rationnel.

Si p ot g vérifient ces conditions, ¢ et p—q sont aussi premiers
entre eux, et si 1'on pose k = |p~4i, les deux nombres p et g sont
des puissances k-idmes dont la différence ost égale d k.

Remarquens alors que 'identité
mk —nf = {11} {m”“1 + mk'zn SR nk'lj

entraine m¥X — nk > 2%1 4 ©1 done mE — 0wk > ksik > 2
m et n &tant des entlers strictement positifs distinets. Les condi-
tions données entrafnent donc k = 1, ¢'est-d-dire Ip—g| = 1.

On voit. alors queles sont les solufions non triviales de 1’équa-

tion x¥ = xy: on a, dune part, les solutions y = g—-g—-L
+ N - . .

X = (q_il)q oi ¢ prend les valeurs entiéres & partir de 1 : on &,

- _.._1..... .
qql’xm(qq qaqurend

d'autre part, les solutions ¥ =
les valeurs entiéres & partir de 2,

3} Nous déduisons maintenant los solutions de x¥ = y* dos résul-
tats précédents. Nous avons, d’une part, les solutions triviales dans

~ 33 -




Bulletin de 'TAPMEP n°287 - Février 1973

lesquelles x = y est un rationnel quelcongue, puis deux famiiles

doni "une est x =(q -;}}q‘ P o= lq ;1 +1

entiéres a parkir de 1 ; lz deuxiéme famille se déduisant de la
premiere en échangeant x et y.

. q prenant les valeurs

Autres solutions de Roger Cuculiére (CPR Paris-Nord), Raymoend
Prudhomme {Faculté des Sciences de Lille}, un collégue qui signe
Abhonné 04692 (Lycée Berihollet, Annecy} et Vauteur.
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