A propos de 'antisymétrie
par Mme PETIT, de Béziers

Buite 4 la note de notre collégue Le Nily *A propos de anti-
symétrie” dons Io rubrigue “Echanges™ du Bulletin NO 267, ses
remarques sur Pantisymétrie m'ont suggérd quelques réflexions :

A 10 11 est en effef assez courant de rencontrer chez los éléves (et
méme dans certains manuels, i en juger par la remarque de
notre eoliégue) 'erreur consistant & penser que 'antisymétrie
[ng(x,y}, xRyelyR x=x=y]n'est réalisée que s’il axiste

effectivement dans E2 des couples {x,y} vérifiant simujtané-
mentxRyelyR x.

20 A cause de cette etreur, et méme sans cela, on peut 8ire
enclin 4 penser qu'll existe une certaine corrélation entre antisy-
métrie et réflexivité, car le fait de remplacer dans ceriaines
relations < par € peut agir simultanément sur les deux pro-
prietés,

B 10 Il me semble gue l'erreur signalée au A 10 pourrsit &tre
évitée en uiilisant les définitions suivantes, qui évitent le recours
an connecteur = :
8oit E un ensemble, B la diagonsile du produit cartésien EZ
{¢'est-d-dire l'ensembie des couples & termes égaux), R une
relation dans E, ¢ le graphe de &, §' le graphe de Ia relation
R réciproque de R
“ R est réflexive” signifie “ DC §”

“R est symétrigue™ signifie * R = R * (ou, si on préfére,
9 = @, puisque R et R’ ont déjd méme source et méme
but).

“R est antisymditrique” signifie “§ N g’ C D"
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En effet, 8 est l'ensemble des couples {x,y) de £2 tels que
(x R yj.

4 est l'ensembie des couples {x,y) de EZ tels que {x ' v).
N étant ia relation réciproguede R :x R ye y A x

®
P

*

L

4’ est donc 'ensemble des couples (x,¥) de E? tels quey R x.

§ N € n'est done autre gue ensemble des couples {x,y) de

E? tels gu'on ait simultanément x A y et y R x.
i

x?y ou 18(

D est 'ensemble des couples (x.y} de E? tels guex=y,
\?Eztx,y)x RystyRx=wx=y

signifie donc que tout couple (x,y)de § N §' doit nécessaire-
ment appartenir 3 D, s0it § N G < D,

Sous cette forme, il est clair que, danslecas ot § N 8 est
T'ensernble vide, il est inclus dans 9, done gue N est andisy-

méérique.

{ Remargue.

Plus généralerpent, A et B étant des sous-ensembles de E, le fait
que A C B soit satisfaite dans le cag oG A = ¢ fait bien com-
prendre que

Vpz 2€A = 2€B

doit étre considérée comme vraie dans le cas ol 1"en ne peut
trouver aucun slément z de E tel que z € A et par sutle que

YREz vérifie g = 2 vérifie 8
doit &tre considérée eomme vraie dans lo cas oi if n’existe dans
E aucun élément vérifiant « ).

8 n 8 = ¢ est une condition suffisante, mais non nécessaire,
pour gue R soit antisyméirique.
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20 Interprétations d Paide du schéma sagittal

Réflexivité 1 tous les élérments de E sont bouclés,

Symétrie : il 'y a pas de fléche, d'un dlément i un autre, sans
“fléche-retour”,

Antisymétrie : il n'y a pas, entre deux éléments distinets, de
“fléches aller-retour”’.

30 Interprétations d Paide du schéma cartésien
Soit 5’ Pensembie des points (ou des cases) figurant les dléments
de E<; )

G Pensemible des points {ou des cases) figurant les éléments
de G ;

I 'ensemble des points (ou des cases) figurant les éléments
de D).
D est une disgonale {au sens géométrique) de P,
Boif enfin 8 Vensemble des peints {ou des cases) figurant les
élémentsde § N @ .

5 est le plug grand {au sens de inclusion) sous-ensemble de G
admettant D comme axe de symétrie (au sens géomeétrique). It
peut éventuellement étre vide. Il peut éventuellement étre
inclus dans D,

Réflexivité : DG,

Symétrie : G=8.

Antisymétrie: ST D.

40 Réflexivité ef antisymétrie

Pour éviter de laisser supposer une certaine corrélation entre
réflexivité et antisymétrie, it suffit de montrer, 4 1'aide dun
dventail suffisamment large d’exemples, qu’une relation peug
étre : :

a) i la fois réflexive et antisyméirique. (tous les exemples clas-
siques des manuels : x < y dans R, x divise v dans N, ete...)

mais ausst :
b) réflexive sans dtre antisymétrique

~ dans un ansemble d’enfants dont deux au moins ont la méme
taille, la relation : faille de x < celle de v,
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Prenons par exemple %A, B.C E , & et B ayant la méme taille et
C étant plus petit que A et B :

gng'={(AA), (B,B), (C.C), (AB),(B,A)]

¢ N G n'est pas inclus dans D, done
la relation n’est pas antisymeétrique,

— résultats anadlogues pour la relation : abscisse de M < celie de
M dans un ensemble de poinis dont deux au moins ont méme
abseisse ; distance OM < OM' dans un ensemble de points dont
deux su moins sont équidistants de O ;rayon de C < celuide T
dans un ensemble de cercles dont deux au moins ont des centres
distinets ; ele ...

¢) antisymeétrigue sons étre réflextve

Dans les exemples précédents du b) le fait de remplacer € par <
supprime la réflexivité mais fait apparaftre ’antisymétrie, car
aloxs G M G =9

Exemple :

ce qui pourrait laisser supposer une eorrélation entre réflexivité
et anlisymétrie ; on s"apergoit vite qu’il n’en est rien en exami-
nant d’autres exemples fels que: x <y dans R, abscisse de
D < celle de I’ dans un ensemble de droites paralléles 4 "aze
des ordonnées, le rayon de (€3 < celui de ' dans un ensemble
de cercles concentriques ; ot le fait de remplacer < par < agit
sur la réflexivité mais pas sur Pantisymétrie, celleci étant
vérifice dans les deux cas,
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Exemples
Dans ensemble 33 ] :92 1

Relation < Relation =

Elles sont toutes les deux antisymétrigues, 'une est réflexive,
Pautre ne est pas.

On peut proposer d'antres exemplez n’utilisant pas le signe < :
¥ = y + 1 dang B (ou N). Ici encore § 1 §'C D car
49n G =¢.

Mais € N © = ¢ n'est pas une condition nécessaire pour
P"antisymétrie ;

exemple : x = yz dans N.

i, 8 0 8 =}(0,0),(1,1)},donc § N & CD:

la relation est antisymétrique, sans que § N §* soit vide.

d) enfin, ni réflexive, ni antisyméirigue

C'est le cas de la plupart des relations syméiriques non réfle-
xives telles que : D 1 I dans un ensemble de droites, distance
MM = 1 dans un ensemble de points, (C) et{C'} sont sécants
dans un ensemble de cercles, ete .,

Mais Ja symétrie n'est pas nécessuire : i
Voici un exemple de relation qui n'est ni réflexive, ni symé.
trigue, ni antisymétrigue :

une famille comporte trois enfants : deux filles A ¢t B et un
garcont C. La redation dans gA, B, C¢." .. apour soeur ... "
répond a la question :
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C Lg symétrie n'exciut pus 'antisymétrie

a) Exemple : la relation dans ;A, B, C%
ci-contre est 3 ia fols symétrique et anti-
symétrigue.

b) Quelle est la condition pour qu'tine relation soit & la fois
symélrigue et antisymétrigue ?
Bi elie est symétriqgue, 8 = §',done § N §' = G
8i elle est antisymétrique, § n 8 C D,
Done, sielleestlesdeux dlafois: € T D.
Réciproquement, si § CD,alors 8= G'et 8 N G T D
La condition cherchée est :
g cdD
Interprétation & 'side du schéms sagittal : les seules fléches
sont des boucles,
Autre exemple : larelation dans N : 3 —x = /3 — ¥
dont le graphaest;({) 101,(131),42;2,,(3:3) s

¢) Bidepius § = D, Ia relation est & 1la fois symetnque,
antlsymetnque, réflexive et fransitive, :
donc & la fois relation d’eguivalence et
relation d'ordre. Cest la relation “... est
dgal ¢ ...” duns Pensemble considéré,

D 8i des collégues remarquent des erreurs dans ce qui précéde, je
leur serais reconnaissante de bien vouloir me les signaler. Merci.



