D’Euclide 3 Fibonacci
par P. GAGNAIRE

Probléme - On recherche le PGCD des deux naturels @ et b par
Palgorithme d'Euclide.
Combien faut-il effectuer, au plus, de divisions ?

1 Recherche d’une solution
L’algorithme d’Euclide s’écrit ainsi :

a=bql+1‘1 0$§1'1<b
b=rq, + 1, 0<r, <, <b
;,;.-2;-1';,; q, t 1y 0€r,<...<1, <b

8i r, = 0, la niéme division est la derniére, et le pged dea et b
est r,, 1, reste de la division précédente.

r,.1 €tant le pged de a et b, il divise le reste r, de leur
division euclidienne, donc aussi ry, ..., Iy ,. Il en résulte qu’en
remplacant a et b par leurs quotients respectifs a" et b’ parr, ,,on
obtient les n divisions euclidiennes suivantes :

a =bq, +r; 0<r, <b'

b'=r.q, +r1; o<, <r <b

...............

Tn

In2=Th19, 15 S 0€r<..<r <b
dans lesquelles 1, 15, ..., I, sont les quotients respectifsder,, r,,
ey T PArr, 4.

De cette remarque, il résulte que I’on peut toujours se

ramener, pour traiter le probléme posé, au cas ol a et b sont
étrangers (premiers entre eux).

—26 —




Bulletin de 'TAPMEP n°287 - Février 1973

Anu bescin, on les remplace par leurs quotients par leur pged,
c'est-3-dire par des naturels plus petils et cels, sans modifier le
nombre de divisions de Palgorithme d’Fuclide.

On a done
rm}_ =]

0<i<roe<r3<..<n <b
A prior{, il est évident qu'il ne peut exister que b naturels qu
piug dans 'ensemble z{}, 1, rp oy ey YI% )
Ces b naturels seraient obtenus pour @
g =l =2 =k jr1i=b—1
Or voyons si cels est possible, en utilisant les divisions de
I'slgorithme d’Euclide, 4 partir de la demiére.

Remarquons gue les quotients gy, dg, ... G, sont tous au
moins égaux & 1 (si 2> b, ce gque "on peut toujours supposer),
puisque la suite :

g, b, r,..r

est strictement décroissante.
On a donc, pour chague division suclidienne -

LS PP > 47 -+ i

n- * ¥

T} en résulie :
T

ner =1
Tpg ™ 2
Tp3* 2+ 1=3
Iyg> 3+ 2=58
Ihg* 5+ 3=28

On voit alors apparaitre les termes de la suite de Fibonacei
1,2,3,5,8,13..~
pour lesquels on a la proprieié, 4 partir du troisiéme

up = up_1 + up»2

Cele suggére de prendre le probléme & Venvers en posant la
question :

Sachent que la-recherche du PGCD de a et b {(a™> &) par U'aigo-

rithme d’'Euclide nécessite n divisions, quelle est la plus petite
valeur possible pour b ?
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Comme b est e dernier terme de la suite croissanie
0,1,r05sFp.352F,,b
il sera le plus petit possible dans le seul cas ol chague terme de
cetie suite sera le plus petit possible, ¢’est-a-dire dans le eas ou (2
partirde ry, 4)
Yiep = T T T
Cela entraine que les naturels
rn_l; 1 rn_.z LIRS | rn,.p LIRS | r1 rb

sont respectivement égaux aux éléments de la suite de Fibonaccei :

ul,uz, ..,,Ltp,...,u,_.l_1 » U
avec u1 =1 uz= 2
ot U, = U +u
P p-t -3

Canclusion

$i la recherche du PGCD de a et b par Palgorithme d’Buclide
nécessite n divisions, alors b est au moins égal au niéme terme de la
suite de Fibonacci de premiers termes

uwi=1 et wuz=2,.

a et b étant donnés, pour trouver combien de divisions nécessitera
au plug Valgorithme d’Euclide, on peut done encadrer b par denx
termes conséciutifs de iz suite de Fibonacei. Le rang du plus petit
4'enirs sux donne iz solution.

2 Iatérét pratigue de ce probléme
10} La suite de Fibonacci est pratinuement exponentielle : le

quotient. %‘2_- différe trés peuw, & partir d’un certain rang, du
n-1

nombre d'or : -

%ﬁw 1618

Or il existe une suite exponentiellie usuelle, c’est la suite des
puissarices de dix :
1,10,100,14000, 10000 ...

I} est donc intéressant de comparer Iz suile de Fibonacci etla
suite des puissances de dix.
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Pour cela, écrivons les premiers termes de la suite de Fibo.
nacei en changeant de ligne chague fois que 'on dépasse une
puissance de 10, ¢’est.d.dire chaque fois que Pécriture décimale
nécessite un chiffre de plus que précédemment :

1 2 3 5 8

i3 5 34 85 89

144 233 377 610 287
1597 2584 4181 6785

10946 17711 28657 48388 75025

On s’apergoit que chaque ligne contient au plus cing éléments
de la suite. Cela peut se justifier par le fait que dix est compris
entre

o I |

1+
2 2

il en résulie une régle d’application trés simple :
Le nombre de divisions nécessité par Ualgorithme d'Euclide pour

deux naturels a et b est au plus égal au produit par 5 du nombre de
chiffres du plus petit des naturels a et b, ’

Par exemple, pour trouver un majorant du nombre de divi-
sions nécessité par Valgorithme d'Buclide appliqué & 1597 et 987,
il suffit de multiplier 3 (887 s’écrit avec 3 chiffres) par 5.

Effectivement, on confrble que, dans ce cas (o les naturels
sont deux termes consécutils de la suite de Fibonacei} Valgorithme
d’Buchide comporte 15 divisions.

Notons qu’d partir de 10946, la régle pratigue donunée ici est
trop ‘‘pessimiste’” d’une division puisque |’intervalle
{1000 ; 10000] ne contient que quatre termes de la suite de
Fibonacei, Cette régle deviendrait encore plus “pessimiste”™ pour
des naturels plus grands mais ce n'est pas grave puisgue le
probléme posé est un probléme de majoration :

1a régle fait espérer un résultat assez bon ;
ile ealeul effectif donne un réspitat meilleur encore,
20} Les éléves de certaines classes travaillent actuellement sur de
petites machines 3 calculer programmables (mini-ordinateurs).
Parmi les activités gu’on peut leur proposer, il ¥ a la program-
mation du caleul du PGCD et celle du PPCM de deux naturels.
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Le programme du caleul da PPCM est trés simple i établir :

on demandera # la machine d’écrire la suite des multiples de a
jusqu’a ca gu’elle trouve un multiple de b, Celui-ci sera alors
le PPCM dea et b,

Voiei Vordinogramme correspondant :

Légende

w entrée des données

sortie des resultats
{ici : le PPCM de a et b)

D caleuls 3 effectaer

O =

m -+ b désigne le gquatient
auclidien de a par b

m: =m+a signifie ; 3 la place
dem,écrirem+ a

Le programnme du calcul du PGCD, quoique pas tellement

plus compliqué, nécessite la connaissance de Ualgorithie
d'Euclide,
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VYoici Pordinogramme correspondant :

C=3a
d=bh
i |
1
< :—d =
C-dg =T
=0
¥ -
1 >0 £ d N
¢ =d

Le deuxiéme programme peut &ire utilisé aussi pour caleuler
le PPCM de a &t b, En effet, il est bien connu gu'entre a, b, leur
PGCD, 4, et leur PPCM, m, il existe 1a relation :

aXb=mxd
1l suffit done de changer, dans le second ordinogremme

|

E'l {(a xb) +d =m

par £3

CEin)

Fin

e 3]
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LI est bien évident gue le dernier ordinogramme (caleul du
PPCM par Pintermédiaire du PGCD) donnera un programge plus
long que le premisy {calcul du PPCM par les multiples suceessifs de
a).

Mais, est-il siir qua le temps de caleul {par 'ordinateur) du
PPCM sera plus long par la derniére méthode que par la premiére ?
Antrement dit : la minimisation du temps de recherche du PPCHM
correspond-elle a ls minimisation de la longueur du programme ¥

11 est facile de voir qu'il r’en est rien, dans le cas présent.

En effet, le calcul du PPCM de 1597 et 987 par la premiere
méthode nécessite 987 houcles du programme, puisque 987 est
premier gvee 1597, alors gue par la derniére méthode, il suffit de
156 boucles du programme soivies dune multiplication et d'une
division : le caleul de pius courte durée sst obtenu {et de loin ! )
au moyen du programme le plus long !

On voit sur cet exemple qu’il est possible de motiver par une
recherche d’ordre pratigue (opfimisation d'un programme) un
aspect beaucoup plus théorique {algorithme d’Euclide et suite de
Fibonacei) de la question posée.
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