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Etym.: Ce mot est un exemple d une
longue evolution semantique. 1.7ad). lat.
linea signifie littéralement “laite de
lin": substantive, il a désigne le cordeau,
la ligne (a pécher) el par extension la li-
one gcometrique, particulicrement la li-
one droite. On retrouve ce sens dans des
expressions telles que “écriture lineal-
re” (ecriture ou les symboles se suivent
sur une ligne) ou, en mécanique, “densi-
e linéaire™ d'un fil. Cependant le lien,
en geometrie analytique, entre la ligne
droite et I'équation du premier degré a
deux variables a entraine une nouvelle
extension du sens, devenue prépondé-
rante: le mot a longlemps servi dabre-
viation un peu vague pour “qui est du
premier degré”: malgre les traces lais-
sces par cel emploi dans le vocabulaire
actuel, 1l a aujourd’hui un sens plus
strict quiillustre expression “applica-
tion lineaire ™ analysce ci-dessous.

1. Espace linéaire.

Cette expression est synonyme d’ espace vectoriel
| VECTORIEL] et pourrait lui étre préférée comme faisant
mieux ressortir les propriéetés fondamentales de cette structu-
re; en tout cas I’expression linear space est courante chez les
Anglo-Saxons.

2. Application linéaire.

2.1. Definition. Etant donné deux espaces vectoriels (ou li-
neaires) sur le méme corps K, une application f de E dans F est
dite linéaire (ou, s’il est nécessaire de préciser, K-linéaire) si et
seulement si a la somme de deux éléments de E elle fait corres-
pondre la somme dans F de leurs images, et au produit d’un
élément de E par un scalaire le produit de son image par le
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meéme scalaire. En d’autres termes f est linéaire si et seulement
S1:

vieE, vwe€E |, flx +y)=flx) + (y)
vieEE, vaE K, f(Ax) = A f(x),

ce qui equivaut a:

vx €EE, vy€EE, VAEK vuEK, f(Ax+ uy)=Af(x) + uf(y).

(La méme notation a été adoptée ici pour les lois internes sur

E et F, ainsi que pour les lois externes; le plus souvent cette
convention n’engendre aucune ambiguite.)

Rem. 1. La définition précédente peut étre étendue au cas de
deux modules E et F sur le méme anneau unitaire K, mais cela
entraine des changements assez profonds dans la theorie.

Rem. 2. Combinaisons et combinateurs lineaires. Soit, dans
un espace K-vectoriel E, (x.). ., une famille de vecteurs, in-

dexée par un ensemble H, et (A.) une famille de scalaires

i € H
de K, indexée aussi par H, telle que les A, solent “presque tous

nuls” (c¢’est-a-dire nuls sauf un nombre fini d’entre eux). Le

vecteur de E defini par X A x. est usuellement appelé
i € H
combinaison linéaire des X, a coefficients A ;en particulier, si

Hestune partiede E, ¥ A x estunecombinaison lineaire
| X EH
des vecteurs de H.

La famille (x.)

i1 €H
tains cas deux familles de scalaires différentes peuvent donner
le méme vecteur. On peut mettre I’accent sur le role des coef-

ficients en associant a chaque famille (A:) d’élements

étant donnée, on notera que dans cer-

i € H
d’un corps K un combinateur linéaire qui fait correspondre a
toute famille (x.). . de vecteurs d’un espace K-vectoriel E,

indexée par H, le vecteur T A x.de E. Une fois I'espace E
i €H

fixé, le combinateur linéaire se réduit a une application (li-
néaire, a valeurs dans E).
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Avec cette notion, la condition nécessaire et suffisante
pour qu’une application f soit linéaire qui s’écrit
f(Z Nx.)= 2 A f(x.)
ieH ! i €H ! :
quels que soient les A. (presque tous nuls) etlesx, s’éenonce:

L’image par [ de toute combinaison linéaire de vecteurs est la
combinaison linéaire, de méme combinateur, des images de
ces vecteurs.

Rem. 3. Dans les espaces vectoriels topologiques de dimen-
sion infinie les applications linéaires ne sont pas nécessaire-
ment continues; néanmoins, dans beaucoup d’ouvrages ou
’on ne considere que des applications continues, il faut pren-
dre garde que le qualificatif “‘linéaire’ sous-entend parfois la
continuite.

Les applications K-lineaires sont des morphismes de la
structure d’espace K-vectoriel; la composée de deux applica-
tions K-linéaires est une application K-linéaire. Une applica-
tion linéaire est encore appelée homomorphisme d’espaces
vectoriels, et, dans le casou E = F, endomorphisme de l’espa-
ce vectoriel E, ou encore opérateur lineaire sur E (par abus de
langage on dit souvent “homomorphisme” ou ‘““‘endomorphis-
me”’ tout court; mais on prendra garde que ces mots n’ont de
sens que relativement a une structure bien précisée: une appli-
cation peut ne pas étre un endomorphisme pour la structure
d’espace vectoriel tout en etant un endomorphisme du grou-
pe abélien sous-jacent, par exemple).

Si F' = K, 'application lineaire est dite forme linéaire sur E
(ou covecteur de E).

L’ensemble des applications lineaires de E dans F est usuel-
lement noté £ (E, F) ouencore Hom (E, F).
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2.2. Exemples et contre-exemples.

1. L’application constante qui a tout vecteur de E fait cor-
respondre le vecteur nul de F est manifestement linéaire.

2. Sur tout espace vectoriel 'application identique est un
endomorphisme.

3. Si E=F= K, toutes les applications linéaires sont de la
forme x — g4 , ou a est un élément de K.

4. SIE=F=Cavec K=R ,etsia€ C, z+— az est une
application linéaire, de méme que 2z —— z . En revanche, si
E=F=K=C, z— az est encore linéaire, mais z —— 2 ne
I’est pas (c’est un endomorphisme de groupe abelien, mais
non d’espace vectoriel).

5. E étant ’espace vectoriel sur K des épplications d’un en-
semble £ vers un corps K, et @ un eléement donnée de 2, ’'appli-
cation de E vers K: ¢ —— p(a) est une forme linéaire.

=

6. Soient E et F deux espaces vectoriels de dimensions fi-
nies sur R, @ un élément de E, et D 1’espace R-vectoriel des

applications f définies dans un voisinage de a dans E, a valeurs
dans F, et différentiables en a. Alors f(a), dérivée de [ en a, est
une application R-linéaire et continue de E dans F (qui s’iden-
tifie a un element de R quand E=F=R), et [ ——['(a) est
une application R-linéaire de I dans L(E, F).

7. Soit E ’espace des fonctions réelles continiment diffe-
rentiables d’une variable réelle et F 1'espace des fonctions
réelles continues d’une variable reelle: ’application de E vers
F qui a toute fonction f de E fait correspondre sa fonction
dérivée f ' est linéaire. Dans le cas de I’espace P des polyno-

mes de degré au plus égal a n, on peut associer a la dérivation
soit un endomorphisme de P soit une application linéaire de

P dans Pn-l :

8. Soit E I’espace vectoriel des fonctions réelles continues

sur e, b]; 'application qui a une telle fonction f fait corres-
b

pondre le nombre J f(t)dt est une forme lineaire sur E, alors

b
que [ — [ f(t)] di n’en est pas une.

v
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9. Dans ’espace vectoriel réel euclidien de la géometrie éle-
mentaire, une homothétie, une projection, une rotation, une
symétrie sont linéaires. En revanche, dans un espace K-
vectoriel quelconque, une homothétiex —— a x (« € K)n’en

est pas nécessairement une (elle peut ne pas 1’étre si K n’est
pas commutatif).

10. Le “‘principe de superposition’ qui apparait dans di-
verses parties de la Physique manifeste la présence d’applica-
tions linéaires (qui sont souvent des applications linéaires
tangentes).

2.3. Principales proprietés des applications linéaires. Toute
application linéaire f de E dans F possede les propriétes sui-
vantes:

1. L’image d’un sous-espace vectoriel de E est un sous-
espace vectoriel de F. Il en est ainsi en particulier pour I'image
de E: on ’appelle souvent image de f et on la note Im(f). Dire

que F est surjective équivaut a dire que Im(f)=F .

2. L’image réciproque d’un sous-espace vectoriel de F est
un sous-espace vectoriel de E. Il en est ainsi en particulier
pour 1’'image reciproque de {054 appelée noyau de f et notée

Ker(f) [Novau]. On vérifie que [ est injective si et seulement si
Ker(f) = {0, }.

3. Siune bijection de E sur F est linéaire, on démontre que
la bijection reciproque 1’est aussi. Toute bijection linéaire de
E sur F est appelée isomorphisme de 1’espace vectoriel E sur
I’espace vectoriel F'; deux espaces vectoriels sont dits isomor-
phes s’1l existe un isomorphisme de 'un sur 'autre. Un iso-
morphisme de E sur E s’appelle un automorphisme de E.

4. S1 le corps K est commutatif, I’ensemble L (E, F) des
applications linéaires de E dans F constitue un espace vecto-
riel sur K pour les lois definies par

[.a mathématique parlee
par ceux qui l'enseignent. [



(Ff + 8)(x) = f(x) + 8(x)

et (a f) (x) = af(x) ’

(la propriéte (af) (Ax) = Aaf)(x) etant assuree par la

commutativite de K).

£ (E, K) s’appelle aussi le dual de E (abréviation pour ‘“‘espace
: 39 *

vectoriel dual™) et se note souvent £~ . [ bual] .

5. Sifappartienta L(E,F)etga £ (F, G), alors on véri-
fie que g o f appartient a £ (E, G). Il enrésulte que £ (E, E)
est, relativement aux lois + et o, un anneau unitaire, appelé
anneau des endomorphismes de E.

2.4. Groupe linéaire. L’ensemble des automorphismes d’un
espace vectoriel E constitue, pour la composition des applica-
tions, un groupe appelé groupe linéaire sur E, noté GL(E) ou
parfois Aut(E). C’est un sous-groupe du groupe symetrique
de E.

Tous les espaces vectoriels de meéme dimension finie n sur le

méme corps K sont isomorphes entre eux et a K" ; leurs grou-
pes linéaires sont eux-mémes isomorphes entre eux et au
groupe des matrices carrées inversibles d’ordre n a elements
dans K; ce dernier groupe est appelé groupe linéaire a n varia-
bles sur K et note GL (K).

Sous-groupes distingues. On sait que 1’on peut partager les
bases d’un espace vectoriel de dimension n sur R en deux clas-
ses d’équivalence, le déeterminant des matrices de passage
[2.5] a l'intérieur d’une classe étant strictement positif, et
d’une classe a I’autre strictement negatif. Ceux des automor-

phismes qui conservent ’orientation de R" forment un grou-
pe isomorphe au groupe des matrices carrées d’ordre n de deé-
terminant strictement positif; ¢’est un sous-groupe distingue

de GL (R), qu’on peut noter GL: (R) .

Un autre sous-groupe distingué est formeé par les automor-
phismes qui conservent le volume oriente des bases de R" ; il
est iIsomorphe au groupe des matrices carrees d’ordre n dont
le determinant vaut +1 . Ce sous-groupe est le groupe linéaire
spécial a n variables sur R, note SL_(R).
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Representation linéaire des groupes. Une représentation li-
néaire d’un groupe n’est autre qu’un homomorphisme de ce
groupe dans un groupe linéaire; comme 1’étude des groupes
linéaires est plus commode, la théorie de ces représentations
fournit des outils d’investigation puissants pour I’étude des
propriétés des groupes quelconques.

2.5. Cas d’espaces de dimensions finies; matrices d une appli-
cation lineaire. S1 E et F sont de dimensions finies, n et p res-
pectivement, L (E, F) est de dimension np; en particulier le
dual L£(E, K) de E est de meme dimension que E, donc lui est
iIsomorphe (mais non canoniquement isomorphe); cela n’est
pas vral dans le cas de dimension infinie.

5o eesy @ ) UNE base A de E, (b,,0b,, .., bp)

une base $ de F; toute application linéaire f de E dans F est
entierement determinee par la connaissance des p coordon-
nées sur J3 de chacun des n vecteurs f(a.) . On appelle matrice

Solent (a, ,a

représentative de f par rapport aux bases A et $B la matrice
de format (p, n) — c’est-a-dire a p lignes et n colonnes —dont
la colonne d’indice i est formée par les coordonnées sur B de
f(ai) . Noter que, sil’on sous-entend que dans I’espace des sca-

laires on prend pour base I’'unité, on peut également parler de
la ligne représentative d’un covecteur de E dans une base #A
de E [MATRICE|.

Si g est une application lineaire de F dans 1’espace G muni
de la base C et si N est la matrice de g par rapport aux bases
$B et C ,alorsla composée g o [ apour matrice par rapport
aux bases A& et C le produit matriciel N.M ; c’est la que rési-
dent la justification et 'intérét du produit matriciel.

Si [ est bijective (et seulement dans ce cas), M est inversible,

et fl est représentée dans les bases B et A par M
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a;,...,a’) estune nouvelle base A

de E, la matrice A, carrée, inversible, d’ordre n, qui represente
'application identique de E par rapport aux bases A& au de-
part et A  a ’arrivée sera dite matrice de passage de & a A |
pulsque a, est une combinaison linéaire des vecteurs de A
dont le combinateur provient de la colonne d’indicei de A. La

matrice de passage de £ a A estalors A

En particulier, si (a7,

On remarquera que, lorsqu’on passe de la colonne X des
coordonnées d’un vecteur dans la base A4 a la colonne X’ de ses
coordonnées dans la base A", c’est par la formule matricielle

X’= A.X , et que A est la matrice de passage (en sens inverse)
de A" a J‘t C’est cela que ’on appelle la contravariance des
coordonnées d’un vecteur dans un changement de base. Au

contraire les coordonnées d’un covecteur de E, élément du
dual EX , sont dites, elles covariantes dans un changement de
base de E (mais pas de B ! ): car, si un covecteur est représen-
té par une ligne L dans A et L’dans & ,onal’ = LA

On doit prendre garde que certains auteurs appellent matri-
ce de passage de £ d A la matrice de changement des coor-
données d’un vecteur quand on passede & a A , convention
inverse de celle que nous avons adopteée ici.

Toutes les matrices qui représentent la meme application
linéaire par rapport a diverses bases appartiennent a une me-
me classe d’équivalence et sont dites equivalentes. Si A est la
matrice de passage de la base A& a la base A , et B la matrice
de passage de la base B ala base $B, et si, relativement aux
bases A& et $B,’application linéaire f est représentée par la ma-
trice M, la matrice M’ qui la représente relativement aux ba-
ses A et Best BM.A™ . D’ailleurs I’équivalence de M et M’
peut étre définie par ’existence de matrices carrees inversi-

bles A et B telles que M’ = B.M.A"™

Le rang d’une application lineaire est la dimension de son
image. C’est aussi le rang de sa matrice par rapport a des bases
données. Deux matrices de méme format (p, n) sont equiva-
lentes si et seulement si elles ont méme rang.
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2.6. Equations (inéquations, ‘‘systemes’) linéaires. Résou-
dre une equation, une inéquation, ou un ‘‘systeme’’ lineaires
peut toujours se formuler ainsi: etant donné une application
linéaire f de E dans F (ces espaces pouvant etre des espaces de
fonctions), trouver I’image réciproque par f d’une partiede F'.

Dans le cas des équations il s’agit en général, y etant un élé-
ment de F, de trouver ’ensemble des x de E tels que
f(x) = y .Cet ensemble est videsi y & Im(f). Ce cas exclu, si

x, est une solution particuliere, 1’équation équivaut a

flx) —f(x,) = O, et par conséquentax — x, € Ker(f) : ain-
si la connaissance de x, et de Ker(f) fournit d’emblée la solu-

tion generale, qui est un espace affine sur Ker(f). S1 en parti-
culier y = 0., I’équation (ou systeme) est dite homogene, et
’ensemble-solution est Ker(f) .

Quand les espaces sont de dimensions finies, ce qu’on
appelle usuellement ‘“‘systeme linéaire de p equations a n
inconnues’’ peut s’écrire sous la forme A.X = B , ou A est une
matrice de format (p, n), B est une matrice colonne d’ordre p,
et X une matrice colonne inconnue d’ordre n;le rang du syste-
me est le rang r de A. Sin =p =r, c’est-a-dire sila matrice A
est inversible (systeme de Cramer), il y a une solution, qui est

: N : -1
unique, asavoir A" .B .

3. Varietes lineaires.

3.1. Varietes linéaires affines (resp. projectives). Etant
donné un espace affine (resp. projectif), I’habitude a ete prise
d’appeler ‘“‘variétes lineaires affines’ (resp. ‘‘projectives’) ce
qu’on peut appeler plus simplement ses sous-espaces affines
(resp. projectifs). | AFFINE , PROJECTIF ]

3.2. Pinceaux (faisceaux), réseaux, ... lineaires. Outre les
plans et droites de la géométrie élémentaire, la géomeétrie alge-
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brique offre des exemples classiques de telles “‘variétes linéai-
res’’. En effet les polynomes homogenes de degre m a r varia-
bles, a coefficients dans un corps commutatif K, forment un
espace K-vectoriel, et les classes de tels polynomes modulo
une homothétie un espace projectif. Ses sous-espaces projec-
tifs de dimension 1, 2, 3 respectivement peuvent étre appelés
pinceaux (naguere faisceaux) linéaires, réseaux linéaires,
complexes linéaires de polynomes. Or, comme ces polynomes
a leur tour peuvent servir a définir des variétes algébriques de
degré m dans un autre espace projectif F de dimensionr — 1
sur le méme corps, on aboutit aux notions usuelles de pin-
ceaux (ou faisceaux), réseaux, complexes linéaires de *“‘surfa-

ces’’ dans F.

Ex.: L’ensemble des spheres de 1’espace (resp. cercles du
plan) passant par deux points fixes est un reseau (resp. pin-
ceau) linéaire; ’ensemble des spheres orthogonales a une
sphere fixe est un complexe linéaire.

Le méme procédé s’applique a des couples de polynomes,
donc aux intersections de “surfaces” de F. Les variétés linéai-
res de dimension 1 dont les eléments sont de telles intersec-
tions n’ont pas recu de nom particulier (mais chacun des
systemes de génératrices rectilignes d’une quadrique en four-
nit un bon exemple); celles qui sont de dimension 2 ou 3
s’appellent respectivement congruences lineaires et com-
plexes lineaires.

Exemples de congruences linéaires: I’ensemble des cercles
de I’espace qui passent par deux points fixes, I’ensemble des
droites de I’espace qui rencontrent deux droites non coplanai-
res. (Les complexes et congruences de droites peuvent étre
abordés d’autre facon grace aux coordonnées plickériennes,
et rien n’empéche d’accéder a une géneéralité plus grande
encore: ainsi la considération de pinceaux linéaires de com-
plexes est courante dans la théorie des complexes de droites).

4. Programmation lineaire

Résoudre un ‘“‘programme linéaire’”’ consiste a minimiser
(ou, le cas échéant, maximiser) la valeur d’une forme linéaire

sur R" | I'inconnue étant soumise a des ‘““contraintes’ repre-
sentées par des égalités ou des inégalités lineaires.
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