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‘Matériaux pour un dictionnaire
par M. ARNQULD

Affaires de familles

Je voudrais attirer Vattention sur un probléme gui se pose
dans notre enseignement, en particulier depuis Pintroduction des
nouveaux prografumes do second cyele secondaire: celui des
“systémes™ hibres ou liés el des bases, Ce terme “systéme” em-
ployé {mditionnellement n'a pas un sens trés préeis, si bien gu’on
préfére le remplacer aujourd’hui par un terme mieux défini, On a
le choix entre:

— partie {¢’est-a-dire sous-ensemble);

— famille (application d'un erdsemble guelcongue, dont les
éléments seront appeiés indices, dans 1'sspace vectoriel);

— nm-uplet (couple, triplet, etc...).

Ces obiets mathématiques sont de natures tout-a-fait diffé-
rentes: employer Pun pour l'autre donne lieu, méme dans des
manuels sérieux, a des énoncds imprécis ou faux. Aimsi, on ht
(Queysanne et Revuz, classe de Premiére, tome 1, page 31) que, si
une droite vectorielle F admet pour base {al } et un plan veetoriel
G admet pour base {b ,b,}, on a FC G 5 et sevlement si
e, b, bz } est lige, Or, si a, = br par exemple, F C G el pour-
tant la partie {2, b, b13 n'est autre que ia paire {b , 5, }, qui
est indubitablement une partie libre! Clest une famille, ou le tri-
plet (“; » &y, b2 J.qu'# aurait fallu employer ici. '

De méme le théoréme “Limage d'un systeme lié, par une
application linéaire guelcongue, est un systéme HE” n'est valable
que st on prend des familles (%} ou des #-uplets, mais pas s 'on
prend des parties: en effet, si { et § sont deux vecteurs hnéairement
indépendants d'un espace vectoricl, ot f un endomorphisme de cet
espace tel que fil=i et f{i} =0, Ia partie lide {{ i+ i+P}a
pour image par [ le singleton {§ tqui est une partie libre.

Un probleme anaié»gue se¢ pose pour les bases. On peut bien
dire que la partie {i %} est une base fou {i k, frou (k1 j},
¢'est toujours la méme partie! ), mais que signifie gue v ait pour

{»} Mais attention! FPimape par § 4 une famille @1 e @3N~ x, est alors iz famil.
le J vew PixJ, e'est-d-dive o @
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coordonnédes 3,4 et bdanscette base ? Atonv=3k +4i+ §jou
v=3i+ 4k + 5j7 Pour pouveir alfecter un coefficient & chaque
vecteur de base il faut avoir choigi un n-Gplet comme base of un
n-uplet de coordonnées; ou une base-famille et une famille indexéde
par le méme ensemble pour les coordonndes; ou, si on prend une
partie de 'espace vectoriel pour base, prendre pour “coordonnéss
d’un vecteur” une application de cette partie dans le corps.
L’ambignité du mot “base™ est une source de difficultés.

En fait, il y a des passerelles entre ces notions de partie,
fainille et n-uplet. Ainsi & chague famille on peut associer canoni-
quement une partie: Vensemble des valeurs prises par cette famille
{application}, ¢’est-d-dire son ensemble-image, D'autre part & toute
partic on peut associer canogiquement une famille: son applica-
tion ideniique; elle en est évidemment U'ensemble-image,

De plus, il ¥ a une bijection canonique entre Pensemble, E°,
des n-uplets d'¢léments de E et "ensembile des familles d*éléments

de E indexées par {1, 2, ...,n}, c’esi-i-dire 'ensemble glr?
des applications de {1, 2,...,n} dans E,

Les notions ainsl associées donnent lieu aux théorémes
suivants (entre autres):

a} une famille de vecteurs est génératrice si et seulement si

s0n ensemble-image est une partie génératrice;

b) wne famille de vecteurs pst libre si et seulement si elle osi;

injective et que son ensemble-image est une partie libre;

¢} un n-uplet de vecteurs est libre (resp. générateur) si et

seuternent si Ia famille associée 1'est aussi.

En présence de ces notions voisines mais nécessitant des
théories différentes, le réflexe du mathématicien, et plus encore du
pédagogue, est d'essayer de n'en garder gu'une, qui donne lieu a
des définitions et des démonstrations simples et gui permette de
résoudre tous les problémes qui se posent,

Au nivean de Venseignement secondaire, je pensze gue la
naotion i plus atile —voire indispensable dansg les questions d’orien-
tation — est celle de famille {finie, indexée par {1, 2, ....n}) on
de aaplet, ce qui revient pratiquement au méme, les deux notions
étant d’ailleurs souvent meélées sans inconvénient majeur. Cepen-
dant, si on décide de se tenir A celte position, on devra dire par
exempie gue touie sur-famille d’une famille est lie, ce qui
nécessite de définir ce qu'on appelle sur-familie. De méme on ne
pourra plus parler du cardinal des bases d’un espace vectoriel.
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En revanche, guand on arrive dans les espaces vectoriels de
dimension infinie non dénombrable, il n'y a plus de choix privi-
J6gié de Pensemble dQ'indices (3 moins d'utitiser fes cardinaux de la
théorie de Zermelo-Frankel}, si lien que la présence de cet ensem-
ble complique beaucoup les choses et que "emploi de parties est
ici largement préférable.

En eonclysion, je crois que les deux notions devront encore
coexister dans les mathématigues tant gu’on n'aura pas trouvé
mieux, mais nous devons réfléchir séricusernent 3 la question pour
éviter de donner & nos éléves des résuitats faux et pout choisir une
présentation aussi simple et claire gue possible. Une position
d'attente consisterait A dire ““bases” pour les parties st “bases in-
dexées’ {ires supérieur i “hases ordonnées™) pour tes familles,

Annexe; Compargizon dea définitions

Soit K un corps, [ un ensemble quelconque: on notera K™ ren-
semble des applications de ¥ dans K gui prennent la valeur 0 sauf
en un nombre fini de points {dans le cag oty I est fini, K'Y west

autre gue ensernble, K', des applications de I dans K} D’autre
part, E désignera un espace K.vectoriel, et la notation “ T " signifie
“pour au plus un’,

Famille libre

g: 1 —E est une famille libre de vecteurs de E si et seulement

o X

3t pekY | T opl)gi) = 0
i€l

{cette unique application ¢ étant vistblement Vapplication nulle}
G encore: I
vx€E, Wek"™ , z v =x
i€l .
Famille généralrice (resp, famille-base}:
. D suifit de remplacer dans la seconde définition ! par 3
(resp. 3!} '
Partie libre
T est une partie libre de E si et seulement sl

F
11 gek'"?, L w(y).y =0
Ou encore; ¥

K(F}

vxEE, ! y€& ugwwyy=x

— BT
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Partie géndratrice (resp, partie-base):
Il suffit de remplacer dans la seconde définition ! par

3 (resp. 3!). Dans le cas d'une base, c’est cette unique ¥ qui
constitue “les coordonnées de x,

Remarque. i, g : I—FE étant une famille de vecteurs éléments de
E, on considére application ¢~ £ (i} g(i} de K™ dans E, g
9

est libre (resp. génératrice ou base) si el seulement si cette appli-

cation est injective (resp, surjective, bijective).

De méme, si F' est une partie de E, elle est libre ¢resp. génératrice,

base) si et seulement si application ¢ v Z p{y}.y de AL
YEF

dans £ est injective (resp, surjective, hijective},

Joppelais de mes voecux dans le précédent numéro lg par-
ticipation de jJeunes collégues 4 la Commission du Dictionnaire, Je
souhaite que Pexemple de Michel ARNGULD, intégré depuis quel-
ques mois d 'équipe parisienne, el auteur des remargues ci-dessus,
soit Pennonce d’une ‘reléve™.

Par gilleurs je signale une erreur dans e notice LINEAIRE
fiche 2/5 versa: d Pexemple 3 il faut lire x — xa et non x = ax
fie corps n'étant pas nécessairement commu tatif). Une foute maté-
riglle se troyve aussi au verse de la fiche 1/5: d ig 8éme ligne de la
Remargue 2 {'indice sous le ¥ est dvidemment x, et non 1.

JM.C

(Auto)critique d’une critique

{Auteloritique dune eritigue. Tans le Bulletin 289, p, 390,
ayant distingué trois dégénérescences du parallélogramme, je
prétendais que, pour la deuxiéme, Pensemble P avait deux élé-
menis ; en fait i en a quatre : (A BB A}, (AA BB), (BAAB),
{B,B,A,A). Les lecteurs “auroit rectifié d'eux-mémes”, mais cotte
formule commode ne me dispense pas de m’exeuser auprés d'eux
et auprés de 'auteur de 'asticle, (. SCHACHERER, d'Epernay.

JM CHEVALLIER
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