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Les mouvements vibratoires, la cons-
truction de Fresnel et les nouveaux
programmes de mathématiques !

pur M. DE COINTET (LR .E.M. de Strasbourg)

Le Bulletin de "Union des Physiciens a publié, en mai 1972,
un ardicle indibulé “Systémes Physigues Linéaires Unidimersion-
nels” de MM. Etienne COQUET et Serge BERRETA, Cet article g
inspiré au groupe “Mathématique ef Physigue™ de 'LR.EM. de
Strasbourg les réflexions qui suivent, & propos de V'étude des
phénomeénes périodigues sinusoidaux dans les classes de Termi-
nales seientifigues :

Rappelons que traditionneliement on utilise, pour 'étude de
ces phénoménes :

a} soit la construction de Fresnel «

A la fonction ¥ = a sin (et + @)} on “associe” le vecteur OA
d'un plan muni d'un repére orthonormé dont la norme est
I'amplitude ot dont 'angle polaire est la phase du mouvement
sinusoidal. Par convention, sur les graphiques, on trace le représen-
tant du veeteur OA a Vinstant t= 0.

b) soit les nombres complexes :

A tout instant &, y = a sin (wt + ) est Ia partie imaginaire du
nombye complexe z = a&¥ | /Wi (j2 = 1),

10 11 zemble gu’il y ait dang Vemploi de la représentation de
Fresnel Didée qu’il y ait UN plan mathématique de référence, celui
des vecteurs de la géoméirie élémentaire, dont on confond les
propriétés mathématiques, 'llustration physique et Ia représenta-
tion graphigue.

20 On a recours dans chaque cas 4 un modéle mathématique
préfabriqué, a priori assez arbitraire et assez “éfranger” aux
phénoménes physiques étudiés, dont on utilise les propriétés pour
en déduire des résultats sur les fonctions sinuscidales, Kt de fait,
“ea marche”,

30 1l ¥ a risque de confusion entre la fonction et la valeur
prise par cette fonetion pour la valeur ¢ de 1a variable réelle, On
imagine alors souvent gue le dessin représentant ce qui se passe 4
I'instant t, “toume” autour d’un point pour figurer ce qui se passe
anr cours du temps,
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B semble que ces inconvénients peuvent élre évités et que ces
recours s’avérent inutiles, les éléves avant en fin de classe de
Premiere scientifique les outils d'une meilleure mathématisation,
avec une représentation graphique appropriée, des phénomeénes
périodiques sinusoidaux,

1 MODELE MATHEMATIQUE PQUR L’ETUDE DES
PHENOMENES SINUSQIDAUX

On propose donce la mathématisation suivante :

Soit w un nombre réel strictement positif,

Etant donués un nombre réel positif ou nul a, et un nombre
réel ¢ compris entre § et 27, oh note flaw} Papplication
tr asinjwt+ pide BEdans R, et on pose :

F o= }f(a,g;j,ae L ;0,2:«:;5 .

- 1)} Que peut-on faire de ces appilcations, sinon d’abord les
additionner ou les multiplier par des réels ?

Or pour cette addition et cette multiplication, F a une structure
d’espoce vectoriel V sur R (sous-espace vectoriel de 1'espace
vectoriel des applications de R dans R).

2} Vag R+,¥e€i{(2q, YicR,
a sin(wi + 1} = acogysin Wi+ & sin ¢ cos wi
d'on ;
YaceR4y, Vo€ (027 f(ap)=acosy (10} + asing f{l,% i,

On démontre alors que {f(1,0), f(l,%})est une base de V. Notons-la

B : a cosy et asin ¢ sont les composantes de f{a.) dans B. Ceci
ameéne & Pétape suivante :

3) On géfinit sur V un produit scalaire ¢ de fagon gque B soit
orthonormée (cela ne peut se faire gque d’une seule fagon) :

P, 0, ) (a2 )} = 8y COS . 8y €08y + &) siN g LAy Sin g,
= @, 8a COB{w; - ).(V,¥) est un espace vectoriel euclidien dont B
est une base orthonormss.

L’application f(a,@)+ a = v ¥(Hawp), l{aw)de V dans R4 est une
norme sur V. 8i on oriente V¥ en choisissant B comme base direcie,
 est une mesure de Pangle ([{1,0), [{#,2)).

— 816 -



Bulletin de TAPMEP n°291 - Déceﬁwbre 1973

4y On peut zlors représenter graphiguement {V 1) orienté 4 1’zide
du double-décimétre et du rapporteur : les vecteurs sont repré-
sentés par des segments fléchés de méme origine f{0,0).

ru,";_r} t{a. ¢}
I
f//
e

Ll TR}
E6:0)

Remargue - Les physiciens utilisent parfois comme produit
scalaire :

[

i
QQ[ “ o a, sinfeot + ¢y ). 87 sinfeot + @, ) di
TJo

= l}‘J' {Ha;, e ) o, w2 30

En fait ¥’ = y {on peut s0it le vérifier directement, soit montrer
gue B est aussi orthonormée pour ').

5) Dérivation : Soit f(aw} € F : f{aw) est dérivable sur R et a
pour fonection dérivée {'(a,) ¢ t aw cos(wt + ¢) de R dans R ;

F(ag) peut s%éerire flawy +3) st 0< 0 < 2L, ot fawg — ) si
37

P AL

L’application D : f{ap)r £ (3,0} est done un endomorphisme de V
dout on oblient ia matrice dans B en déterminant les images des
vecteurs de base :

£(1,0) = f{w,D) = w f(1.])

Py = Hwry = ~w §1,0)
La matrice de I} dans la base Best done |0 ~w
w 0

D est done la compoesee de Phomothétie vectorielle dg rapport

et de la rotation vectorielle dont "angle 2 pour mesure;

8) Soit fap) ¢ F. L'application F(a,p) @ t- mgacos{wt + ¢} de
R dans R est une primitive de f(ap).
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L'application | : flage}r Flap) est Pendomorphisme récipmque
de D, C’est la composée de 'homothétie vectorielle de rapport
ef de la rotation vectorielle doni angle a pour mesure ~ - .

z
La matrice de Idansla base Best | O w)

(23

7) Représentations :

. &
.3

X))

fia,

{100} e T )]

LR

a0

It EXEMPLE D'APPLICATION ;: CALCUL DE LINDEPEN-
DANCE ET DU DEPHASAGE EN COURANT ALTERNATIF
Une portion de circuit, constituée d’une résistance R, d’une
bobine L, et d’un condensateur C, placés en série, est soumise &
une différence de potentiel v alternative sinuscidale de pulsaiion
to. Lintensité du courant { traversant cette position de eircait est
sinusoidale, de pulsation <o,

v ef i sont és par la relation -
ve= Rid Lgl—+ e 1dt
gt .
On note I, et V, linkensitc et la différence de polentiel
movennes, On désigne par iapplication £+ I, sin wit, ¢'est-a-dire
£(1, O3
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On désigne par v Vapplication t+ V, sin{wt + ), c’est-a-dire

(Ve . ).
v est 'image de | par un endomorphisme { (sormme de trois
endomorphismes). L.a matrice de { dans g hase de B est :

T B - N ]
Cw Cuws
On en déduif : .
(Vm cosq:) _ { R ¢ “{Lw_é%;})[lm)
\ Vi, sing \_Lw"a} R L 0
s0it
Vi cosp=RI, e V., s5ing= (me—cla} in
d'og

Vi =+ R? +(Lw~"5~—)’ =Ty

ot Z=+ R* + (Liw — *—"]’ est lmdependance de 1a portion de
cireuit étudiée ; “ﬁi
d’olt » déterminée parcos o = & etsing=——>1

Remargue © [ est la composée de Phomothétie vectorielle de
rapport Z et de la rotation vectorielle dont 'angle a pour mesure

& .
Représentation graphique :

L& +é—fﬁdi;—-—*“—-““"’"‘ o m e e TR +(L——' =3 'k“ﬁd!)
i3

v est la somme des frois vecteurs Ri, L _ﬂ, f idt représentés par
des segments fiéchés de méme origine {0 0)
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RBemargue I ; Or {rouve aussi dans des manuels de physigue la
représentation suivante :
i+ &

dt

R"‘@"l-«.!.‘ =
L Cﬁm ¥

& Ri

Cette représentation des vecteurs par des segments fléchés
d’origines différentes est celle de Y'espace affine canoniquement
associé a V {c'est-a-dire (V, V, 8} ou 0 est I'application

(I, L)L — 1
de V X V dans V}.

Remargue 2 Tous les oscillateurs harmoniques en oscillations
sinusoidales forcées sonft susceptibles d'une mathématisation
analogue,

I FONCTIONS SINUSOIDALES ET NOMEBRES COMPLEXES

Lapplication f(a0) > acos g + jasin g = a3 e’ de V dans C
est un komorphisme despace vectoriel. (L’image de B par cet
isomorphisme est ls base (1,j) de O). (> = —1).

Les endomorphismes de V que 'on 2 utilisés sont des simili-
tudes dont les matrices sont des nombres complexes. L'utiisation
des nombres complexes permet une simplification d’éeriture, par
exernple :

Végalité
i 1
Ym cosy R == (L3 _a';) 1:11}
V,, sin T \bew - L R 0
m k4 Cw
peut s'écrire V,, ¢¥ = lR + Hluao — é}:f] i

Ainsi Pemploi des nombres complexes est une commodite,
nullement une nécessité,
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IV CONCLUSION

Cette présentation nous parait avoir les avaniages suivants :

1. &ire une mathématisation el non un recours & des modéles
préfabrigués ;

2, faire concerder le modéle mathématique et la représentation
graphique utile, dont se sert 2 bon droit le physicien ;

3. donner un modéle mathématique simple et efficace {of.
Fexemple étudié}, (*1'Algébre lindaire, ¢a sert”}).

En outre, le modeéle mathématique est en application directe
des programmes de Premiére scientifique. 8a mise sur pied
constitue un excellent sxercice de synthése sur ces programmes (y
compris la trigo ! }.

I lui a éié reproché de donner Heu i une représentation
graphique statique par opposition a la traditionnelle {segments
fléchés tournant gutour d’un peint). Preuve, peut-8tre, que toute
solution a ses avantages et ses inconvénienis ! ...
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