Démonstration d’une inégalité
perA. WARUSFEL

1. Des projets officieux, issus de la Commission Lichnérowicz,
proposent de faire admettre aux éléves de Seconde l'implication
suivante :

1

’2!192

(Vx)(Ya) (€ Ret lxi<zetac}—2,—1,—3,0

= [ (1+x)* —1 —ax) < 8x?)
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Lutilité d'une telle relation est Svidente; le coefficient 8 p air
plus ou meins arbitraire. Le bul de cette note est de démontrer,
pour tous les a indiqués, 'existence d'un réel A tel gue, dans les
conditions ci-dessus *
Hi+x)® =~ 1 -—axi< Ax?,

R étant la borne supérieure des nombres A ainsi détermings.

Poura€ 30, 1, 22 , On trouve immédiatement A & %O,l% .
2. Poura = —1, et pour x| Q,_% :

1+ x< g (1) —évident —

;..‘g.;.w1 +—1~4-—41-—x+2x2 {2) ear = < 2

IDone A=2 ; ¢’est la meilleur valeur possible (x = — -)

Os;th—-(l—x}é 2x*

3. Poura= —-2,etpm:r|xl€£1;:
1—2x€u+ 3 {3) car ceei éguivaut 3 0 < x* (3 + 2x)

‘1,“}: £ 1 — 2x + 8x% (4) car ceci équivaut 3

O« {(2x+1) (45+5).
Donc A = 8 ; ¢’est 1a meilleure valeur possible (¢ = — —)

G< E“l"“'_]:——)z —{1~— 2x} < 8x?

4, Restent les cas plus difficiles oll a = et a= . Boit d’abord
a*“,et ixi <*~*:
Vitx <1+ —5' (8} —é&vident —

On peut montrer par ailleurs que, suivant une idée de notre
collegue C, GAUTIER {Colection “Aleph .17} :

X<y @ (1+5—x*YP <1+%

ear ceci équivant & 0 < x* [4 + {8 — 2x) {2x + 1}
Par suite :

1+5 —x2* <V 1Fx (6)
o1+ — IFx=%°

Donc A = 1, mais ce n’est pas la meilleure valeur possible,
5. Avant de passer au cas a = — ¥, démontrons — toujours d’aprés

TG
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GAUTIER -— un lemme pour les valeurs de x telles gue |x] < "]i"
G-y <xt (7
En effet cect équivaut & (2x - 3) (2= + 135 0.
Par suite § —x*i< x| Sré- ; appliguant iz relation (2) en ¥y
substitiant+ — x* 4 X, on trouve :

—— € 1 (5 2(F —X P

X
l“}';—xz

€13 +x% 4+ 27 = 1—35+ 8¢°
6. Soif doncenfina= **"lé“ ; pour ixié% :

0<i €145~ &J/TFx< 145 (B)et ()
1-3 482 p—T b Wl 2 2
4 1+~=‘:-v-~-x2 I+x i+% *

et finglement :

I »
Oém—“l +7 < 327

Done A = 3, mais ce n'est pas la meilleure valeur possible.

7. On peut retrouver ces résultats J autre fagon ;
a) a= —1 ; posons f(x] -h—-: { £+x —1+x] = -w;;:w ; T décroit
dezaa,douA- 2= f(-w)

%‘XZ Qﬁ; — 14y = 2x?

+
b) a=—2; posons f(x) =1 {E'I%Tﬁ“f —1+ 2x] =€31:Fx2>§

= gor + 7oy fdécroft de 8 4%, ot A = 8= f(— 3):

'1—6"5{ g—.ﬁ;;: 1+ 2x < 8x?

8 Pour a=get a=—7%, il faut utiliser le vieux procédé de
multlphcatron par la quanttbe conjuguee

a) a ,,?, posons f{x) = {1+ - —a,.flé‘x} On trouve :

f(x)22x+¢+¢x/1+x
o 1 . S T -
fdecroxtdewm?; _Maﬁ'fzv’é 5 - 2/, d'ol
A=3—%/T=f(—3) [A=0172<1]:
— TOR —
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(5 2/6l? € 1+ —Vitx < (83~2/8 x*
Notons que 5 — 26 =~ 0,101,
b} a= — 4, posons Kx) =73 [737 — 1+ }]. On trouve :

_ 2 (3—x)
(x)= g Gah? T aviss

Le numérateur décroit en restant positif. Le dénominateur
croft en restant positif ~——en effet, 2x — 1 est négatif, (2x — 1)

decrmt-- Dcmc f décroft de 5+: == 4/2 — B 4
9+w** YE— 0 dod A= 425 =f("2—3}{A:ﬁ,657<3}:
ﬁ%xﬂv@m-lﬁ-suﬁ—s}f
Nolons queﬁ@ = (0,268,

Dans ce paragraphe et le précédent, les bomes sont les
meilleures possibles.

9. Les résulfats des paragraphes 7 et 8 sont plus précis, et sont

ohtenus de maniére ausei élémentaire que ceux des paragraphes
précédents. Pour les cas considérés, on voit que si Pon pose :

fxy=-%1(1+ x) — 1 ax|
f décroit sur { "--12"- .%‘}, ce qui donne la valeur de A ;

A= f(-F).

10. A Yaide du ecalenl différentiel —inconnu en Seconde —, on
peut refrouver, lourdement, les résuitais ci-dessus. Donnons une
méthode générale fournissant un A convenable, mais qui n’est pas
le mmiieur Ilipos’sll:'le, pour toutes les wvaleurs de a; posant
gx) =" ~L =25 hix)= (1+x)*, ona:

xl

B(x) = a(1+xp* 1 h"(x) = a(a — 1) (1+x)*"*
x? g(x) = h{x) —h(0) — xh'(0) =% h"(¥) ,y Elo, x]
soit  £(x) = g} =i b
gia® 2, (1+t)"* croissant avec t, ona :
fx)< 3aa—1)(H?
Sias 2, {1+t)*? décroissant avec t, ona:

- THY
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(x) ﬂé';% fala—111 i%’]"”

11. Le tableau suivant donne les valeurs de A calcuglées par les
trois méthodes précédentes :

a= —1 2 2 8
a= — 8 8 48
a= 1 1 3 —2v/Z(=0,172)| 77(= 0,354)
a= - 3 4/T-5(= 0,657 & (= 2,12)

Les deux premiéres méthodes peuvent &ire eventuellement
utilisées en classe afin de légitimer, pour quelgues valeurs de a,
I’énoncé de Uinégalité, mais chaque professeur trouvera lui-méme
des variantes qui améliorent les méthodes ci-dessus, 4 moins — s'il
n’est sage - - de faire admetire purement et simplement cet énoncé
qui est au demeurant assez intuitif,

P.S. Signalons deux formes intéressantes de g{x) :
g(x) =250 { (x =ty (1+ 1% dt

= () + (Gix + (%% + .

Peut-étre peut-on, i partir de ces égalités, trouver des majorants de
il plus petits que ceux du paragraphe 10,
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