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Les opérateurs numériques
Animateur : M. ROBERT

Les opérateurs numériques étudids sont des fonctions de N vers N
définies par le moule
..... S
n étant un naturel guelconque, et « désignant 1'une des guatre
opérations dans N @ addition, soustraction, multiplication, division. 8'il
s'agit de la division, on opére dang N¥ = N —{0} .

L’opérateur est noté .

1 — Ensembie des ppérateurs définiz d partir de l'addition
O i
O =1 6, 1, 2, :5 oot

La loi compaosition de deux opérateurs est une loi de composition
interne danes O, on la désigne par ¥

+ .
‘IETE = nt+p

2 — Ensembie dﬁs opérateurs définis d partir de la soustraction
0.=108,1,2,5 ...}
T est une loi de composition interne dans O,
AT p=MFP
3 — Réunion de ces deux ensembles
0,u0_= |.5316133,..} |
Dans cet ensemble le composé de la forme n T P est toujours

défini. :

Mais le composé de la forme 0 T J n’est pas défini(% ¥ g] Cest

une fonction qui n'appartient pas & 'ensemble considéré, W ¥

—En “sgrandissant” l'ensemble précédent par l'introdugtion de ces
nouveaux composés on montre que T est une loi de composition
interne dans le nouvel ensemble £

- On introduit dans & une relation d'équivalence R

" Deux élémenis de §2 sont équivalents 'l existe un naturet g tel qu’ils
donnent la méme image a tout naturel x > q.
£t est alors partagé en classes d’quivalence telles que

+ — + T
11, 172, 2738, .1 _
La relation d’éguivalence est compatibie avec In loi 1. On peut
appeler chacune de ces classes “‘opeérateur” en g:odifiant le sens de ce

~ 744 ~
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mot. La lol de composition et slors I loi induite par T sur les classes,
C'est une loi de composition interne dans Pensemble %% | qui donne &

cet enseinbie une structure de groupe abélien isomorphe 4 (Z, +).

4 — Ensembie des opérateurs définis d partir de la muitiplication
x = (01,23 .}

T est une loi de composition interne dans Oy, il en est de méme
dans

of = 11,53, .1
5 -~ Ensemble des opémreurs défmis a partrr de lo division

of = { 1 2 3 A
T est une loi de composition interne dans O

6 — Réunion des ensembles OF et O .
oL u 0= (. 331,35 .

Lo composé de la forme AT p n'est défini que si un des naturels n
ou p est multiple de Pautre, .

8l n'en est pas ainsi, le composé n T P est un nouvel opérateur
n'appartenant pas a 'ensemble précédent.

I est mte %
Te composé édés:gne ia m&me fonction que ,g_ Done
Q — 3 el plus généralement 3 3 % ke N*

7
Nous ne garderons pour cet opérateur que%a notation : ,’i

“Agrandissons” 'ensemble précédent par l'introduction de c¢es nou-
veaux opérateurs :

x X x P
_‘1 2; ¥ 3 3 g Ay
Dans cet ensemble un composé
De plus sv5= %73

Mais e composé 4 T 6 n'est pas défini. [l en est ainsi pour tout
composé de la forme AT p lorsque les naturels n et p ne sont pas
premisys entre eux.

Les composés T4 et §TH sont toujours définis. Mais les
coOmposts P r
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878, 475 B 14 nesont en général pas définis,
P PP T
Ainsi x
_§_T4_n‘est pas défini
4 8
Remarque

Nous ne. rencontrons pas écriture “g:’ . Appellerons-nous “frac-
x
tion™ Vopérateur 3 ?
2
b 4
SBinousavons 3. : 4~ 6

dirons-nous fque la “fraction 3” donne & 4 pour image 6 ?
2

Pourrons-nous dire gue 6 est le “produit™ de 4 par la *fraction %" ?

Ce serait parler d'une opération inconnue faisant intervenir un
“nombre” inconnu !

“Par convention, nous pouvons écrire 'expression (4 X 3} : 2 sous
la forme abrégde 4 X -%, mais alors ee sigre X ™ r'est pas un signe de
multiplication.

D'autre part, nous pouvons appeler *‘produit’™ le composé, s'il
existe, de deux éléments de 2 par 7. Mais désigner cette opération
dans £ par “X* parait une grave confusion eritre une opération sur les
naturels et une operation sur les fonctions..

De toutes fagons, ’expression “produit de deux fractions™ est
généralement dépourvue de sens dans {3.

7 —On peut “agrandir’’ ’ensemble §2 par P'introduction des opérateurs
du type .

axp
pour lesguels les naturels n et p ne sont pas premiers entre eux.

Nous obtenons ainst 1w nouvel ensernhle 12 dans lequel @

a) T est une loi de composition interne ;

b) on peut introduire une relation d’équivalence J.: deux
ééments de £’ sont équivalents sl existe un naturel p tel qu’ils
donnent la méme image & tous les multiples de p. £2° est alors partagé en
classes d'égnivalence telles gue

x I _=x I =
{2, 674,978, ..
3 i
¢} la relation d’équivalence est compatible avec la loi T. Gn peut
appeler chacune de ces classes “‘opérateur’ en changeant le sens da ce

- T4H
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mot. La loi de composition de ces nouveaux “opérateurs™ est alors la
loi induite par T sur les classes. C’est une loi de composition interne
dans l’ens»:fmble £’/R , qui donne a cet ensemble une structure de
groupe abelien isomorphe a celui des rationnels strictement positifs
muni de la multiplication.

Conciusion

Il est souhaitable de ne pas utiliser le mot “*fraction’’ dans l’ensei-
gnement élémentaire, de se borner a I'étude des opératewrs n ou n, de la
composition de deux opérateurs de méme type et, dans quelques cas
précis, de la composition de deux opérateurs de types différents.



Opératcurs numériques (suite)
Rapporteurs : Janine TOUPIN et Alesin BOUVIER

Pendant et aprés l'exposé de Madame ROBERT, s'établit une
discussion générale entre les participants.

Les participants sont d’accord avec Madame Robert, pour conclure
a 'impasse de la construction présentée puisqu’elle ne permet pas de
retrouver le corps des nombres rationnels (2/3 X 3/2+# 1).

La lourdeur de cette construction la condamne du point de vue
pédagogique ; cette “pseudo-théorie”, ne reposant en outre sur aucun
fondement mathématique, apparait comme particuliérement dange-
reuse.

Dans I’étude et I'exploitation des opérateurs numérigues, certains
suggérent. d’aborder les restrictions de ces opérateurs, ces derniéres
étant définies sur une partie de N.

Le probléme du recyclage a été soulevé. Les instituteurs présents
témoignent de leur inquiétude. Tous s'accordent i trouver ridicule le
stage de six mois et jugent indispensable la formation permanente.

Les “‘recycleurs’ sont ainsi amenés a poser les questions suivantes ;

— Doit-on bloquer ce stage ?

— Faut-il donner un certain savoir ou traiter de facon prioritaire
certains sujets auxquels les recyclés sont sensibles ? par exemple, le
signe d’égalité ?

=747 —
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