La géométric
Animategr : GUINET (EN.G. Evreux)

Nous nous proposons d’étudier certaines propriétés classiques des
carrés magigues, puis certaines propriéiés géométriques moins connues,
gui ont donné lieu & des applications au C.M. 2.

Rappelons qu'un carré magique est un tableau carré de nombres
généralement naturels el gue 1a somme en ligne, colonne, diagonale, est
partout Iz méme.

On appetlera cette somme : 1a somme magique.

Si les diagonales ne sont pas maglques, on dira gue le carré est
semi-mogique.

Dans ce gui suit, nous ne conmdererons sauf indication contraire,
que les carrés magiques dont les éléments sont les termes d'une progres-
sion arithmétique.

I ~ Voici quekjues propriétés algébriques générales que nous ne
démontrerons pas, pour des raisons évidentes,

Cp est un carré magique de “cdté” n formé des termes de la suite
1,2, ...n.

Si 5, désigne la somme magique, il est clair que :

142+ ..4+0n* _nn®+1)
- n o 2

Amsi 8 =15, 5, = 34, 8§, =6

§i on ajoute un méme entier a A tous les termes d'un carré magique
Cn, le carré obtenu est encore magique.

Dans ce cas, la somme magique est : 5 = Sy + fia

& on multipltie chaque terme d'un carré magique par.un entier k,
on obtient un carré magique et la somme magique st @ S = k.8

il s’ensuit, de tout ce gqui précéda, que si Cn désigne un carré
magique doné les termes sont 1, 2, ..., n?, on obtient un carré magique
en remplacant chacun de ses termes par ceux d’une suite arithmétique
Wi Uy, U3,

Dans ce cas, la somme magigae devient ;

u; + un?
Sm.(i_LLn

Si on “ajoute” deux carrés magiques de méme oxdre, on obtient
un carré magique de somme magigue 5 + §°
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Remarque © 8i on considére I'ensemble des carrés magiques d’ordre n
consfruits sur Z, on obtient un Z-module,

Nous avons essayé au C.M.2, de faire découvrir ef surtout expli-
guer certaines des propriétés ci-dessus.
Voici un des exemples gue nous avons proposés.

. de passe sous silence les remarques des éléves gui prouvent
combien le misonnement était construit. -

Nous avons donné le tableau -

19 Nous avons supposé que la somme
magigue est 34, La croix (x) désigne le
4 15 nombre cherché en premier. Ceci a
amené, compte tenu de la somme ma-
184 {11 gique, les éléves 3 décomposer certaing
nombres en somme de deux nombres, ce
101 x qui a donné les couples :

{1,6), (2,5}, 13¢7) en colonne (4éme}
(18,3}, (16:1), (14,5), (13-6') (12,7)en dxagonaje

5 est le seul compatible ete .

It faut veiller & ce gue les éléves ne soient pas tentés de trouver les
nombres au hasard. '

Nous avons ajouté 5 4 chacun des termes du carré magigque obtenn
ot demandé la remarque s'imposant ainsi gue 1'explication.

Nous avons multiplié par 3 chacun des termes, puis ajoute les deux
tableaux.

Les remarques concernant les propriétés ci-dessus font évidem-
ment appel aux propri€tés de 'additon et de la multiplication.

I — Construction des carrés magiques

I n'existe pas de procédés simples ef généraux, seuf peut-dtre en
ce qui concerne les carés semi-magiques, pour engendrer des carrés
magiques d’ordre guelcongue.

Voici deux méthodes :

1. Méthode due i Bachet de Méziriac {écrivain des 16éme ¢t 17éme
siécles 4 qui 'on deif : Problémes plaisants et délectables gui se font
par les nombres) et valables uniquement pour les carrés d'ordre
impair.

Nous allons construire un carré d’ordre 5 {8, = 856).
On écrit la suite naturelle de 1 A 25 dans le *moule” ci-dessous i
gauche, les nombres entrant dans le cadre se trouvent placés.
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11 ? 3

23 19 15

2

Par simpie déplacement des é&léments extérieurs au cadre vers Jes |
cases vides, on obtient le carré magique ci-dessus i droite.

2. Méthode due & La Hire, mathématicien francais des 17éme et 18éme
siécles, applicable & la construction des carrés magiques d’ordre
impair ou multiple de 4.

En ce qui concerne les carrés d'erdre pair non multiples de 4, #
n’existe pas, & ma connsissance, de méthode simple.

La méthode repose sur le principe sujvant : :

Etant donné ia suite naturelle {un?} = {1, 2, .., n*} et les suites
arithmétigues :

ftvp!l = {1, 2,...,n}
sn! = {0, m, 20, ... (n—1)n}

il est évident gue chacun des termes de la suite {u,?} peut &tre obtenu
par addition d'un terme de la suite {v,} avec un terme de la suite {s,1 -

Ainsi,'on est amend 4 construire deux carrés magiques d'ordre n, je
premier étant constitué des éléments de ia suite {vg}, chague élément
étant répété n fols, le second formé de la méme maniére par les
éléments de la suite {sp|. Par “addition™ de ces deux carrés magiques,
on obtient un carré magique d’ordre n dont les termes sont ceux de la
suite ju,2 ) , & eondition qu’il 0’y ait pas de répétition.

Voici deux exemples :

a) Tarré d’owdre 4

On va construire deux carrés magiques :
le premier avec les termes de la suite {1, 2, 3, 4} et le second avec les
termes de lasuite {10, 4, 8,12},

Le carré I est contrult de la maniére sujvante ;
dans la premidre ligne, on inscrit la suwite 11, 2, 3, 47 dans n’importe
quel ordre, dans la deuxiéme ligne on écrit la suite dank Pordre inverse.
La troisiéme ligne s’obtient en permutant les deux premiers termes de la

e T35



Bulletin de 'APMEP n°285 - Septembre 1972

premiére ligne, puis les deux derniers termes. La quatriéme ligne
s’obtient en écrivant la troisiéme dans "ordree inverse,

‘Le carré 11 se construit de la mé&me fagon, mais per un balayage
vertical et non horizonial.
Le carré I1I est magique d’ordre guatre.

ali|z2}]a3 ol afizle afeful?
al2l1ia 12[ 408 1mla]t]
1[4|3f2 ajizfe|o s[w.[11]2
2]als]3 alo]aln 10|38z
1 1l I
b) Carré ¢’ordre &

Gnvacomtmkedwxmrﬁsamnrdesmitesil 2,3,4,5te
{0, 8, 10, 15, 20},

Le carré 1V est construit de la manidre suivante :

On écrit dans la premidre ligne la suite 1, 2, 3, 4, 5 dans un ordre
gqueltonqus. La seconde ligne est obienue par une permutation circu-
laire de la premiére ligne a partir du troisiéme terme. On répéte ce
procédé jusqu’a la demiére ligne.

Le carré V s’obtient de la méme facon, mais par une permutation
circulaire sur les colonnes ou bien par une permutation sur les lignes,
mais A partir du gquatriéme terme.

4isia]=2]4 10} 01 s hojs 14] 818 |22p8

afj2f1]a]s 20i1s}10; 0|5 23]z {11 ] o

1fa|s|a]z ofs pojis o 1 |opsha e

1sjajz|r |+ B0je|s po 20[131{2 | & 24

211 4|53 S pols {00 T|21 11905 |3
v 4 VI

TH — Procédé géoméirigue

Les pwprietes géométriques de certains tableaux de nombres sont
beaucoup moins connues gque les pmpnetm algéhriques, mais au moins
aussi intéressantes.

Afin de démontrer ces propriétés, nous al!ons denner un certain
nombre de définitions.
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Considérons un carré de coté n et tetbod . IER
numérotons les colonnes et les

lignes de 0 & n~1. o i hd
Ainsi, la case indiquée par une . " 4 ?:"
croix (+) a pour coordonnées »

(2,1). 5 o

Par analogie & la géométrie, nous 2§ |/ A s pul
parvierans de droite, vecteur, 1 ;:M S K4 |-
direction, etc ... olols ’;l —
Au iien de case, mms dirons

point. ot 2 P

Etant donné un vecteur ¥(3), un point A {;‘0) un naturel X
{0 € A< n—1) : nous appellerons droite passant par A I'ensemble des

N |
points (g) tels que : o0 4 xa) (mod n)

¥=(¥o + A b) {mod n})
Son vecteur directeur est il
Peux droites seront paralidles s leurs vecteurs directeurs sont
linéairement dépendants. :
Tout ensemble de droites paralléles sera appeié direction,

Plagons, dans le carré de c&té n, la suite naturelle 0, 1, ... n* —1 dans cet
ordre,
La case de coordennées (u,f) sera occupée par le nombre o + n j.
Nous allons démontrer que si n est premier, toutes les directions,
sauf deax, sont magiques.

La somme magique est évidemment
terme de la suite est zéro.

n(n® 1)

5 puisgue le premier

Pour démontrer cette propriété, nous allons utitiser le théoréme
suivant : n est un naturel premier, p est un naturel non muitiple de n.
Les restes de la divison par n des termes de la suite : 0, p, 2p, ... (n—1)p
sont dans un ordre quelconque 0, 1, 2, ...,n—1,

En effet, supposons que deux termes de la suite précédente
dormnent le méme reste dans leur division par n. Par exemple k pet k’ p.

Alorskp—k' p=0{modn) » (k—k')p~ 0 {modn).

Comme n est premier, ot p non multiplede n, k —k’ = 0 {(mod n})
ce qui est impossible.

Coroilaire 1

Les restes de la division par n de lasuite 0, ap, 2a p, ..., (n—1)a p,

{a étant un naturel non multiple de n) sont dans un ordre guelconque
0,13 ..,n1.
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. Corollgire 2

Dans les mémes hypotheses que précédemment, guel que soit e
naturel b, les restes de la division par n de la suite b, B+ ap, ...,
b+ {n—1)a p, sont dans un ordre quelconque 0, 1, 2, ... n—1.

Considérons dans un carré de ¢dté n (n. premier} la case de
coordonnées {a, 8) et une direction de vecteur i(a, b).

La droite passant par (a, f) de direction @ est I'ensemble :
(#, B) ; (a+a, B+b); (a+2a, +2b) ; .(at+pa, f+pb); . (a+(n—1)a,f+(n~1)k)
chacun des éléments étant divisé euclidiennement par 1, on obtient :
(31 by ¥ {ay b3 )5 (as.ba) ;- {ap.l._-{, bp-i-]) 3 eun 3 (an,bn} R

D’aprés le corollaire 2, chacun des aj et bj (1 < i< n) est dans un
ordre quelcongue ¢, 1, 2, .,n—1sia® Qetb+ O

La case {apb;) est occupée par le naturel 8; + n b;. Faisons la
somme, on obtient :

i=n i=n n

S f+nbd)= L a+n T by
o YU Tt TE
i=n

T oyt nb)=0+2+ .. +n-1)4En{l+ 2+ .. +n=1)

i=1 _

xn(n"-l)
2

Ce qui montre que la direction (a,b), si ab 0, est une direction
magigue.

A partir de cette propriété remarquable, on peut construire un
carré magique d'ordre n premier par un procédé géométrique.

En effet, il suffit de prendre un point et un vecteur U(§) {ab # 0)

et le vectenr "1}”(.2) {ces deux vecteurs étant de directions symétrigues
par rapport & i diagonale), et de “développer”’ le carré selon ces deux
directions et 4 partir du poini choisi.

Au niveau du CM.2, ceci Se présente comme un déplacement sur
un quadrillage infini ol le caryé de ¢6té n se reproduit indéfiniment.
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On a choisiicia=3,b=1.

Remarque : II est possible de développer le carré symétriquement pax
rapport 4 une des deux médianes qui sont magiques, le carré obteru
aura une diagonale noy magique, sauf si on fait en sorte que le cenire
du caré initial se transforme en e contre du carré final.
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Dans la figure ci-dessous la diagonule secondaire est non magique.
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