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Rubrique des problémes de 1’A.P.M.

Cette rubrique est pour le plaisir, celui qui nous fait choisir les
mathématiques 84 vingt ans, et non directement pour notre enseigne-
ment.,

Le niveau ne doit pas excéder celui des classes preparawu'es ou des
deux premidres anndes de faculté. Un eertain caractére d'originalité
dans Vénoncé est souhaité, ce gui exclut, en particulier, les applications
" immédiates de thécrémes classiques, ou les probiémes déid parus dans
d’autres revues,

8i 'auteur d'un énoneé n'est pas en mesure d’en donner la solution,
il doit accompagner son envoi du maximum d’informations ¢concernant
le probléme, afin d’aider les responsables de la rubrigue. Un astérisque
signale un probléme dont la solution n’est pas connue de ceux-ci. Le
bulletin publie les meilleures solutmns

Enoncés et solutions sur feuilles séparées et tapées 4 la machine
5.V.P. N'oubliez pas de signer. Toule correspondance concernant la
rubrique est & adresser 4 :

Gérard LEFAC
Rubrigue des problémes
LU, de Clermont

B.P. 29

83 — Aubiére

Les solutions des problémes suivanis doivent nous parvenir avani le
1.3.1973. i

Enoncé n0 22 {J. LAGRANGE, Faculté des Sciences de Reims}

Soient 1 et s deux entiers strictement positifs, rg(n) le nombre de
solutions dang ZS de 'éguation

%+ x5+t X3 =n;

autrement dit, rg{n) est le nombre de décompositions de n ent somme de
s carrés, Montrer que si n est premier 4 §, rg(1n) est divisibie par s,

Example : ry{1}= 6 car
1=12+0+08=(—12+0+0=0+12 +0=_,

Enoncé n® 23 (M. BOURDEAU — Biudiant & Sherbrooke — Québec)
Soit n un entier » 6. 8ia , a,, ..., 6 sont des entiers » 0, on pose

P(X) = ¥ xek
k=0
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n
Si P{X)} est identique 3 k}:ﬂ ay Xk, alors:
P(X)= (n—8) + 2X + X2 + X3,

Enonoé n® 24 (Communiqué par M. VIDIANI, Lycée Bertholiet,
Annecy)

Un sultant décide qu’asprés sa mort, les { femmes de son harem
seront & partager entre ses m ministres de ia fagon suivante :

Le premier ministre cholsira d’abord la plus belle femme puis ke
{1/k)iéme de ce qui restera ensuite. Dans ce qui restera ensuite une fois
que toutes les femmes du premier ministre auront été désignées, le -
deuxiéme ministre choisira les deux plus belles femmes puis prendra le
{1/k)iéme de ce qui restera ensuite. De méme le troisieme ministre
choisira dans celles qui resteront les trois plus belles femmes puis
prendra e {1/k)iéme de ce qui restera, et ainsi de suite jusqu'au dernier
ministre.

Guels sont les triplets (f, m, k} possibles 7

Enoncé n® 25 ( A, BLANCHARD — Faculté des Sciences de Marseille)

il n'est pas possible de répartir les entiers positifs en un nombre fini
de progressions arithmétigues dont 'une soit de raison strictement
supsdrieure aux raisons de toutes les autres,

Enoncé n@ 12 (1. COMTET, Faculté des Sciences d'Orsay)

Soit 8(p, k) le nombre de partitions en k classes d’un ensemble 4 p
dléments (ou nombre de Siivling de 2éme espiee : voir l'article de
M. Glaymann, A.P.M., Janvier-Février 1971 — Page B7). 8i p est
premier, montrer que p divise ies S{p, k), #i 2 € k < p~1.

Solution de J. CHONE {L..E.M. Thiers)
Raisonnons par récurrence sur k.
10) Etude ducasou k = 2.

En dénombrant de deux fagons les applications surjectives d'un
ensemble contenant p éléments dans Pensemble 38. li on obtient la
formule :

2.8(p,2)~ 2P —2
Le théoréme de Fermat permet de dire que p divise 2P — 2 .

Done, p étant un nombre premier strictement supérieur i 2, p
divise S{p, 2}.
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22) Supposons gue la proposifion soit vraie pour tout k’ compris enire
- 2 et (k—1). Montrons qu'elle est vraie pour k , (3 € k< p~1) ; posons
n=p+k

1t y a nP applications d’un ensemble Ep ayant p élémenis dans un
ensemble Ep ayant n é&éments. Mais on peut aussi dénombrer ces
applications suivant le nombre i d’'élémenis de Ky ayani au moina un
antécédent; il ¥ a S(p, i) facons de grouper en i parties non vides les
élémenisde Bpetilya ]
nm—1} ..(n —i+ 1} = {nk
facons d’envoyer ces i parties sur i éléments de En.
Dol ¢ P _
nP= % 8(p,i} (nk
=1
A partirde i = k + 1, {n); contien{ un factenr p ; donc, dans Z/pZ,
‘k
ia classe de nP est égale 4 cellede | 21' 8 (p,i) (n)4:
lw
o
nP = .21 S(p,i) (n}; daos Z/pZ.
]r.."'..

L’hypoihése de récurrence montre que ;

of = S(p,1}n + S(p, k) {n)y dans Z/pZ.

Le fait que 3{p, 1) = 1 et le théoréme de Fermst montrent que :
Sp.¥) fp+ k) (P+K—1)..(p+ 1) = 0 dans Z/pZ.

p étant premier et k < p — 1, on obtient enfin

S(p, k} = 0 dans Z/p2

c’est-d-dire que p divise S(p, k}.

Solution de P. BELLIVIER {Lorgues)

DYaprés la formule
1 k H—i o
Spr=3; .z (—)FI3dP,

on voil que :

k
Spk=in 2, —1)1‘”“’031

car, p étant prerhier, un théoréme de Fermat nous permet de dire gue
quel que soitj, jP = i (modp)

3}:{1-&:)]‘ 1;:5:“—1 0

or sgl_(—nk"j Gl xj = {Dérivée de (1t {y . =

Ponc Sp'ké O (mod p).
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Aufres solutions de : R. Cuculiere (CPR, Paris — Nonrd), J. Legrand
{Bordeeux), Mme M.Malléus {LUT. Avenue de Versaillez, Paris}),
G. Vilhosc {Nice} et V'auteur.

Quelques solutions erronées par suite d’une faute dlimpression
dans Particle de M. Glaymann. Lz solution de G. Vithosc utilize des
nombres de Stirling de 1ére espéce, dont la matrice est inverse de celle
de ceux de 2éme espéce.

Enoncé n® 14 (Gérard LETAC — LU.T. de Clermont)

Seit f une fonction continue sur les réels pomtlfs Le cdiébre
iamme de Croft affirme gue i pour tout % la suite {f(nx))n;l possede

une limite si n-oe il en est de méme pour f{x) si x + o . Peut-on dire
que si pour iout x la snite {f{nx)),,1 est monotone {ou bien bornée

supérieurement), alors la fonction f{x}) est monotone {ou bien bomée
supéricurement} sur les réels positifs ?
Solution par Georges VILHOSC (Nice)

La premiére propriété est immédiate. Du fait gue f esl continue et
que les rationnels positife sont denses dans [0, =] , il suffit de voir que
si {f{nx))y=q est une suite non decrmssante pour tout x et si P et E,

g

gont deux nombres rationnels tels que P = g alors
q

f(p)” f( ,)ﬁ f(L,) f(-g,). La seconde propriété est plus
profond&
Théoréme : f étant continue sur [0, +u] on suppose que pour tout x la

suite (f(nx})y._q est bornée supérieurement. Alors f(x) est bornée
supéricurement. .
Démonstrgiion ; Soit N un entier, on pose :

Fy= !x sHax)s Npouwrtoutn=1,2 ... g

Par hypothése Ng}' , Py = [0°] . Comme f est continue, Fy est’
fermé, et d'apres le théoreme de Baire, il existe N fel que FN{;
contienne un intervalle, disons (&, b). Or il est &vident que pour tous
entiersnet N,ona n FNC Fpy, @ qui entyaine :

ngl {na, nb) C FNO

) ab kaid .
Un petit calest montre que (“E_-;;-, v} Cngl (na, nb}, Donc f(x)< Ny si
x > ab/(b—=2), ce qui achéve la démonstration.
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Autres solutions de Pierre MAMEL (étudiant & Poltiers), Christizne
LECCIA (C.P.R. Paris} et auteur.

Enoncé n© 15 (3. LEGRAND — Faculté des Sciences de Bordeasx)

Soit n = aP + {a + 1)P o 2 est un entier positif et p un nombre
premier impair. Mongrer que si i # 9, n posséde au moins an diviseur
premier q tel que ¢ = 1 (mod 2p}. En déduire yu’ existe une infinité
de nombres premiers de la forme 2pk + 1 {avec k entier).

Solution de André WARUSFEL (Paris)
1} 8Boit q un diviseur de n, et a = 1u"«i-?ll,:;!.tiezstunentim.ﬁna
ax=1 [g] , {1+aP=(a+ 1)PaP=~aPaP=—1 [q] .

1 + o est un Slément de {Z/qZ)*, son ordre ne divise pas p, mais
divise 2p car (1 + a)2P =1 [g] . Cest donc 2 ou 2 p. 8"l est égal &
2Zp —ce qul est notamment le cas pour p= 2 -, alorz 2p divise le
cardinal g1 de Fa. dolg=2p + 1,

2} Supposons dome que cet ordre soit égal 4 2 pour tous les diviseurs
premiers de n. p est alors impair. Ona @
(I+a) =1 (q],{s+1P = (1+a) &’ =2’ {q],2+1=0 [q],
"Tout diviseur premier de n divise 28 + 1. '
3} 2a + 1 divise n, car:

n p—1

s = k —k-~1

o k—EO (a+ 1) ()P
On a facilement les congruences ;

@+1)F — (g = (P K1 —rpElz g [2a+ 1)
d’olk 2

Baaq = PP L= plar )Pt (22 + 1]

4) Notons gque n = aP + (a+1)P > a + (a+1}. Tout diviseur premier
de 5.7 1 en existe — divise n, donc 2a + 1, donc également paP™

et ;Jf,a-!»l)i’"_1 : g est néceseairement egai i p,doln~ {2a+1}gh
{h > 1}. L'entier p, divisant n, divise donc ausst 2a+i d'od a > EE_ .
Posons 2a+1 = Ap :
Ap—1P + (Ap+1)P = (2a)P + (2a+2)P = 2Pn = AP ph+1
apit+1 divise dond Uentier —3 :

2

Op-1P+ OprIF=2pt 42 T (9) AP pP 282 3 % ap?)
8='

Parsuiteh + 1< 2, eth= 1.
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5) La relation n = (2a + 1)p est impossible pour n £ 9. En effet, pour
ax»Zond:

n=aP+ (a+1)P> aP + (aP + pa) > 2(2P Ly a + pa> Bpa> (2a+l)p
Pour e = l,cequidomelk#oup#3.0nan=w9.

od le réguliat,

Conséquence : Pour tout nombre entier p, 11 existe une infinité de
nombres premiers  de la forme 2kp + 1.

Considérons en effet le produit a des nombres de ce type, s'il n'en
existe gu’un nombre fini. Le cas p=3 et a=1 est exclu, puisque
T=1 [6] . La démonstration précédente prouve Pexistence d’un
diviseur premier q = Zkp + 1 de n. Par hypothése, g divizse également a,
d’oll une coniradiciion (n=1 [al ).

Remargue : Le paragraphe 1 et la démonstration du corollaire prouvent
done, de maniére trés cowre, l'existence d’une infinité de nombres
premiers de Is forme 4K + 1 (icie = — 2a — 2).

Auires solutions de Charles AUQUES (Mathématiques, Université de
Clermont), Gilbert BLANCHARD (Marseille), Roger CUCULIERE
{C.P.R. Paris-Nord), Christian RADQUX (Libramont, Beigique) et
PPauteur,

A. WARUSFEL remarque que s on .vise seulement la dernidre
partie, 1l est plus simple de considérer n = (a + 1P — aP donl tous les
diviseurs premiers ¢ sont de la forme 2kp+ 1. Eneffet n=0 mod g
entraine 1’existence d'un entier c tel que ¢P = 1 mod g ce gui entraine
que p divise I'ordre du groupe multiplicatif (Z/gZ)*.

Enoncé no 16 (J. LAGRANGE, Faculté des Sciences de Reims).

“En utilizant seulement le premier livre d'Euclide, montrer
P'existence d’un triangle non isocédle syant deux bissectrices extérieures

Solution de R. MAILLARD, Ingpecteur Général Honoraire.
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La question posée admet une infinité de solutions. En veici une
qui me parsit simple. Les mesures des angles du triangle ABC choisi
sont respectiwement A= 1820B = 120, T = 360.

{ *4eris A pour mesure en degrés de 'angle BAC | etc...)

La bissectrice extéricure AA’ coupe la droite BC en A’ (C enm Bet A’
parce que TAA’ < ACﬁ)et iona:

TAA' = 240, ACA’ = 1440 done AA’C 120, Par suite AA' = AB

{a bissectrice extérieure BB’ coupe la droite AC en B’ (A satre B' ot C
parce que ABB' < BAC)etl'ona: :

-t B ] ———
BAB’ = 480, ABB’ = 840 donc AB’D = 4B0. Par suite BB'= AB
On en conclut AA'= BB,

Compléments :

D'une maniére génédrale, on pourrait traiter la qu.estlon par le
caleculBC = a, AC=b, AB=¢

2 —(be)t BB? = g D (el
{b—cy (a—c}

En écrivant AA™ = BB", on trouve bien sir 2 = b et une autre relation
que ’on transforme aisément en posant :

ab=% a+b=c+ 2y
et Pon frouve 3y + ey —ecx=10

AA™ = be

On deémontre alors les relations :

sm.g-wet Bin .?.?.:ami su;E
2 ¢ 2 2 2

Ceci permet d'éfablir qu'entre les distances 1A, 1B, IC du centre du
cercle inscrit auy sommets A, B, C il existe 1a relation

1C? = 1AIB
et que Pangle C est inférieur 4 600 (si C = 800 , ABC est équilatéral}.

Je ne crols pas utile de donner les démonstrations ear elles sont
faciles,
Exemples :

10} sin

% -
2 ¥

1
4

2
< , a+hb= 30

ab =
2
a ot b sont racines de l'éguation X* — % X+ % = 0.
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C_v5-1
27 4

Cin trouve facilement cos 2C = zin %d’oz‘; C = 3690 &t 'on retrouve
ke cas simple traité élémentairement.

20} sin

Autres solutions de A. MARCADRE {1.U.T, de Reims) et de auteur.

Enoneé n0 18 (G. LETAC, 11T, de Clermont)

5i § est un ensemble d’entiers relatifs, on note 5, Pensembie des
entiers de la forme s, + s + ... + g, avecs; € 8 pour tout.i= 1,2 k.
Montrer que § a au moins 2n éléments lorsque

& 1§}:‘J<;1P Spets CSq+ 1» q et n étant des entiers positifs. I
Solution de RB. LAFRAMBOISE (College de Watawata, Québec).

Lemme 1 :Soit AC Setf: A~ A
telle que s~ f{8) ESy  pour tout s de A.
Alors 1(P) {5¢) = 3¢ entraine p = n ; (#(P) = piéme jtérée de f).

Deémonstration .
0=sg—tP)sg)= (315 o) +{Tlee) =1 D) +..4 (P Vs~ e s,

Donc pa» ng et pan.

Lemme 2 : Boit G un semi-groupe de Z tel que A = 51 G soit non vide.
Alors il existe £: A ~ A tel que s—1I(s) & Sq, pour tout s de A, et
1Al n.

Démaonstration : Comme S\ G C8g41 s toutsdeS \ G s'éerit :

$ = 8 * ...t 8u4 1. Sis; € G pour tout i, s aussi. C’est impossible, donc
il existe i tel que 53 € S\ G, et on pose f(s) = s;. Le fail que {A] > n
découle alors du lemme 1.

Appliquons le lemme 2 4 G = N. 5§ posséde des éléments négatifs car
§C Sq+1 . Donc § comporte au moins n éléments négatifs. On procéde
de méme avec G = — N, et 8 comprend au moins n éléments positifs,

Concluons en remarquent que cetite bome est ia meilleure ; posons :
A={Lig+ e+ 1P, ., @+ 1 et

8= AU [A -~ (g+ 1) + 1] ; on établit faclement que S 2 les
propriéies requises.

Auire solution de 'auteur.
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