Vecteurs, glisseurs, torseurs...
ct mathématiques sociales
par P. ROUGEE (Université de Rouen}

La lecture de la fiche “Vecteurs” recue dans un récent Bulletin
m’incite 4 vous faire part de ces quelques réflexions, qui sont celles d’un
utilisateur mécanicien et portent donc essentiellement sur le para-
graphe 2 de cette fiche consacré & I'emploi des vecteurs en Mécanique.

Vecteurs

Tout d’abord, je suis heureux de "accent mis sur le couple (B, V)
d’un point P d’un espace affine 4 ‘et d'un vecteur v de P'espace vecto-
riel & associé & A, au déiriment du bipoint justement condamné, En
dehors évidemment du Mathématicien traitant des rapports enire st°
et § quel utilisaleur des espaces affines a-t-ii jamais bescin de
Vextremite B du vecteur lié, (A, AB} 7 Et va pour le terme “poin-
teur” ...

Par contre, je ne puis approuver la définition :

“Le moment en A du pointeur (P, v} est le pointeur (A, AP A ?j”

que je propose de remplacer par : * .. est le vecteur AP AV
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Ce qui n’interdit pas d'introduire le chemp des moments, dont le
graphe est Pensemble des pointeurs (M, MP AvLMe & Et au moins,
avec cette définition, la relation AP AV = Bp A v+ AB AV si souvent
utilisée exprime bien une relation enfre les moments en A et B comme
on le dit couramment,

Pour exactement les m@mes raisons, vitesse et accélération dun
point M doivent, 3 mon avis, étre définies comme étant des alaments
de & et non des pointeurs ¢’origine M.

Glissenrs

Mais je voudrais surtout parler ici des vecteurs glissants, que vous
proposez d’appeler glisseurs. Auparavant, je ne résiste pas au plaisir de
signaler la définition suivante, lue dans un ouvrage de cinématique
datant d'une dizaine d'années: “Vecteur astreint d rester sur som
support” Jimagine qulune réédition postérieure & mai 1968 aurait
donné “autorisé i se déplacer sur son support”.

{Ce que je creis 4 propos du vecteur glissant, c’est que le probléme
a son sujet n'est pas d'en trouver une bonne définition et une bonne
appellation, mais plutot de Pextirper de Pesprit des gens pour cause
d'inutilité. Voici mes raisons. :

Tout d’abord, contrairement & ce que l'on dit souvent, ce que le
physicien appelle force concentrée g ?pplxquee & un corps matériel doit
Btre schématisé par un pointewr (M, F) {foree F appliquée en M), 2t non

par un ghsseu: Méme si pour certains usages on n'utilise que le gliszeur
(D ¥), ot D est 1a droite passant par M et paralldle 3 F (c'est (presque)
le cas dans Papplication du principe fondamental de la dynamique A un
solide) il n'en va pas ainsi pour tous les usages. Par exempie ia puis-
sance de cette foree est le produit zcalaive T V(M} ol Y{M) est la
vitesse de M et non celle d’un hypothétique point de D.

De fagon plus générale, ce que le physicien appelle systéme de
forces exercées 4 un instant donné sur un corps matériel occupant a cet
instant la position T dans #& sern schématisé par une mesure F définie
sur T et & valeur dans &, généralement définie dans la pratique par sa
densité massique, volumique ou autre, ¢’est-d-dire par un champ de
vecteurs et une mesure scalaire. Les forces de pesanteur sont évidem-
ment de ce type. Cette notion devrait donc étre introduite le plus
rapidement possibie.

Or, si I'on sait ajouter {? ! ) deux forcas exercées en un méme
point, on est dépourvu devant deux forces appliguées en des points
différents. Les vecieurs glissants sont nés de Ia technique qui consiste,
dans le cas de forces coplanaires, & les faire ghisser (7 !} sur leawr
support de facon a les transformer en forces appliquées en un méme
point pour pouveir les ajouter,
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Le mathématicien comprend évidemment gu’en faisant glisser on
remplace un pointeur par un autre jugé éguivalent (4 certains points de
vue mais bien sliy pas 4 tous), done que 'on introduit une relation
d'éguivalence R, £ que ce que 'on ajoute ce ne sont pas les pointeurs
p; &t p; de départ mais leurs images f(p, } et £{p, ) par une application {
de Pensemble F des pointeurs dans un ensemble X muni d’une loi
d’addition, application { dont la resiriction & chacune des classes
déquivalence est constantie.

L'emploi de la notion de vecteur glissant consiste 4 choisir pour R
la relation “ont méme support ef méme mesure”, pour X Pensemble

deg ;icgeurs glissants, et pour f Papplication canonique de
C&XE dans.uﬂr_

Or 0 #'agit 1d d'une demi-mesure. D'une part 'ensemble des
vecteurs glissents n’a pas une structure bien agréable, et en particulier la
somme de deux vecteurs glissants ne peut étre définie que s’ils sont
caplanaires, parfois laborieusement {composition de forces paralidles) et
encore pas toujours (cf. les fameux couples).

Dautre part la voie est bonchée & toute généralisation | qu'est-ce
gu'une mesure veclorielle glissante ?

Enfin, une derniére chose me contrarie sur le plan pédagogigue, ot
ie m'excuse si elle. concerne plus le mécanicien gue }e¢ mathématicien. 1§
ne me paraft pas sain de permetire § une force, gui schématise une
action mécanique concréte en un point précis, de s"abandonner i des
glissements dangereux powr s’accoupler au hasard des renconires et
donner naissance & un &tre que je baptiserai encore force, qui aura la
méme nature mathématique, mais qui ne schématisera plus une action
mécanique précise gxercée en un point précis. C’est un peu comme si en
ajoutant les volumes de deux bouteilles j'essayais de faire croire que
jobtiens une nouvelle bouteille, plus grande, en partant des deux
premiéres, De telles pratiques préparent et justifient Pirruption
incongrue de mystérieuses forces centrifuges ou gyroscopiques au
milieu des devoirs de nos éléves,

Pour en revenir & nos forces, ¢’est-d«lire 3 nos pointours, gue nous
voulons sjouter, i faul se persuader gue ¢e gque "on ajoute en fait ce
sont leurs champs de momenis. Ef donc gue e bon choix comsiste a
prendre pour & la relation “ont méme champ de momenis™, pour X
'espace vectoriel des champs de vecteurs, et pour f ’application qui
associe & un pointeur {P, F} son champ de moments :

M— MPAT

Les classes d ‘équivalence sont toujours les vecteurs glissants, mais
perdent de leur iniérét puisque ce gqui est gjouté ce sont les moments.
Par ailleurs, ’addition est évidemment partout définie puisque f est a
valeur dans un espace vectoriel, ce qui est un gros progrés,
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Enfin la généralisation est immédiate. On rempiace Pensemble des
pointeurs, A X & , par l'ensemble des mesures F définies sur A ef 3
valeursdans & , qui contiendrs en particulier les ensembles finis de
pointenrs, on définit le champ des moments d’une telle mesure comme
&tant le champ

- [T i ansisapannate.
Tp : M€ & — Bp (M= [, MPAFP)
et l'application f sera 'application F -~ By

On vérifie éndemment 12 relation caractéristigue

B (A)= Bp(B)+ BABA vAetBes

aves
C=F(A)= [ dF(P)

qui maonire d'une psrt que ’GF est un champ affine dont Fapplication

linéaire associde est Papplication antisymétrique: U~ AT, o

d’autre part et bien &videmment que nous débouchons sur la notion de

torseur,

Torseurs

Ce qui précdde a fait comprendre que la notion de torseur
remplace avantageusement la notion de vecteur glissant, maiz ne la

prolonge pas.

La démarche qui consiste 4 introduire les torseurs comme classes
d’équivalence dans 'ensemble des systémes finis d¢ vecteurs glissants,
pour la relation ““ont méme champ de moments”, démarche qui est en
fait zmposée par tous les programmes contenant les torseurs, est donce
indéfendable. :

La notion de vecteur glissant ne ze défend que dans la memire ot
elle est jugée recevable par de jeunes éldves alors que la notion de
moment, et & fortiori de turseur, ne le serait pas. Mais dés que ces
notions sont utilisées le vecteur glissant peut et doit étre oublié.
renaitra d’ailleurs de ses cendres, comme nous le verrons, sous une
forme convenable,

Je ne crois pas pour autant qu'il faille définir les torseurs comme
classes d’équivalence dez systémes finis de pointeurs : cela nous inter-
dirait. de parler du torseur des forces de pesanteur, g sont des forces
téparties ¢t non discrétes, Ni d'ailleurs dans PPenssmble des mesures
. vectorielles ¢ cela nous interdirait de parfer du torseur des forces magné-
tiques, qui, en dehors de la- fiction des masses magnétigues, ne reléve
pas du schéma développé ivi.
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Jde ne crois pas enfin qu’il faille définir un torseur comme étant
une classe d’équivalence, et ceci pour la simple raison que I’8tre mathé-
matique qui sera utilisé par la suite ne sera jamais cette classe elle-
méme, mais presque exclugivement le champ de ses moments. Sans
compter qu’un étre mathématique défini par création et non par
caractérisation risque fort de rester auréolé d’un voile de mystére, et de
ce fait ¥éservé aux initiés. Les torseurs sont de ceux-ld. Et puis qui
définit le volume comme étant une classe d’équivatence dans Pensemble
des domainesde B ?

\ H y a longtemps que certains mécaniciens se sont libérés de la
relation d’équivalence pour définir les torseurs — {cf., parmi les
ouvrages d’enseignement récents, MECANIQUE de P. Brousse, Collec-
tion U}, — '

Je crois tocuiefois gu'un dernier pas resie 4 faire pour banaliser
totalement la notion de torseur et bien la situer dans le contexte
mathématique. Ce dernier pas consiste & prendre comme définition d'un
torseur 'éire mathématique préexistant qui le caractérise et qui est en
fait le plus utilisé 4 son propos, i savoir son champ de moments.

Nous donnons ci-dessous les étapes essentielles d’une telle fagon de
concevoir et présenter le chapitre ““Torseurs”. Il s’agit & notre avis d'un
excellent chapitre d’apptication des chapitres “Espaces vecioriels” et
“Espaces affines".

Définition :

On appelle torsear {dans l'espace affine euclidien de dimen-
gion 3 A& d’espace vectoriel associé & ) vout champ de vecteurs affine
dont Papplication linéaire associde ast antisymeétrigue.
cest-G-dire : Toule application B de A danz & telle gu'il existe
Te &, appelé vecteur de G, vérifian :

YAE 4, VBE &, E{A)= T (B)+T ABA
Commentaires :

19) Par rapport 4 la démmrche classique,ln paleur en M de T se
substitue i l’ancien moment en M. Le terme moment est réservé aux
pointeurs et autres mesures vectorielies (en mécanigque : aux forces
proprement dites).

20} Les torseurs font d’emblée partie d’un ensemble déjd connu
du lecteur et bien structuré. Les opérations classiques sur les torseurs
sont donc définies d'emblée, et il est trivial de vérifier que l'en-
semble T des forseurs est un sous-espace vectoriel de &

30) Les champs affines et les applications antisymétriques de &
dans lui-méme suront évidemment été étudiées au préalable. L’éguipro-
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jeetivité des torseurs sera reliée a Pantisymétrie de Papplication linéaire
{ef. P. Brousse)}.
Theéoréme !

Le champ des moments d’une mesure vectorielle F est un torseur
dont le vecteur est I A dF{P} Ce torseur est dit “‘associé & F", ou
*tarseur de F*.

Commentaire ;

Ce théoréme situe 'outil torseur dans la schématisation des forces
en mécanigue. On traitera évidemment ies cas particuliers ot F est un
pointeur, un ensemble fini de pointeurs, un couple de pointeurs de
Mesures opposées, ele ...

Theoréme )
Quel que zo0it A € A, 'application
F, :BET » (G, T(ANE &7
est un isomorphisme de T sw &2, L isomorphizme inverse associe &
e Elechamp B M-T (M =C+ X AAM
Notahons

[(ﬁ: 'f}’)), qui est le torseur dont le vecteur est R et dont Ia
va!eur en A est G, peut étre noté fSE]

Terminologie :
G et ‘B{A}sont les coordonnées vectorislles en A de .
Remgrque :

H sera pédapogiquement souhaitable de faire le rapprochement
avec Uapplication T qui associe 4 W€ & le triplet (u,, u;, u;) € R
de ses coordonnées dans une base B donnée, et avec la notation peu

orthodoxe mais bien pratigue, (u,) B pour désigner le vectewr dont

les coordonndes dans D sont u, , Uz, et uy. A ce sujet, ne pourrait-on
pas mettre 'accent sur ["aspeet opératoire d'une base &'un espace .
vectoriel ?

Conséquences (entre auires}
103 T est de dimension §

20} }Ll 'B; + A; Gy = A; %1 + hg %2
R, ", 2R
30} A, [ ] + A; [ ] = [R‘E' h:ﬁ:]
GJla G.la 3,6, +xG0A

40} B = [%)]A vhet A
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Théoréme :

Les champs constanis sont des torseurs dont le vecteur est nul, et
réciproquement. De tels torseurs sont appelés couples. L'ensemble C
des couples est identique & T4 ( (Tt x &) guel gque soit A. Clest
done un sous-espace vectoriel de T de dimension 3.

Exemple ;: Torseur associé & un couple de peinteurs de mesures
opposées.
Théoréme :

Si un tomeur B est nul en un point A il est nul en tout point M
de la droite D passant par A et paralléle & T. Lorsgu’it en est ainsi
T est le torseur associé @ tout pointeur (M, G ) de mesure T et de

support D. Un tel torseur est appele glisseur (de sapport D et de
vecteur B }.

Remarque :

1t s'agit évidemment de la renaissance annoncée du vecteur
glissant sous une forme utilisable cette fois,
Théoréme :

L’ensemble des glisseurs dont le support pssse par A donné est

identique 4 T4 ( & X {0} ). Cest done un sous-espace de dimension 3
de T, supplémentaire de 'ensemble des couples.

Consdquence .
Décomposition unique d’un torseur G en somme d’un plisseur
dont le support passe par A donng et d'un couple ;

g i}
-8 + |9,
© [O]A [ﬁ(A)]A
Théoréme :

Boit (A, 8, €3, @3 } un repere de .. L’ensemble des six torseurs

[51’] ["6']
- —- ,-: ‘2, E]
Tla‘iala i=1,2.8

constitue une basede T,
(La recherche des éléments centraux --axe central, efc ... — ne
reléve pas de ’algébre lindaire}.

... Bt Mathématiques Sociaies

En guise de conclusion, j'aimerais dire gquelques mots sur les
problémes pédagogico - mathématiques de Penscignement de la méca-
nique et de la physique, et sur certaines résonances que i’y vois.
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1} me faut d’abord dire combien en tant gu’utilissteur mécanicien
j& suis convaincu de l'efficacité tant pédagogique que scientifique des
outils mathématigues modernes. Clest une évidence, tout comme Uast Ia
nécessité de la réforme de Uenseignement des mathématiques et de
I*adaptation a cette réforme des enseignements de la mécanigue et de la
physique. Bt cette derniére nécessité est aussi, 3 mon avis, une aubaine
pour ces disciplines.

Cela étant dit, il me semble toutefois que les choses iraient peut-
&tre un peu mieux si les mathématiciens se départissaient un peu d’une
attitude souvent trop triomphaliste. La borme conscience est souvent
dangereuse pour soi et agacanie pour fes autres. D’autani que tout n’est
pas toujours blanc ou. noir comme nous allons le voir sur deux
exemples. - )

Le premier aura treit aux différentielles. 8i pour un physicien elles
sont toujours petites, c'est peut-dire bien parce que c'est "aspect
d’application linéaire tangente qui leur est le plus utile. Et cet aspect est
tout a fait respeciable et se révéle bien utile pour ia généralisation de la
netion de dérivée en analyze fonctionnelle.

Puisque cette facon de voir les choses est particuliérement uiile,
elle devrait 8tre sinon prioritaire du moing mise en valeur dans exposé
mathémsatique. 11 ne ¢'agit pas pour l¢ mathématicien de contredire le
physicien mais d'expliquer pourguei dx est petit en physique ; et aucun
cours sur les différentielles ne devrait 8tre fait sans application au calewd
d’erreur,

L.a réalité est parfois toute autre, et je crains fort gue souvent dx
n’appartienne d’autant plus a4 R tout entier dans le cours de mathéma-
tigues gu’il est plus petit en physique.

Le second exemple conceme les vectewrs polaires et axiaux
gu'utilisent parfois physiciens et mécaniciens. Les premiers sont réputés
normaux par opposition aux seconds gui ont la répufation de changer
de sens quand on change Porientation de P'sspace ! Voila un comporte-
meént qui, je Pespére, deviendra avec la véforme de moins #n moins
compréhensible a un dléve normalement constitué.

Cr il s'agit d'une dialectique qui a fait ses preuves, gui se révéle
utile au physicien, ¢t qui a une logique interne tout & fait rigoureuse.
Elle cache donc sous le projet subjectif prété aux vecteurs de changer
ou non de sens, une siructure mathématique précise qu’il incombe au
mathématicien d’analyser et d’expliquer, et en tout premier lieu 4 ses -
éléves 4 propos de leur cours de physique si le besoin s’en fait sentir.

Si pour ce faire il cherche aide et consulte les fiches de la
Commission du dictionnaire de I'A.P.M.E.P. il trouvera ceci ;

“Vecteur polaire” : vecteur qui peut-étre défini indépendamment
de {'orientation de 1'espace. §'oppose a4 vecteur axial.
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“Vecteur axial”  parfois employé pour désigner un vecteur gqui ne
peut étre défini sans que Vorientation de espace s30it connue ; te] est le
cas des produits vectoriels, moments, rotationnels, etc ..

Ce qui lui apprendrd que méme an temple de la bonne mathéma-
tigue, ol certes la nature n'a plus horreur du vide, les vecteurs craignent
quand méme encore un peu la solitude (1). ’

On préne aujourd hui 4 juste titre la mathématisation du réel ot les
mathématiques vivantes. Mais n'est-ce pas en définitive ce qu'ont
towjours fait physiciens et mécaniciens ? Que les outils mathématiques
gu’ils forgent scient parfois douteux ou inachevés, qu'ils utdisent mal
ou sans les précautions nécessaires des outils mathématiques classiques,
cela arrive. Mais en définitive ils font leur part dans la néeegsaire division
du travail et il appariient au mathématicien de faire la sienne. Le
physicien se sert d’cutils mathématiques; son objet n'est pas ia
réflexion sur ces outils. C'est au contraire le role du mathématicien de.
détinir, améliorer, compléter et propager les outils mathématigques.

Et il le fait certes, mais en perdant souvent la notion d’outil, pour
se laisser aller i l'ivresse immatérielie des mathématiques pures. Sur le
" plan de la recherche d'abord ot méme si une théorie 4 une origine -
physique, elle est tellement désincarnée, généralisée, elle a tellement
perdu toute référence i son origine physique qu'elle est totalement
ésotérique pour le physicien.

8Sur le plan de Penseignement ensuite, ol le mathématicien batit
son monde bien psarfait et aseptique, sans référence au concret. H ne lui
viendmit pas a 'idée de traiter 'optique géométrique comme Diusira-
tion e la théorie des matrices en double du cours de physigue, ni rien
de oo genre.

Cela serait pourtant auossi de la mathématisation du réel.

On me dira & jusie titre que je fais 13 le procés de la situation
ancienne, et que la réforme va changer tout cela. Je n'en suis pas du
tout convaincu, méme si je le souhaite. Car enfin, il faut se rendre
compte gque nous sommes 13 en plein dans la dialectique du faire ef du
parler, de 'aciion et du discours, de Ia technique ¢t de la culture, du
manuel et de Pintellectuel, de 'utilitaire et du gratuit, du iravail et du
jeu, etc ...

Et il esi trés important de remarquer que les mathématiques
modernes ¢’est aussi le passage de la Science mathématique du premier
pile de cette dialectigue au second. C'est son accession enfin reconnue
su rang de coiture noble A part entiére, avec toute la signification
socigle gue cela sous-entend. Dars fes bonnes familles le fort en maths ne
fera plus de complexe devant le fort en philo ; i lui pm‘tera meme
plutét ombrage !

- GFZ
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Et cela est bel et bon. (est la reconnaissance d'un fait indéniable, -
I faut s’en réjouir.
Mais on peut aussi s'en inguidter.

D’sbord psrce que noblesse oblige, Quand on est habile de ses
mains et hien né on devient sculpteur ou violoniste mais pas soudeur 4
larc. Cela explique peut-étre la volonté actuelle de qualifier de jeu
Pactivité mathématique, ainsi que le désintérét des mathématiciens
devant les problémes mathématico-pédagogiques des physiciens ou
mecaniciens : force, travail, énergie, cela sent la sueur devant jeu et
créativité,

Ensuite, #f cela est beaucoup plus grave, parce que la culture attire
la cuiture comme Pargent attire argent.

Privilégier {ou tout au moins lui rendre son rang) l'aspect culturel
des mathématiques sur leur aspect technique, le ¢6ié jeu intellectuel sur
le cHté utilitaire,le discours sur ’action, la compréhension de la numéra.
tion sur la pratigue des quatre opérations, la dérivabilité sur le caloul
des dérivées, c’est parfait. Il faut le faire, cela éléve 1'me et rend de
surcroit la fechnigue plus sire.

- Mais on peut se demander si le faire trop, ou trop tOt, ce n'est pas
provoquer un phénoméne de résonance chez les éléves bénéficiant d’un
privilege culturel de par lsur origine sociale, ef donc les valoriser devant
ceux gui, moins préparés 8 1'abstraction, moins rompus au maniement
d'unt langage mais au contraire plus socialement motivés par le manie-
ment dhun outél, avraient, sux, besoin de pratiquer plus longuement la
tachnigue pour & travers elle et par elle, et lentement, accéder 4 autre
chose.

8'il en était ainsi, les mathématiques participeraient alors a part
entidére cette fois, et beaucoup plus quanparavant, aux cOlés de Ia
littérature et du latin, au phénomeéne de centrifugation ou de distilla-
tion fractionnée sur critéres sociaux bien connu dans notre enseigne-
ment secondaire.

On verrait alors se développer un enseignement de belles mathéma-
tiques pour la formation d'une élite, d'autant plus belles gu’elles se
suffiraient & olles-mémes et éviternient foute compromission, et un
enseignement de mathématiques uiilitaires pour physiciens, enseigne-
ment technique et besogneux divers.

(%) On surs bemicoup plus de witisfaction sur le sujet en consulmnt e Bulletin de "Union des
Phusiciens de mai 1972, dont on ne pewt o’silleun qre consailles la lecture A 1ous les mathémas.
titient pout te mEjonith de e articias, § propns desquels e dislogus peut s'Stabiic de fagon tris
fTUCHIB IS
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