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Rubrique des problémes de 1’A.P.M.
par G. LETAC

Cette rubrique est pour le plaisir, celui qui nous fait choisir les
mathématiques 4 vingt ans, et non directement pour notre enseigne-
ment.

Le niveau ne doit pas excéder celui des classes préparatoires ou des
deux premiéres années de faculté. Un certain caractére d’originalité
dans I’'énoncé est souhaité, ce qui exclut, en particulier, les applications
immédiates de théorémes classiques, ou les problémes déja parus dans
d’autres revues.

Si Pauteur d'un énoncé n’est pas en mesure d’en donner la
solution, il doit accompagner son envoi du maximum d'informations
concernant le probléme, afin d’aider les responsables de la rubrique. Un
astérisque signale un probléme dont la solution n’est pas connue de
ceux-ci. Le Bulletin publie les meilleurs solutions.

Enoncés et solutions sur feuilles séparées et tapées i la machine
S.V.P. N'oubliez pas de signer. Toute correspondance concernant la
rubrique est A adresser a :

Gérard LETAC
Rubrique des problémes
[.UL.T. de Clermont
B.P.29
69 — AUBIERE

ENONCES

Les solutions des problémes suivants doivent nous parvenir avant
le 1.7.1972.

* Enoncé n? 19 (P. Jullien, Faculté des Sciences de Grenaoble)

Dans le plan euclidien, appelons forét un certain disque fermé de
diamétre unité et ardres certains points de la forét. Appelons route de
largeur h la partie ouverte du plan comprise enire deux droites paral-
léles a distance h appelées bords de la route (les points des bords
n'appartiennent pas i la route).

Disons qu'une route treverse la forét lorsque chacun de ses bords
a, avec la forét, une intersection non vide,

Probléme : Sachant qu’il ¥y a 100 arbres dans la forét, quelle est la
largeur maximum m, telle qu’on puisse affirmer qu’il existe une route
de largeur m, qui traverse la forét et qui ne contient aucun arbre.
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Eroncé n9 20 (M. Dupzac, Ecole normzle de Limoges)
Demontrer que tout entier positif divise une puissance de 10 ou
une différence non nulle de deux puissances de 1.

Enoncé n0 21 {J. Gayheader, Nantucket College)

Réesoudre, en nombres rationnels positils, les équations ;
wW=y% et x¥=xy

SOLUTIONS

Enoncé n? # (P, Jullien, Faculté des Sciences de Grenoble)

Les 52 cartes d’un jeu sont réparties en 13 tas de 4 cartes. Montrer
qu'il est possible ¢'extraire une carte de chague tas, de maniére a
obtenir 18 cartes de hauteurs différentes.

Solution : {Christine Blanchard, Facuité des Sciences de Marseille)

(e probléme est un cas particulier du lemme des mariages, qui
répond a la question suivante : {rouver une condition pour que, étant
donné un ensemble fini E, un ensemble F, ef une application { de E
dans P (F}, il existe une appiication injective ¢ de E dans F telle que,
pour tout x dans E, o{x) € f(x) (pour comprendre e nom du lemme,
prendre pour E un ensemble de gargons, pour F un ensemble de filles,
pour f{x) Vensemble des filles de F qui plaisent au gargon x ; le pro-
biéme est de marier chaque garcon & une fille qui fui plait. On ne s
goucie pas du goiit des filles, naturellement ! ). La réponse fournie par
le lomme est que, 1a condition, évidemment nécessaire, que, quelle que
soit la partie A de E, le cardinal de A soit inférieur au cardinal de
. Af(x} est aussi suffisante.

Ce lemme réscut le probléme 9 : prendre pour E 'ensemble des 13
hauteurs de cartes, par F 'ensemble des 13 paquets de 4 cartes consi-
dérés, pour f Dapplication de E dans P(F) telle que I'image d’une
hauteur soit Pensemble des paquets oll cette hauteur est représentée. It
est évident qu’d chagque ensemble de hauteurs correspond ainsi un
ensembie de paguels ayant, au moins, le méme cardinal. Les nombres
13 et 4 ne jouent aucun rdle fondamental, et powrraient étre remplacés
par des entiers guelcongues : par exempie, étant donné une matrice
{ay) %§1§ W, et une disposition quelconque des §léments aj en un
tableau réctanguiaire m X n, on peut choigir dans ce tableau un ferme
dang chaque ligne, dec fagon que toutes les Hgnes de la matrice initiale
soient reprégentées. :

Indiquons pour finir une démonstraiion du lemme des mariages
par récurrence sur Card E :

Soit P(n) la propriétd ; quels que 2oient 1'ensemble de cardinal n, et
I'application f de E dans 'ansemble des parties d’un ensembie F telle
que, pour toute partie A de K, Card A « Card ( X.':EJ Af{x}},i} existe une
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application injective ¢ de E dans F telle que, pour tout x dans E,
¥ (x) € 1(x). P(2) est immédiate,

Supposons P{g) vraie pour g n~1, et soit E de cardinal n,
n> 1. Soit { une application de E dans 'ensemble des parties d'un
ensemble F, telle que, pour toute partie A de E,

Card A< Card (U f(x))
XEA

Boit xy un élément guelconque de E. 81 exiate un yq de f{x,) tel
que
Cord A< Card (| v H(x)—{yo})
XEA
pour foute partie A de E —J x,}, alors nous possrons {xp) = ¥, ot
achéverons de construire ¢ en apphquant Phypothése de récurrence a
E=E—Ix,}, F=¥—{y,l e i l’application  de E dans P(F), telle
gue f(x) = f(x) ~{yo} (pour toute partie Bde ¥, on pose
B — lyyl= Bsiy, & B, et Cglyyl siyy € B).
Monironza par 'absurde 'existence d’un tel y,. Supposons que, pour
tout y dans £{x,), il existe une partie A, de E — {xgt telle que
Card Ay > Card ( U f(x)— (¥t}
xEA
Comme on gait que Card Ayé; Card {xf:A f{x}}, on en deéduit gque
4
€ v fix}, et que
LA Ay (x), et g
Card Ay = Card ( f{x))

pour tout y dans f{x,}. L’ensemble A = Ay est inclus dans

f(xob
E— {35!, done de cardinal an plus n— 1 et on peut appliquer
I'hypothése de récurrence & A, F, et la restriction de £ 4 A. 1] existe
done une application injective ¢ de A dans F {elle que, pour tout x
dans A, (x) € {(x). La restriction de ¥ 4 Ay est & valeummxé-’Ayf(x),
et lgalité ci-dessus, enfre cardinaux, margue gue c'est une bijection de

, Ay surxe‘-;‘y f{x). L 'applcation ¥ est done surjective sur xg A f(x), et
ona:
Card A» Card{ U £(x)).
XEA

Mzis nous avons vu gue tout y de f{x,) appartient & xg A fix}, donc
Y

Y f{x}. Par conséguent
<€ A {x}. Par conséquent,

U flx)= U f
XEA )= FEAU {x 0,(]}‘)
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etona:
Card (AU {55} )=Card A+ 1> Card{ Y f{x)}
XEAU X
contrairement é I’hypothése.

Soiution de lauteur : Ce qui importe ast qu'il ¥ a, dans un jeu de
52 cartes, 13 hauteurs comprenant 4 cartes chacune. Plus généralement,
nous appelons jew (n,p) un ensemble de n X p cartes contenant n
hauteurs, disjointes deux i deux e comprenant p cartes chacune. Une
disiribution est une partition du jeu en n tos comprenant p cartes
chacun. Relativement & une distribution, une couche est une partie du
jeu comprenant n cartes, dont deux quelconques distinetes n’appartien-
netit ni 4 la méme hauteur, ni au méme fas.

Dans ce langage, i1 s'agit de prouver qu’a toute distribution d'un
jeu (18,4} on peut assocter une ecouche. Pour cela nous allons
deéemontrer, qu'd foute distribution d'un jeu (np} #d est possible
d’associer p couches disfointes deux d deux. Ce gui impligque évidem-
ment Pexactitude de Pénoncé proposeé.

Preuve ; Clest immédiat pour les jeux (n,1) et les jeux (1,p).
Supposons que ce soit vrai pour les jeux {n — 1,p) et les jeux (n,p— 1}
et déduisons que c'est vrai pour un jeu (n,p). Soit J un jeu (n,p) et
D uvne distribution de J. Prenons arbitrairement une carte ¢ dans un fas
T et soit ¥ la hauteur de ¢. Marquons pour les distinguer les eartes de
T et échangeons-les provisoirement avec les cartes de H—T. Ainsi
nous obtenons une distribution 9 de J-H, gui est un feu {(h~1,p). Par
hypothége de récurrence, il est possible d’associer 3 9, p couches
disjointes deux & deux. Dans J—H il y a au plus (p—1) cartes merquées,
donc une au moins des couches obtenues ne eontient aucune carie
marquée. Soit C une telle couche, L’ensemble C' U ic} est alors uns
couche C associée 4 D . Revenons 4 la situation initiale en remettant les
cartes échangées & leurs places de départ et supprimons la couche €.
Nous obtenons ane distribution 9y de 4—0C, qui est un jeu {n,p—1). Par
hypothése de récurrence, il est possible dassocier & D" (p—1} couches
disjointes deux a4 deux, gui avec C forment p couches disjointes, deux &
deux associéesa D.

Autres solutions de: J. Barbotte (Montpellier) — J. Boutilion
{1.P.E.8,, le Bourget) et L. S8emnah (Spéciales A’, Bordeaux).

Enoneé n© 11 (R. Prudhomine, Faculté des Sciences de Lilte)

Scgient x, = 1, X3, ..., X;, 188 racines pﬁnﬁ de Iunité {p premier > 2} et
f{x} un polynome & coetficients entiers. Montrer gue f(x, ) ... f{xp}= 1
mod p si r{1)_$ omod p.
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Solution de Vauteur -

19/ Drune facon générale, considérons des variables formelies X, |, X,,
e, Xp et soient 8, 8;, ..., 8p les fonctions symétriques élémentaires
des variables formetles X;.

Ona (X, ) (X;) .. KXp) = g(8,8;,....8p} (1)
olt g est un polynome & p variables i coefficients entiers, car le premier

membre est un polynome symétrique des variables X 2 coefficients
entiers.

20} Particularisons les X : supposons que les Xj sont les selutions de
XP-1=0.
DOHGX| =Xy = 1 ,x: = Xa 4 erey XP: xp »
S =Exi= 0,5, =0, ...8;, 1= 0,8,= Oxj=1(8,vaut 1 car
p est impair) et (1) 5’écrit ¢ P Sp Sp
o ) 1x3) - 1xp) = (0, 0, -, 0, 1) (2)

394 Particuiarisoné les Xj : supposons que les Xj sont des solutions de
X-—-1)"=0,
Donc X, = X, ﬁ...=xpx1 et
8 =p, 5 =Cgp,.. . SPwlﬂp,SpWI
et (1)s%éerit :
()= gp, Ch -, 0 1) (B}
Or cgao mod p st 0 < k < p puisque p est premier. Puisque g est
a coefficients entiers,on & : '
gp ,%, P =0, 0,.., 0,1 modp.
En comparant (2} et {3) on cbtjent :
£°(1) = £(1} £ 4Rz ) ... F(Xp).
Comme #{1) ¥+ o mod p et que £* {1} = 1 mod p d’aprés le
thdoréme de Fermat, on a le résultat,

Autres solutions de: Christiane Blanchard, Claude Broca (Nice),
R. Guitlotin, L. Semah.

Claude Broca généralise 1’énoncé 2 £(x4) ... f(xq) £ (1) mod p, ol
1, %, ~Xq sont les racines qi2Mes de 'unité et ¢ est une puissance de p.
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