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A propos des nouveaux programmes
dec mathématiques
Daniel LEHMANN (Lille)

Les anciens programmes, commentaires ef manuels de mathémas-
tiques, en ler cyele, ne nous satisfaisaient pas ; nos avis sur les nou-
veaux gont partagés. Conscients cependant du désarroi de beaucoup de
maitres, gui ont & enseigner ces programmes, qu'ils les aient assimilés cu
non, qu’ils les apprécient ou non, nous nous sommes interrogés sur la
meilleure fagon de les aider. Il nous a semblé que les recettes de détail
qué nous powrrions conseiller sur telle ou telle rubrique se rattachaient
finnlement & queigues principes trés généraux et (rés simples, et qu'il
serait probablement plus profitable d’énoncer ces principes (quitte 3
voir comment les appliquer sur guelques exemples), phitdt que de
rédiger des contre<commentsaires {rop techniques ef gui risqueraient au
surplus de laisser aussi peu d’initiative aux maitres gue les commen-
taires officieis. Nous scuhaiterions au contraire, qu'a Paide de ces
quelques principes, les maitres puissent se forger eux-mémes une
opinion sur les différentes fzgons d’aborder telle cu telle rubrigue du
programme, sur Uimportance relative de ces rubriques et le choix de
celles sur lesquelles il faut éventuellement passer plus rapidement, sur la
valeur enfin de tel ou tel muanuel,

I Le premier principe i respecter, les maitres Ie connaissent aussi
bien que nous : ¢’est de faire en sorte que le pius grand nombre possible
d’éléves puissent suivre jusgu’d 1a fin de Pannde, §l ne serait pas
“normal” en effet, qu’il r'y en ait qu’un gquart ou un tiers. L'appli-
cation de ce principe implique, bien entendu, un rythme de progression
suffisamment lent ; el ceci risgque de paraitre contradictoire avec la
nécessité.de terminer le programme.

Il n’est pas absclument certain qu’il en soit ainsi, si ’on sen tient 4
la Jettre du programme (qui a seul valeur réglementaire), en négligeant
un certain nombre des “broderies’’ suggérées par les commentaires, et
qui n'ont rien d’obligatoire.

En ce qui concerne par exemple la géomeétrie plane de quatriéme,
le programme n'oblige pas i démontrer tous les resultats autres que
ceux admis en axiomes : on peut parfaitement en admettre certains (ce
gui n'a rien de malhonnéte, pourvu qu'on le dise clairement}, et
d’atlleurs le nombre des théorémes qui figurent explicitement an pro-
gramme est des plus réduits. Quant 3 faire comprendre pratiguement
aux &léves ce que sont des droites paralléles, une projection, une symsé-
trie cenirale, un parailélogramme propre ou aplati, ..., il n’ast pas besoin
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pour ceia de longs discours ni d’échafaudages axiomatiques. Nous discu-
terons phus loin de 'epportunité de cette axiomatigue, ainsi que de la
fagon de choisir entre los résultats gue "on démontre et ceux que Pen
admet. Mais indépendamment des critéres d’ordre scientifique et péda-
gogique que nous dennerons alors, il va de sof que le temps global dont
dispose le maitre est 'un des premiers facteurs qu'il doit prendre en
congidération.

£ malgré tout, le programme — méme réduit au striet minimum —
s'avérait quand méme trop long pour &tre terming, & moins de licher en
cours de route une proportion importante d’éléves, i fandrait alors ne
pas le terminer. L'argument qui consiste a faire eroire qu'il est indispen-
sable de terminer le programme pour que les éléves puissent suivre dans
la classe ultérieure est faux pour plusieurs raisons :
- danz bien des cas, le professetiy de la classe ulérieurs powrra re-

prendre les points non étudiés ;

- gliminer froidement 60 & 80% des éléves n’est eertainement pas une
solution démocratique, surtout quand on sait que ces éléves auraient
pu suivre dans d'autres conditions.

Si les programmes sont trop longs ou mal cosncus, ce n'est pas ia
faute des maftres. On voudrait les pousser i pratiquer une sélection.
outranciére en leur faisant croire qu'ils seront responsables de 1"échec
ultérieur de leurs éléves s'ils ne la font pas. C’est un véritable chantage,
auguel les professeurs ne se laisseront pas prendre, car iis sont trop
consciencieux pour oublier qu’ils sont au service de toute letr classe, &t
non d'une petite élite privilégide,

[T Le second principe, dont découleront presque tous les suivants,
c’est que Pessentiel de Pactivité mathématique consiste i poser,
chercher, résoudre des problémes, é démonitrer des théorémes, et non
pas & introduire ex nihilo une foule de notions irés génédrales et de
définitions dont on n’a pas le temps de se servir ou 3 se réfugier dans la
rigueur formelle dont on ferait une fin en soi. L.’idéal serait méme de
n'introduire les différentes rubrigques du programme qu'ia propos de
problémes précis. En fait cela présente parfois une certaine diffienld : il
anrait fzllu en effet gue ces programunes soient consbruiis 3 partir de
problémes, gque les différentes rubriques apparsisseni comme outils
permettant de mieux résoudre ees problémes ; or les programmes n’ond
visiblement pas ét¢ congus dans cet esprit.

Les théorémes ou problémes qui y figurent expliciternent sont en
nombre fort réduit. En ce gui concerne ia géométrie de quatriéme par
exemple, H est tout juste fait allusion au théoréme sur ies médianes d’un
triangle, ainsi qu*a quelques exercices {sans précision} de calcul barycen-
{rique et vectoriel, et puis c’est foui : tout le reste n’est que définition
et notions trés générales, dont on risque de ne pas se servir dans des
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problémes sérieux. 11 faut évidemment v remédier chaque fois gue c'est
possible. C'est en particulisr ce 3 quoi s’emploient Glaeser ol son équipe
i I'LR.E.M. de Strashourg, en essayant de réinventer une problématique
adapiée aux nouveaux programmes : c’est un travail fort utile, mais
c'est un travail acrobatique, puisque c'est e contraire quil aurait fallu
faire ! Parfois le programme y préte mieux : par exemple, pour
intraduire les suites décimales ilimitées, il est possible de ne le faire
qu's propos de la recherche de Pinverse ou de la racine carrée.

Encore faut-il faire sttention & ne pas laisser croire qu'on ne
construit les nombres réels, qu'i la sewls fin de pouvoir définir
4=0838..8..;il y a une difficulté inhérente  la fagon méme dont
st congu le programme, qui infroduit le concept de nombre réel &
P'aside de la notation décimale, alors gu’en fait ces deux notions sont
Strangéres et correspondent a deux types de difficultés différents : il
peut donc &tre utile d’introduire aussi un exemple de nombre irration-
nel, par exempie /2 [démonirer que ce nombre est irrationnel est un
probiéme facile, faisable en 48me, si Pon veui bien anticiper sur les
fractions que les éléves ne reverront qu'en 3éme, mais qu'ils
connaissent quand méme dés enseignement élémentaire : cf.
appendice].

III  Le 3éme principe, conséquence immédiate du second, c'est de ne
pus ramener les mathémetigues g des gquestions de vocabulzire : ce serait
drautant pius une escroquerie gue le vocabulaire serait plus ésotérique.
Une terminoiogie, gu’elle soift moderne ou non, ne doit étre introduite
gue pour répondre 4 des desoins & éviter une possible confusion, mieux
formuler un énoncé ou un raisonnement. Sinon elle est nuisible : elle
encombre Pesprit, et transforme les mathématiques en un eaialogue
phédant et dogmatique. Il serait par exemple absurde d’obliger les éléves
4 parler *du cardinal de Pensemble des ceufs” au liew du “nombre
d’oeufs contenus dans un panier”, *de la définition d’un ensemble en
extension™ au lieu de “ja donnée de la liste des élémentz de cet
ensemble”.

Non seulement il serait sbsurde d'obliger les éléves & utiliser
pareille terminologie, mais il est inutile de Pemployer, ot méme de
Yintroduire, car elle est uniquement pédante et n’apporie strictement
rien en ce qui concerne la précision du langage. La ferminclogie
“cardinal d’un ensemble™, par exemple, ne prend de Fintérét que pour
les ensembles infinis ; pour les ensembies finis, elle se confond avec celle
- plus classique et parfaitement claire — de “nombres ¢’¢léments”. La
notion de “liste” des éléments d’un ensemble ne préte pas & confusion,
et la terminologie des “ensembles définis en extension” ne s'oppose
méme pas a celle “‘d’ensemble défimi en compréhension’ (¢’est-a-dire
d’ensemble dont les éléments sont définis par une “propriété caractéris-
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tique™}, car la propriété d’appartenir 4 Pensemble ou i la liste des
sléments de lensemble, mérite certainement 1'épithéte de “‘caractéris-
tiue”. DIailleurs cette terminologie est en fait fort imprécise, tant
qu’on ne sait pas ce qu’est une “‘proprieté”, Dans la pratique, on peut
parfaitement définir un ensemble, tantdt en se donnant Ia liste de ses
éléments, et tantdt en se donnant une *propriété caractéristique”, sans
pour ¢ela introduire une terminalogie dont les commentaires disent, a
juste titre, “‘qu’elle reléve davantage du langage philosophique gue
mathématique™,

Trop de maiires interprétent eticore les nouveaux programmes
comme constituant de nouvelles régles substituées zux anciennes et
nous parlent en fermes de droit ou de devoir ; “A-t-on ledroitde ., 27
“Comment doit-on noter ... ? ™. Notre réponse est la suivante : ils ont
tous les droits, pourvu gu’ils posent clairement leurs définitions et leurs
notations et qu'ils raisonnent ensuite correctement. Le souct de standar-
diser les notations et les définitions, sl justifié soit-il, ne doit pas
aboutir :

—d'une part a faire perdre complétement de vue le cdté conven-
tionnel de ces notations et définitions et & donner des mathématigues
une image figbe ot dogmautique (“c’est comme ¢a et ¢a ne se discute
pas”);

— d'autre part & ramener les mathématiques & des gquestions de
vocabulaire, & des listes de définitions b de régles, bref 3 une sorte de
caléchisme ol seraieni oubliées la recherche de problémes, la décou-
verte de situstions, la démonstration de théorémes. II est d'ailleurs
scuvent rapide de rappeier ses définitions et conventions, ce qui permet
d'gtre compris aussi bien par ceux qui utilisent d’autres conventions que
par ceux qui les avaient oublibes ! les mathématiques ne consistent pas 4
apprendre par coeur des définitions, mais a raisonner,

Dans le méme esprit, il importe d’'éviter toute inflation de termino-
logie - le nombre des définitions de langage ensembliste utiles en
mathématique est extrémement réduit, et —le cas échéant — il sera
toujours temps d'introduire une définition supplémentaire guand on en
aura besgin (en supposant qu'on en ait effeciivement besoin, car
souvent ce n’est pas le cag). Il n'est pas plus long dans la pratique, par
exemple, de parler d’application définie sur tel sous-engemble de E, ou
d’application de E dans lui-méme, gue de vouloir introduire la termino-
logie des “fonctions” et des “opérateurs”. On peut parfaitement faire
remarquer i des éléves de 4éme que la table de Pythagore d’un groupe
(fini pour simplifier} posséde la propriété que tout élément figure une
fois et une seule dans chaque ligne €t dans chaque colonne, et que Ja
réciproque est fausse, sans pour cela leur faire refenir ni méme
apprendre ce qu’est un “‘carré latin”. Dessiner au tableau des *“diagram-
mes de¢ Venn” ne signifie pas qu’il faille definir {on en serait bien
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incapable} ou simplement utiliser cette expression : cela ne servirait 3
rien. De méme, si Pon veut faire compléter & des éléves des schémas
sagittaux ou cartésiens, mieux vaut répéter i chague fois des consignes
précises, plutdt que de prétendre lenr définir ce que sont ces schémas et
le leur faire apprendre: le vocabulaire ésotérique risquerait de
provoguer un blocage, et 'on pourrait croire gu'un éléve n'est pas
capsble de compléter un tel diagramme quand il n’aurait simplement
pas compris la définition des mots employés. Les notions de “réfle-
xivité”, “symétrie”, “antisyméirie”, ‘“transitivité” ne doivent pas étre
enseignées in abstracto, mais seulement au moment de définir avec
précision les relations d'ordre et les relations d&’équivalence {en
cingquidme) ; de méme les mots “associativité”, “commutativité”,
“alément neutre”, “inverse” ne doivent étre introduits que pour
formuler ce qu'est un groupe, et & ce moment-l& seulement {en
quatriéme). La notion de “composition de relations™ n’a que peu
d’intérét pratique en dehors des compositions d’applications. Il est done
inutile de linéroduire dans le cas général,

Les instructions officielles de sixiéme et cinguiéme énoncent :
“A chague année, suffit sa tiche ; il est des anticipations 4 éviter par
prudence du professewr vis-d-vis de ses éléves ; il est des sujets a ne pas
déflorer par égard pour I'action du professeur gui suivra™.

A ve sujet, il peut &ire raisonnable de ne pas introduire explici-
tement en sixiéme la terminoclogie des “relations d'ordre {sirict ou
large)” des “relations d’éguivaience”, des “applications”, ete ... qui ne
figurent explicitement qu’au programme de cinguidme. Cela ne signifie
pas gqu’il ne faille pas en donner des exemples des la sixiéme. Bien au
contraire, ces types de relations sont essentiellerment ceux qui servent le
plus en mathédmatiques : H serait donc¢ absurde, 4 partir du moment ot
I'on parle de “relations” en sixiéme, de ne pas en donner 4’exemples,
sous prétexie de ne pas “déflorer™ le programme de cinguiéme, et de se
réfugier —en ¢e qui concerne les relations — 3 des généralités sans
intérét. Il est au contraire des anticipations qu’il faut faire ; Piniro-
duction de certaines notions doit 8tre préparée de longue date (le tout
est de faire cette anicipation avec un pen de bon sens : en Voccurrence,
ne pas introduire de terminologie dont on se sert pas immédiatement ;
mais plutdt construire et faire manier des exemples). Quant au
professeur gui suivra, iI est suffisamment intelligent pour comprendre
que cefte “anticipation’ n’a rien d’un manque ‘‘d’égards”. De toute
facon lintérét des éléves prime. Faut-l enseigner “antiréflexivité™ ?
pous ont demandé cerfains maitres. La réponse est claire : n'introduire
s notion que pour s'en servir {pour formuler ce qu'est un ordre striet,
par exemple), sans introduire pour autant Ia terminclogie, qui n'apporte
pas grand chose,
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iV Le 4éme principe est également une conséquence du second : ¢'est
de ne pas privitegier 4 U'exeés le réle de la rigneur formetie en mathéma-
tigue. Si 'essentiel de Vactivité mathématique consiste a poser, chercher
et résoudre des problémes, & démontrer des théordmes, Iz rigueur
formelle n'intervient en général que lorsque 'essentiel de la découverte
& déji été fait ; la formalisation répond & la fois & un souci d’élégance
dans la présentation des résultats, 4 un besoin d'assurer les bases d'une
découverte (ol le risque existe toujours que lintuition ait induit en
erreur}, et aussi parfois 4 un souci de généralisation ou de synthése. La
rigueur formelle intervient donc relativement tard, et il imporie de
respecter son rdle, done sa place. C'est une grave erraur que de vouloir
ramener les théories mathématiques 3 un jeu formel dans lequel on
mélangerait des axiomes et des régles logiques, pour en extraire des
théorémes. Aucune découverte importante en mathématique ne s'est
faite ainsi, et tous les spécialistes de ce “jeu™ ont en arriére.pensée un
cerfain nombre de motivations qui les guident infuilivement. Faire
semblant de Vignorer reléve du snobisme ou de I'inconscience, et
constitue une escroquerie i 'égard des éléves. Ii faut que le néophyte
ait manipuié suffisamment les notions gqu’i croil connaftre, pour qu'dl
prenne conscience de cerfaines difficultés dues @ FPimprécision et a
Pabsence de définitions rigoureuses : ¢'est alors seulement ¢u’il éprou-
vera le besoin de préciser et formaliser ces notions. [l serait par exemple
absurde de vouloir empécher un éléve de parler de cercles, d’angles, ou
de rotations avant que ces notions ne soient définies correctement en
troisiéme, aussi absurde que d'empécher un jeune enfant dapprendre &
parler sous prétexte qu’il n’est pas capable de donner des définitions
précises des mots qu'il emploie. Par contre, une formalisation, une fois
remise 4 sa place, est elle-méme source de nouveaux probiémes, de sorte
gue s'engage un processus dialectique trés fécond : position d'un pro-
bléme, recherche, découverte, formalisation, nouvesn probléme posé par
cette formalisation, etc...

V  Le bBéme principe consiste d distinguer, sous le vocable “Vinitigtion
d Paxiomatique” qu'il n'est d'ailleurs pas utile de prononcer devant des
éléves, ar moing trois processus différents : ce sont

—Vapprentissage de ce qu’est une démonstretion ou un raison-
nement déductif;

—Vexplication de ce qu'est [‘axiomatisation d'une structure
mathématigue ;

—Pexplication de ce qu'est lz mathématisation d'une realité
physique.

La confusion serait d'autant plus regrettable, que les exigences
correspondant 4 chacun des trois processus sont tout 4 fait différentes.
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En ce qui concerne 1'apprentissage du raisonnement daductif, la
premiére exigence, aprés la riguewr dans le raisonnement, est la
motivation de la démonstration, Prenons I'exemple d'une axiomatique
élémentaire de la géométrie de quatriéme ou troisiéme : on demande
aux €léves d’admettre en prémisses quelques axiomes correspondant a
Pintuition, {(du genre : “par deux points distincts passe une droite et
unte seule”, ou “par un point passe une droite et une seule qui soit
paralléle & une droite donnée’’}, 8i, 4 partir de ces axiomes, on prétend,
dés le debut, démontrer des théorémes doni les conclusions paraissent
aussi évidentes anx éléves gque les axiomes admis au départ {par
exemple, st on prétend démontrer qu'il existe au moins trois directions
de droite, ce que chacun “sait” bien), ce petit jeu risqgue de paraiire
artificiel aux meilleurs éiéves {pourquoi admetire ceriaines choses, et en
démontrer d’autres toul aussi “évidentes™ ? }. Quant au moins bons, le
fait méme qguw'il ¥ aura eu démonsiration risqgue de leur échapper
complétement. Par conire, le fait que lorsgu'un point M parcourt un
cercle passant par lex points A «f B, 'angle (MA, MB) reste constant
ou bien encore le fait gque les médianes d’un triangle soient concou-
rantes et se coupent aux 2/3 de leur longueur, sont des curiosites dont
les éléves sentiront mieux Ia nécessité d’une démonstration. Bien siir la
notion de motivation est relative;il existe plusienrs {ypes de motivation,
plusieurs niveaux de motivation aussi, selon les connaissances préalables
des éléves et surtout les questions qu'ils se sont ou non posées. La
curiosité du résultat a démontrer est un type de motivation possible,
mais ce n’est pas le seul : il se peut par exemple que des éléves soient
suffisamment “éduqués” au bout d’un certain temps, pour comprendre
la “régle du jeu” qui consiste & partir d’axiomes pour en déduire des
théorémes, et ressentir eux-mémes la nécessité de démontrer des
théorémes “évidents™, auquel cas il fandra évidemment leur faire cu
mieux leur faire faire ces démonstrations, mais seulement 8 ce moment-
fa.

Laxiomatisation ¢ 'une structure reléve d’un tout autre processus,
qui correspond & une précccupation de mathématicien “pur” {au sens
large : un éléve de quatriéme peut trés bien avoir, dans cerfaines
eirconstances, les préoccupations de mathématiciens purs}. Quand on 2
constaté des analogies enire plusieurs siuations mathématigues
apparemment trés différentes qu'on a effectivement déja rencontrées, il
devient naturel de formaliser, bref d’axiomatiser la structure sous
jacente (‘axiomatisation correspondant alors 4 un processus dyna-
mique : on axiomatise une structure gu'on a déjé menipulée sur
beaucoup d’exemples : on ne parachute pas une axiomatique ; ’idéal
est méme que les éléves essayent de faire eux-mémes cette axiomati-
sation). Les critéres d’une “‘bonne’” structure sont 4 la fois d’étre suffi-
samment générale pour recouvrir des situations trés variées, et en méme
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temps suffisamment particuliére pour donner lieu i des théorémes non
trivicux, e suffisamment puissanie pour étre maniable techniguement.
11 est difficile d’affirmer qu’une axiomatisation élémentaire de Ia géomeé-
irie de queiriéme ou troisieme vérifie ces critéres | elle ne comrespond
gu’'s un seul modéle naturelioment renconiré par les éléves au préalable
{tous les exemples de géométrie finie, que certains praposent d’intro-
duire pour éviter ce reproche, sont en fait parachutés 13 de fagon
parfaitement artificielle} ; si ces axiomatiques élémentaires sont évidem-
ment suffisamment riches pour recouvrir toute la géométrie plane
traditionnelle, on ne peut pas dire qu’elles soieni puissantes : les
démonstrations y sont souvent fastidieuses. 1l est une autre axioma-
tigue, ¢'est celle d’espace vectoriel (muni ou non d’un produit scalaire),
de dimension finie ou non, qui recouvre des situations exirémement
varides (tani en géoméirie n-dimensionnelle qu’en anaiyse) qui est
exirémement riche, et gui méne i des technigues beaucoup plus
puissanies. Le probléme se pose alors de savoir si cels ne vaudrait pas
mieux d’'attendre que les éléves soient en état de comprendre et surtout
d’utiliser cetie axiomatigue (ce qui esi le point de vue de Dieudonné},
piutdi que de prétendre reconsiruire explicitement toute Iz géomséirie d
partir d’une telle axiomatique “élémentaire’ fort peu puissante, ot 'on
démontre péniblement des résultats qui paraissent aussi évidents aux
éléves que les axiomes qu'on leur a demandeé d’admettre au départ, ce
qui risque de paraitre artificiel aux meilleurs, de dérouter les autres, et
de les dégofiter tous,

H est un excellent exemple d’axiomatisation d’une structure, qui figure
au programme de quatriéme : c’est celle de groupe [a condition de ne
pas P'étudier trap to1 dans Pannée scolaire, afin de laisser anx éléves le
temps d'en rencontrer de miuitiples exemples nouveaux, ou de reirouver
ceux qu'ils ont vus les années précédentes : non seulement 1'addition ou
ia muitiplieation dans des ensembles de nombres, mais encore le groupe
des translations du plan, le groupe des bijections d'un ensemble sur
lui-méme, le groupe des bijections qui “conservent™ guelque chose, par
exemple un polygone régulier & n ¢6iés et la métrique du plan (il est
secondair? qu’elie ne soit pas au programme} d’ol les entiers modulq n,
les heures (d’oit les entiers modulo 12 ou 24), les angles (d'ol les réels
modulo 180 ou 360), les sighes t (d’ol les entiers modulo 2 | etc ...}
1l est inutile d’insister sur la richesse de cette structure, et elle fournit
un bien meilleur exemple, au niveau de la classe de quetriéme, de ce
gu’'est Paxiomatisation d'une structure. [Répetons que c’est 3 cette
occasion et 3 ce moment-la seulement que les notions “d’associativité”,
“commutativité”, ‘‘element neutre”, “inverse”, doivent étre miro-
duibes ; quand § la terminologie des “lois de composition interne™ on
peut parfaitement #'en passer, car il n'est pas plus long de parler d’appli-
cations EX E - Ej.
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La mathématisation d'une réalité physigue, enfin, correspond a
une préoccupation de mathématicien “appliqué” : foumnir un modéle
mathématique décrivant une situation physique. Les exigences de ce
processus sont, ;

—d'une part, que le modéle mathématique approche le mieux
possible la réatité que "on veut décrire;

—d'autre part, gue ce modéle soit asffisamment “manizble”
mathématiquement.

1 est clair que les axiomatiques élémentaires de 1a géométrie plane
satisfonit suffisamment au premier criiére. On peut admetire gue
certaines d'entre elles satisfont suffisamment au second pour traiter Jes
problémes de guatriéme, bien qu'elles scient évidemment moins
puissantes que celles de 'algébre linéaire. Il semble donc que ¢’est essen-
tiellement en {ant que mathématisation du plan physique, gu’une
axiomatisation élémentaire de la géoméirie peut avoir wn intérét en
guatriéme ou ftroisiéme. Cela signifie gu’il est probzblement utile
d’énoncer sux éléves un exemple de systéme d’axiomes qu’on leur
dersandera d'admetire en prémisses, qu'il faut sussi leur dire que toute
la géoméirie plane peui étre entidrement construite 4 partir de ces seuls
axiomes ; 11 est beaucoup moins évident gu’il faitle le faire, du moins
dans un premier temps si les dlédves eux-mémes ne ke réclament pas.
L’honnéteté intellectuelle vis-d-vis des &léves ne consiste pas nécessai-
rement, 4 tout démontrer. Admettre un résuliat n’a rien de malhonnéte,
pourva que cela soit explicite ; il semble préférable de réserver les
véritables déemonsirations aux cas on les éléves en ressentent la
nécessité.

VI Le Béme principe est de ne pas prendre les €léves pour des
imbécifes, #f de n'entreprendre avec eux gue dJdes manipulations
concrétes gqui en valent la peine. Par exemple, ¢’est s¢ moquer d’eux que
de passer du temps a leur faire vérifier expérimentaiement, dans le plan
habituel, l'axiome d’incidence {par deux points distincts, passe une
droite et une seple} ou exiome d'Buclide (par tout point passe une
droite et une seule paraliéle 3 une droite donnée), Par contre, on
n’insistera jamais suffisamment sur la velewr pédagogique des contre-
exemnples : en supposant gu’on en ait le temps {ce qui est un autre
probliéme), faisons manipuler par #xemple des géomeétries ne vérifiant
pas ¢¢s axiomes ¢n remplagant ¢ plan par la surface d'une sphére et
en remplagant les dreites du plan par les grands cercles de la sphérg,
¢'est-a<dire leg intersections de la sphére avec un plan passant par le cen-
tre. Par deux points diamétralement opposés sur 1a sphére, passe une in-
finité de grands cercles : Paxiome d'incidence n'est done pas vérifié ;
deux grands cercles distincts se coupent toujours : 'axiome d’Euclide
n'est pas vérifié. '
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On peut, 4 cette occasion, faire remarquer anx éléves gue nous
vivons sur la terre, et que la géométrie de la aphére représente mieux le
monde ol nous vivons pour les “‘grandes™ distances, {c'est-d-dire celles
qui sont non négligeables par sapport aux dimensions de la terre}, que i
géomélrie affine ou euclidienne de quatrieme ou hroisiéme qui t'en est
qu'une approximation pour les faibles distances, On peul justifier de
rempiacer les droites du plan par les grands cercles de la sphére, en
expliquant que les bateaux qui veulent prendre Ia route la plus counrte
sunivent approximativement des arcs de grands cercles sur la sphére
terrestre ; on peut énoncer un rasultat du genre : sur la sphére, il existe
des courbes de lonpgueur minimale parmi toutes celles joignant des
points donnés, et ce sont des arcs de grands cercles. {Certes on n'a
jamais défini avec précigion, & ¢e niveau, la longueur d’une courbe. Mais,
d’une part, voici une excellente motivation pour la définir un jour ;
dautre part, on ne 1'2 pas définie davantage lorsqgu’on énonce un
résultat analogue pour les droites du plan ; et je considére qu’il est ntile
de continuer & donner ces énoncés, méme s’ifs n’ont pas encore toute la
rigueur souhaitable]. Les géométries “non euclidiennes” ne sont pas
forcément des fantaisies de mathématiciens en guéte d’shstraction ;
elles servent aussi & déerire la “nature™,

Les géométries du cylindre ou du cdne foumissent aussi des
exemples de géométries trés sirnples, faciles 4 manipuler (cf. appendice).

Ceci dit, il est des maftres qui refuseront de parler de sphéres,
cercles, cylindres, cOnes, translations, rotations, avant que ces termes
n'aient été définis correctement. Nous pensons au contrzire qu’on peut
uiiliser la connaissance intuitive qu’ont les éléves de s notions, avant
de les définir mathématiquement, voire méme pour en justifier Pintro-
duction théorique : it ne doit pas ¥ avoir de tabous, et la rigueur d’unse
définition correcte n'est pas une fin en spi, mais — répétons-te — doit
correspondre 3 une nécessité ressentie par 1’éléve,
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Conclusion .

En guise de conclusion, il hous parait indispensable que chaque
professeur puisse penser et construire lui-méme son cours, en se laissant
guider par quelques principes simples ef génémux, dont nous avons
essayé de donner des exemples. 8%l suivait de {rop prés un manuel, susyi
bon soit-il, son coure y perdrait en spontanédité et en initiatives. En
outre, su moins en ce qui concerne les programmes de gquatriéme, nous
serions bien incapables de recommander un manuel en particulier : pour
des raisons variables (mathématiques, ou pédagogiquies) aucun ne pous a
paru suffisamment satisfaisant parmi ceux gue nous avons regardés.
Cela tient en partie 3 la hite avec lagueile les éditeurs se sont jetés sur le
marché, sans que les manuels ajent pu &ire testés et corrigés. Cela tient
aussi aug programmes suz-mémes et aux commentaires officiels, dont il
était inévitable que les défauts transpargissent dans les manuels. Au fait,
pourquoi a-tl falle que les éditeurs aient eu connaissance des fextes
officiels plusieurs mois avant leur promulgation, et avant les professeurs
eux-mémes 7 Pour un aussi piétre résultat, cela n’en valait pas la peine
(sinoh pour les éditeurs suz-mémes) !

L& seul conseil gue nous pourrions donner aux maitres, au sujet
des manyels, ¢’est de les utiliser fous simultanément, en les comparant
sur chaque rubrique, en les jaugeant en fonction des principes énoncés
ci-dessus, et en faisant preuve de suffisarnment d’esprit critique pour ne
pas répéter leurs errenrs.

Certes, ce gue nous propesons est difficile. Nous n'ignorons pas
gue beancoup de maitres se sentiront désemparés au débot. Clest
pourtant, i nolre avis, la seule fagon valable de procéder, la seule aussi
qui reguiére et développe a la fois toutes les qualités d’un véritable
éducateur.

Appendice

Dans les commentaires qui précédent, nous avons fait allusion a
certains problémes ou & dez manipulations, sans avoir la place de trop
préciser ce que nous voulions dire. Nous allons donner ici guelques
détails suppiémentaires,

Toutefois, i doit bien &ire entendu gue nous n'affirmons nualle.
ment gue les professsurs doivent enseigner ce qui suit dans letr classe :
il Zexr appartient d’en juger, en fonction du temps dont ils disposent, du
nivea: de lewrs éléves, des rubriques sur lesquelles ils ont choisi
d'insister. Nous nous contentons de faire des suggestions, que les
maitres ont toute liberté de ne pas suivre.

Probiéme : Démontrer que /2 est irratidbnnel

Ii faut d’abond préciser qu'il n'sst nullement indispensable, et qu’l
est méme déconseillé d'introduire en quatriéme la terminologie des
nombres rationnels et irrationnels, Le probléme ne se pose gu'aprés que
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les réels ont été introduits, ot peut se formuler ainsi de fagon élémen-
taire : démontrer qu’il n’existe pas d'entiers positifs p et q tels que
p = V2.9 {ou ~— ce qui revient au méme & partir du morment ol I'on
admet, conformément au programme, que tout nombre réel ou nul
admet un inverse — tel que 2 _ /%),

En outre, il est indispensable que les éléves alent é6é amenés au
préglable 4 se poser Ia question»§ es%-oe que tout nombre réel x peut
s'écrire sous la forme X = pq =g (p entier, q entier non nul) ?
Sinon, le probléme est sans intérét a leurs yeux et par conséquent la
démonstration du résultat n’est pes motivée, _

On va suppogser qu’il existe des entiers pesitifs p et g tels que
p =2 q, ¢t Fon va démontrer que cette hypothése est absurde car elle
ménerait & une contradiciion. Tout d’abord, quitie 4 diviser les entiers p
et g par leur PGCD, on pourrait se ramener au cas ol p et g ent un
PGCD égal 4 1 : en particulier, on pourrait supposer que les entiers p et
g ne sont pas tous les deux pairs.

Loégalité p = +/2.q impliquersit p* = 2 ; ¢'est dire que Pentier
. p* serait pair ; cela entrainerait que I'entier p sersit lui-méme pair Jen
effet, si p &tait impair, il existerait un entier p’ tel que p=2p° + 1 et
P =(2p°+ 1)(@p + 1) = 4(p')* + 4p°+ 1 sersit impair]. Clest dire
gu’il existerait un entier p, tel que p = 2p, ; Iégalité p* = 2¢° Imph-
querait done 4{p;) = 2&F, don ¢ = Zp,)*. Un raisonnement
analogue aun précédent permettrait d’en déduire que Ventier ¢ serail pair
lai aussi © 1l existersit un entier g; tel que q =2q, . Ainsi les entiers p et
q seraient tous lps deux pairs, ce gui est contraire 4 Uhypothése de
départ. C'est donc qu’elle était absurde.

Remarquons en outre que cette démonspation ne fait intervenir
gue des calenls élémentaires sur les entiers naturels, et ne nécessite
aucun outil savgnt ; on peut done se concentrer uniquement sur la
rigueur de la démonstration. Certes celie-ci est relativement subtile pour.
des éléves de guatriéme : elle comporte un raisonnement par l'absurde,
et plusiours éfapes, Mais ai, comme le dit le programme, “le but de
Penseignement des mathématiques, dans cette classe, est de faire
comprendre aux éléves ce que sont des démonstrations™, autant le faire
sur des exemples intéressants, au lieu de leur démontrer par exemple
que dans un plan il ¥ a au moing quatre points distincts.

Géomdtrie du cylindre

Dans les commentaires précédents, nous avons donné un exemple
de géométrie ne vérifiant ni Paxiome d'incidence ni "axiome d’Euclide :
c'était celui de la sphére. Son intérét était de mieux représenter le
monde ot nous vivons que le plan habituel, pour des distances non
négligeables par rapport 4 celles de la terre. Mais, méme “localement®,
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une calotte sphérigue ne peut pas s'appliguer ispmétriguement {c’est-a-
dire en conservant les distances} sur un morceau de plan : si l'on essaye
d’écraser sur un plan une telle calotte sphérique, elle se déchirera ou se
déformera {{aire I'expérience avec un morceau de ballon en caoutchoue

peu extensible}.

Au contraire, en faisant “‘rouler sans glisser’™ un cylindre circulaire
sur un plan, un morceau de cylindre suffisaznment petit s‘applique
isométriquement sur uo morceay de plan, de sorte que “localement”
plan et cylindre ont les mémes propridtés.

Par contre, ceci n'est plus du tout vrai “globalement™ : au eours
du roulement sans giissement, un méme point M vient s'inscrire une
infinité de fois sur le plan (M__,, M,, M,, M,, ..) tous les points étant
homologues par des trangiations du plan de longueur un multiple entier
de 27R {R = rayon du cylindre) et de direction perpendiculaire dans le
plan 3 celles deg génératrices du cylindre,
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Appelons “droites du cylindre’ les courbes tracées sur le cylindre
gui se “‘développent’” suivant des droites du plan au cours du roulement
sans glissement jce sont les génératrices du cylindre, les cercles inter-
section du cylindre avec un plan orthogonal aux génératrices, et les
hélices circulaires, mais 11 n'est pas indispensable de le dire}, On peut, a
ce propos, évoguer le stencil (sur lequel on a éventuellement dessing des
droites} que Pon enronle sur le cylindre d®une rongéo, ou les feuilles de
papier que ce cylindre va imprimsr,

Soient M et N deux points distinets sur le cylindre ; si Von joint
par des droites du plan une représentation de N dans le plan {mettons
N,) aux différentes représeniations de M dans le plan (M. ., M.,
M,, ...}, on obtient une infinité de droites du plan qui sont le dévelop-
pement d’une infinité de “droites” du cylindre joignant toutes M ot N.
Ainsi, par deux points distinets du cylindre, passent une infinité de
“droites” : c’est dire que Naxiome d'incidence n'esi pas vérifié sur le
eylindre.

Par contre, on wérifie pisement axiome d'Euclide : sil'on appelle
“droites” paralléles du cylindre deux “droites’ du cylindre gui, ou bien
sont confondues ou bien ont une intersection vide, par tout point M du
cylindre passe une paralile et une seule 4 une “droite donnée D™,

Géoméirie du vine

Comme celle du eylindre, la géométrie du céne posséde des
propriétés semblabies “localemeni” & celle du plan, mais “non globale-
ment”, On peut, l& encore, faire “rouler sans glisrer™ un cbne circulaire
sur un plan.
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La encore, un point M du cdne s'inscrit plusieurs fois sur le plan
{excepté le sommet 8 du cone qui s’inserit en un seul point 8,) : les
différentes représentstions d'un point M dans le plan sont homologues
cette fois-¢i par des rotations du plan de centre S, et dangle un
mulitiple de 9, ot I'angle & (G < 9 degré < 360} ne dépend que de
Pangle o au sommet du cdne, et peut étre facilement calculé — sinon en
quatridme, du moins en troisiéme {ef. plus loin).

%
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Si I'on appelle “cOne’ 'ensemble des points suy la surface du cone
(sommet sxceplé), ot “droites du cone”™ les courbes tracées sur ke cone
qui se développent suivant des droifes du plan au cowrs du roulement
sans glissernent, un misonnement analogue 4 celui {fait dans le cas du
cylindre prouve que Paxiome d'incidence n'est pas vérifié . par deux
points distincts du cone, M et N, passent plusieurs ““droites” [excepté si
M et N sont sur la méme génératrice et si @ = 1800 ] Mais cette fols-ci,
Paxiome d’Euclide lui non plis ri'est pas vérifié {excepté si @ = 1802} :
en effet, soient D une “droite” du cone, et M un point du ¢dne : i, par
une représentation M, de M dans le plan, on méne une pamailéle D', 4
une représantation D, de I dans le plan, I)°, coupera toujours une
autre représentation D, de D (4 moins que I}, ne soif paralléle 4 I, ce
gui n'est possible que si © = 1809} : de facon générale, deux “droites”
du cone se coupant toujours {si © ¥ 1800).

: .

Caleul de © en fonction de o {classe de troisiéme)

8 S,
rd

0 < a degré < 90 0< O degré < 360
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8i M. et M, sont deux représentations “successives” de M, 'arc da
cercle M, M. de centre 8 a pour longueur 27 . mM = 2» 8M. sin o

de sorte que © joors = 369%.’%%%%&" 360, sin o.

Neombre de représentations M; dans le plan d’un point M du cGne {classe
de troisiéme}: supposons gue chaque point M ne posséde gu'un
nombre fini n de représentations {n » 2, car fe cas n = 1 correspond a
8 = 3600, x = 900, que nous éliminons}. (Vest dire que 1.8 degrés est
un muktiple entier de 364 ; il existe un entier m 2 1 tel que

nG degré = m.360, soit en reportant dans la formule

s i =E§
Bdegre 360. sin a A

Ainsi, sin a est alors nécessairement un nombre rationnel.

deasin correspongdant 4 © = 2400

n= 3, m= 2}

Réciproquement, s sin o est un nombre rationnel bnl(m et n entiers que
Yon peut supposer tous deux positifs, avec m<n puisque
0 < sin a < 1), on obtient ’égalité n edegré = 360 : c’est-dadire que

chaque point M du c¢dne n'a qu'un nombre fini de représentations M, ,
effectivement égal 4 n si ia fraction 5 m ext trréductible.

En résumé :

Chaque point M du cone n’a gqu'un
nombre fini de représentations M;
Exemples . . sin & = r1T

} < sin « o8t un nombre rationnel

chague point M du ¢éne a n représentations dans le plan:

a = 300 sinamé-; n= 2 @ = 18030
a = 450 sina=%2

chaque point M du cdne a une infinité de représentations dans le plan.
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Om voib Iz richesse de eetie géométrie du cone, au moins en classe
de troisiéme, ot le probléme de savoir si sin o est rationnel ou nen
devient naturel puisqu’il correspond 4 celui de savolr st un point M
g'inscrit un nombre fini ou infini de fois dans le plan : on a donc une
situation géoméirique prétant & des manipulations physigues, des
exercices sur le caloul adegng = 360 sing, des problémes sur les

nombres ralionnels ou irrationnels, des exemples de géométrie locale-
ment euclidienne {c’est-d-dire “localement” -isométrique au plsn
euclidien) wmais pas globzalement, foumissant des econire-exemples
intéressants aux axiomes de la géométrie euclidienne. On pourra aussi,
en classe de trojsiéme, poser et résoudre le probléme suivant. Par un
point M du cone, peut-on mener des “droites’ perpendiculaires a une
“droite” 1) donnée sur le cone, et combien ?

1! est probablement raisonnable, compte fenu du temps dont on
dispose, de ne parler en guatriéme que de la sphére ¢ i la rigueur du
cylindre, powr réserver la géométrie du cine a la classe de troisiéme ol
Pon pourm mieux exploiter toute sa richesse,
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