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UN EXEMPLE DE CONCRETISATION :

Vectoriel et application linéaire ©
par Maurice GLATMANN

L’art de persuader est plus aisé que celui de faire comprendre, et
pouriant permetire de comprendre, d'agir, d’avoir son zutonomie de
pensée est tellement plus important et plus fécond. Clest ld toute la
différence entre, d’une part un enseignement dogmatique, fondé uni-
quement sur Vintroduction axiomatique de concepis abstraits, puis sur
leur utilisation par Dintermédiaire d’une théorie purement déductive, et
d’avtre part, un enseignement dynamigae, fondé sur Pintroduction de
sitnations varides et riches, introduites par des régles de jeu précises,
faisant un appel constant 2 U'imagination et 4 Ia créativité de enfant,
qui doit A4 chague instant développer de véritables stratégies pour
résoudre les problémes posés, Dans de telles eonditions d’apprentissage,
le pouvoir d’abstraction de I'enfant est considérable : 1l est capable de
comprendre, de découvrir de nombreux concepts et de les utiliser avec
efficacité. O va de soi que si les situations sont justement des concrétisa-
tions de notions mathématiques, 'enfant découvrira a travers elles les
idées importantes de la mathématique et saura maitriser cee concepts
ainsi s en jeu.

Je me propose de présenter iei un exemple de eoncrétisation
conduisant i la découverte des concepts de vectoriel et d'zpplication
linéaire, H faut noter au passage qu'il est impossible de présenter
d’emblée i des enfanis de 12 & 13 ans un vectoriel sur le corps des
réels ; par contre, des recherches récentes ont permis de montrer qu'il
est possible d'initier les enfants de cet dge aux concepts guivants !

a) les groupes et les groupes opérant sur un epsemble

b) les congruences

¢} des exermples d’anneaux et de corps finis.

Ces idées étant supposées acquises, voicl une situation facile 4
introduire. Partons d’un alphabet de 27 lettres minuscules.

A= {ab. e d, e .., uv, WX ¥ 2 ¢}
¢ est un symbole que nous utiliserons plus loin *
G désigne Pensemble {8 ; 1 ; 2} ; on le munit de 'addition et de la
multiptication modulc 3 ; on obtient le corps (G, +, X ).

{1} Ce texic a ddjd é1é publié dens le “Serond Séminaire E. GALION™ : La conerétisabion en
mathématique, FREYKSAS (4. 11 juillet 1971, - O.€.10.0.. - Hatier,

* Notez que A o'est pas une letire minuseule | |
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¢ est ia bijection de G* vers A, définie par ’arbre suivant *% :
v oy

Exemples :
autriplet (2 ;2 1), ¢ associe laletirea,

au triplet (1 ;2 :Q), ¢ associe {a lettre k.

L'ensemble G muni de "addition modulo 3 est le groupe cycligque
d’ordre 3, noté (G, +) . (G”, +), produit direet de trois groupes {G, +},
est un groupe d’ordre 27. La bijection ¢ permet alors d’induire une
addition sur A, notée encore + : ¥ et A désignent deux éléments quel-
conques de A, respectivement associés aux triplets (a, 8, ¥) et (a”, 8", v");
posons )

& =N+ &
¢
Eﬁ: B, }’) -
' f * ¢ /
(ahe', 48, i) =r-+*
, 8.7 - .
G3P o+ A, +
** & est une bijection “codage™
¢ ;[;3 re——

qui penpet de strusturer mécaniguament A,
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ol ¢ est 'élément de A associé au triplet (27, 87, ¥} tal que

Sa“ = g+q'
g =g+ 4 {addition dans G)
Y=ty
‘Exemples :
o+me=e
car (1;0;2)4(1;1;1)=(2;1;0)
g+a=1

car (2;2;1)+{2;2:1)=(1;1;2)

i est alors clair gue In bijection ¢ est un isomorphisme de
(G*, +)vers (A, +). :
{A, +) est un groupe d'ordre 27, isomorphe 4 {(G*, +).

Cependant, avec de jeunes éléves, il est intéressant de leur faire
découwrir que (A, +) est un groupe, sans passer par le concept d'isomor-
phisge. En particulier, ils trouveront que la letire z, associée 3
0 ; 0 ; 0), est Vélément neutre de (A, +) ; que chaque dlément de A
posséde un symétrigue ; ainsi par exemple, pour trouver le symétrique
de la lettre k, ils sont conduits 4 rechercher le triplet (a, 8, ¥) tel que

1;2;014 (8,5, 7)=(0;0;0)

donce a résoudre le systéme
l+e=§
248=10 (addition dans ()
O+4=10

et obtisnnent

a=2,=1et y=10
Le triplet (2 ; 1 ; 0) st associé i la letire .
k et e sont syméiriques ;

kte=et k=12

Au passage, ils trouveront peut-éfre Ia propriété suivanie -

8i 4 et » gont deux dléments gymétrigues de {A, +},

slorsh=n+E of E=4+4
Pourquod avons-nous un tel résultat ?
Que dire, side plusa=» ?

Aprés une éiude expérimentale swr guelgues exemples, nous
pouvons tenter de démonirer avec les enfants que P’addition dans A est
associative. De méme, o tenters de démontrer gue 'addition est com-
mudative,
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Reprenons alors la lettre a ; on constate :
a+a=1 , 1l4+a=2¢z
donc

atata=z

De méme, pour la letire b :

b+b=n , n+b==z
donc

b+b+b=2
En est-il de méme pour les autres lettres 7 Pourquoi ?
Cetie étude conduit tout naturellement a introduire une loi de

composition externe, notée . , et définie comme suit :
# est un élément de A, associé au triplet (a, 8, v) ;
4 est un élément de G ;

GX A——A
|(u,-) ——pm
.= est élément de A, associé au triplet (a’, §', v') tel que
a'=uXae
B'=uxp (multiplication dans G}
Y=pXy
Exemples :
a=z
car
O%X2;0%X2,0X1)=(0;0;0)
la=a
car
(1X2;1X2;1X1)=(2;2:1)
2a=1
car

(2X 2;2X2;2X1)})=(1:;1;2)
Et plus généralement, quel que soit 1’élément = de A :
(1) Om=2z
(2) la=m
En outre, si ® at & sont symétriques I’un de 1"autre,
2m=a et 2Aa=9n

11 est aisé de contrdler que, quels que soient les éléments m et & de A et
quels gue soient les éléments A et u de G,
A(@+4A)=Am+ a4
(3) At+ula=Am+ym
Aum) =(AX y) .
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Faisons le point :

riel,

{A, +} o8t un groupe commutatif

{G, +, X)est un corps

les propriétés {2) et (8) font de la structure (4, +,.)
un peetoriel sur le corps {G, +, X}.

Noug avons ainsi obtenu une conerétisation du concept de vecto-
Ce vectoriel prend une “forme plus classique™ si nous nous
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donnons
la représentation
suivante :

Nous appellerons désormais vecteurs les éléments de A,
Prenoms un vecteur m et son symétrique & :
. uw=g
1. w=m
Z.0=4A
Nous dirons que le vecteur w engerndre 'ensemble U
U= {z,=a}
T est clair que le vecteur A engendre le méme ensemble U ;
en outre, les deux tables :

+ Z ] & z [ i
z z u a §] z z z
[ ] - a Z i Z - &
[} » z L 2‘ % . -
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montrent que, quels que sofent les éléments u et X de G, le vecteur
AR g

est élément de U. .

On peut contrdler que (U, +,.) a la struchure de vectoriel : ¢'est un

sous-vectoriel de (A, + , . ). Etant engendré par un vecteur, il est dit de

dimension 1.

Le vectoriel (A, +, .) posside treize sous-vectoriels de dimension 1 !

{ a1, 2} tb,n,z}l . i,z

td,i,zt ., {ekz} , if,p,z}

{go,zt . {thgzi , |[me,z}

{ r,?;z} T {s’“?z} ¥ €t’w’z}
{%,¥%2}

Proposons-nous maintenant de rechercher 'ensemble de vecteurs
de A engendré par deux vecteurs {différents de z) n"appartenant pas sut
méme sous-vectoriel de dimension 1. Ainsi, par exemple, 'ensemble
engendré par a et b est I’ensemble dee vecteurs de la forme

: A.at+u.b
ol A et u sont des éléments quelconques de G.

Nous sommes conduits aux vecteurs suivanis ;

A p
by
G 1
b
=_—2h = n
g a
1
ma + b= m
Zng v 2=y
i 23:1
2 b 28 + b = x
2 2a+2b=¢

Nous constatons au passage que e seul cas ol
Aiatpuy.bh=g
est celui qui correspond & A = u= 0
Les vecteurs a et b sont linéairement indépendants.
Par contre, les vecteurs a et 1| ne sont paz indépendants car nous
pouvens trouver A et i, non tows deux nuls, tels que
X.atpu.l=1z
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en effet
icid=pu=1).
Quel est le sous-ensemble de A engendré paraet 17
Les vecteurs a et b engendrent ’'ensemble D

D= {z,abl,0,my¥. X ¢

On contrile que (D, +,.} & encore la structure de vectoriel ; ¢'est
un sous-vectoriel de (A, +, .} ; comme il est engendré par deux vecteurs
indépendants, on dit qu’ill est de dimension 2. '

A titre d'exercice, ie lecteur powra rechercher tous les sous-
vectoriels de dimension 2 (il vena 13).

I est alors naturel de se demander ce gui se passe &1 'on prend
trois vecteurs (différents de z) appartenant & {rois sous-vectoriels de
dimension 1 distincts et n’apparienant pas tous trois & un méme vecto-
riel de dimension 2., Prenons, par exemple, les vecteurs a, b et u ; mcher-
chons I’ensemble de vecteurs engendré par ces frods vecteurs.

Ses élements sont de Ia forme ;

Aia+tu.b+ v u
ou A, ¢ et » déerivent G.

at+l =z

H » E
P
& 1 W
2 =g
#
b
) 1 1 b
i pt2umd
4
b=«
2 L ihte=i
2 Zb42a=p
]
L atoh
whin=e
I—I— athm
| i ; wthtaok
-~ a¥bi2a={
L]
s t a+2h=y
itRhie=w
2wt Rt 2u=s
3
S Se—
2 L 2atu=)
- 2atdu=g
. iafh=1x
2 i L ’2_1:+h+uﬁv
b, T bt 2=y
S SN Y 41 TN
z 1 Zadlhig ~g
el e 2hb2a=e
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L& seul cas ol
Aa+tp.bdv.u=z
est celui ol
A=p=p=1{
Les vecteurs a, b, u sont linéairement indépendants. En outre,
nous constatons ici qu’ils engendrent tou? le vectariel (A, +, . ).
Le vectoriel {A, +, . ) est dit de dimension 3, et {a,b,u} estune
base de ce veetoriel :
tout vecteur de (A, +, . ) est de la forme
Alat+y_ b4 p.u
et cela de fagon unique.
A titre d’exercice, }& lecteur pouwrra rechercher toutes les bases du
vectoriel (A, +,.) ...
En particulier, {f, g, r} est une autre base de ce vectoriel ; slors
que {f, g, pi n'en est pas une.
Reprenons la base |a, b, ui, notee B.Par rapport 4 cetie base, ls
vectour w s"éorit :
w=a+ 2b+n
Ce que nous pouvons encore exprimer sous la forme

- [i),

Comment s’éerit w par rapport 4 la base {f, g, 7}, notée B ?
Vous trouverez sans peine :
2
W= 1
2
.%)

Maintenant que nous disposons d’un vectoriel, il faut s’en servir ! En
elfet, un vectoricl n’a aucun intérét en lui-méme ; ce gui est intéressant
oo sont les applications linéaires * de ce vectoriel vers lui-méme,

Pluz précisément, une application § de A vers A est dite linéaire, si,
quels que soient les éléments w et & de A, et quels que soient les
dléments Aet pde G :

VA m g A= A Y(E) g Y(A)

Une application linégire est entidrement définie par la donnée des
images des vecteurs d’une base di vectoriel (A, +,. ).

* Certaina disent endomorphianes de A
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Prenons, par exemple, la base {4, b, u} et posons
Wa)=f=h+u
whj=g=2a+2b+u
[y(W)=r=2a+ Zb+ 2un
Commeni déterminer Pimage par ¢ ¢’un élément de A 7 En particulier,
quelle est 1'image de v ?
¢ =2a4+b4u
$vy=¢{Za+ b+ )
P(v) = 2n(a) + (b} + Y{u)
=2b+uwi+2a+2bh+u+a+2b+ 2u
= 2y
d’ol
vy =s
Ainsi, cannaissant les images par ' des frois vecteurs a, b et u,
nous pouvons déterminer ’image de n'importe quel élément de A. Nous
pouvons constater que ¥ est une bijection. En d’autres termes, ’appli-
cation linéaire ¥ permet de coder un message et ¢'est 14 une motivation
pédagogique évidente pour de jeunes enfants ...

Codons par exemple le message suivant :
*Je fais des mathématiques, done je suis logiue ™.

Cependant, convenons de représenter un infervalle entre deux
mots par la lettye ¢, de supprimer leg accents et la poncivation. Dans ces
conditions, le message & coder devient :

“Jeefnisedese mathématiquesedonceje ...
et par I'application linéaire , il devient :
“kdhbfivhedvhgfwadgfwjlrdvhemoehkd ...”

Le probléme qui se pose slors est celui de décoder ce message. 1!
est naturel de penser d utiliser iz bijeetion réeiproque ¥—' de ¥ qui est
elle awssi une application lindaire :

vija— £ Y=l {f rm 2
B g g w— b
B T T ot 8§
avec
)f=b+u ;a'-—-f-l-r
g=2a+ 2b+ 1 doit {b=g+r
(r=a+ 2b+ 2u u=f+ 2+ 2r

Ainsi, par exemple :
E=a+h+u
=f+r+gtr+f+2g+2r

o QT e
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donc

k=247
d’ol

y— (kY= 2¢—"{f} + ¥ (D
= 28+ u

I} en réaulie ;

Yy (k) = §
De méme,

y—ldi=e , ¢-‘(h)=e ,.

Maiz au fait pourguoi cela marche-t-il si bien ? Voili une honne
occasion de falre une recherche avec les éléves et d’essayer de
comprendre le fond des choses ...

Aurons-nous un résultat analogue, quelle que soit 'application li-
néaire choisie 7 Prenons, par exemple, Vapplication linéaire w définie
par

wifa)=f=b+u
wibj=g=2a+ 2b+u
wiul=x=2a+ b

Déterminons les images par «w des vecteurs met p ;
w (m) = wia) + wib)
wml=b+u+2a+2b+u

= %a+ 2u

w{m}=q
W (p) = 2wib} + 2 wlu)
=2{2a+2b+ u)+ 2(2a+h)
= 2a + 2u
Nous constatons ici gus .
wim)=¢(p}=g
L'application linéaire ¢ permet de coder un message, mais il ne
sera pas possible de Je décoder. Pourquoi ?
Quelle différence y a-t-il enire les deux applications linéaires ¥ et
w?
En perticulier, quelle est 'image de A par w ? Quel est I'ensemble
desvecteurs s de A tels que co(my =2 ?
Arrivé & ce stade, Pintroduction du caleu! matriciel se yévéle 8trs
un outil efficace ef qui intéresse les enfants.
Revenons & Vapplicaiion linéaire ¥ ; powr la base {a, b, u} , pous
pouveons jul assacier la matrice

2 1
¢ =41 2 2
11 2

ws JOB s
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2
L& vecteur j correspond 4 (9) pour cette base,
1

et son image  (j) correspond a la matrice produit :

FH -

p()=k

De méme, 'application réciproque de Y est associde &

l 61
Pt = 1 2
112

et ¢ —' (k) correspond &

- 6

donc

donc gt () = §
Notons au passage gue |
1 048
e. 9! = (0 1 0)
g 01

Ces deux matrices sant inverses Fune de 'autre.
La matrice asgociée 4 I"application < est

02 2
QR = P21
110

D est aisé de vérifier qu’elle ne posséde pas d'inverse ...

Les enfants déji Tamiliarisés avec les concepts modernes de la ma-
thématique étudieront avec fruit cette concrétisation de vectoriel ; ils
decouvrirent au passage les notions d'indépendance lindaire, de base, de
sous-vectoriel ; iis comprendront Vimportance des applications linédaires,
le role deg applications linéaines réguliéres, transformant un vectorief en
jui-méme et les applications linéaires singulidres transformant un vecto-
riel en un de ses sous-vectoriels propres ; enfin nous donnerons ’occa-
gion aux enfants de représenter une spplication linéaire par une matrice

et d'aborder ainei e caleul matriciel.

Je vemesreie Louis DNIVERTY, Pierre GAGNAIRE e André MY X qui ont relu eet article ef

m'ont fxit de préeteuses eritiguea.
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