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LA MATHEMATIQUE
DANS LE
PREMIER CYCLE

Structures et langage des applications
dans le programme de quatriéme

et troisiéme
par André ROUMANET (Paris)

Les nouvegux programmes de quatriéme et troisiéme peuvent étre
Ius de deux manidres :

1) Par gros morceaux, en s'attachant au contenn explicite de
chacun; .

2) En essayant de voir qguelles sont, dans ces programmes, les
notions qui apparaissent (cu dont un exemple est a étudier) et quels
sont les outils fondsmentaux gui peuvent &tre utiles ; on peut alors
regrouper les parsgraphes ¢n fonction de ces notions ou de ces outils.

Nous avons e essayé d’adopter ce deuxidme point de vue. I nous
est apparu que, dans ces programmes, on éudie des exemples de cer-
taines structures : groupe, anneau, corps, espace vectoriel, ordre, dqui-
valence. Par ailleurs, un outil indispensable a la bonne compréhension
de ce programme ; ¢’est le langage des relations et surtout celui des
applications, la composition de celles-ci et & certains moments plus
particuliérement celui des applications linézires ou affines de R dans R.

1  Les structures

Dans les exemples de structures apparaissant dans ces programmes,
on peut distinguer deux sorles d’exemples © ceux qui sont explicitement
au programme, ceux pour lesquels il faut metire en évidence lés proprié-
tés ; ceux qul sont sousdacenis et dont 1z mise en évidence peut avoir
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un double intérét : faciliter d’auires études explicitement inscrites dans
le programme, montrer la.richesse de la partie de la structure ainsi
#udiée en montrant Putilisation gu'on peut en faire.

1 Groupe.

Sont explicitement dans le programme les exemples suivants :

— groupe sdditif des entiers relatifs ; (Z, +}.

- groupe additif des décimaux.

— groupe multiplicatif des puissances de 10, isomorphe 4 (Z, +).

~groupe des puissances d’exposantg entiers d'un nombre o Jdiffé-
rent de 0, isomorphe 4 {Z, +).

— groupe additif des réels : (R, +}.

- groupe muitiplicatif des réels non nuls ; {R*, X ).

~ groupe additif dee rationnels ; (Q, +}.

- groupe multiplicatif des rationnels non huls ; (@*, X ).

-~ groupe additif des vecteurs du plan (ou de 1a droite).

— groupe des franslations du plan (de ia droite),cel exemple etant
isomorphe au précédent.

— groupe des isométries dans le plan euclidien.

A ¢Glé de ces groupes on peut signaler avssi ¢

- groupe multiplicatif des décimaux inversibles ; en recherchant,
dans 'ensemble des décimaux, ceux qui sont inversibles on trouve tous
les nembires de la forme

a= ¢225Pavecac Z,8eZ, c€ | —1;1!
I’ensemble de ces nombres est alors un groupe pour la multiplication.

—groupe des homothéiies vectorielles pour 14 loi de composition
des applications ;

~ groupe des isométries sur la droite {munie d'une métrigue);

— groupe pour 'addition des applications affines de R dans R du
type x~—ax + baveca® 0,

— groupe powr la composition des applications linéaires non nulles
deRdans K ;

— quelques sousgroupes du groupe des isométries du plan caracié-
risés par le fait gqu’ils laissent une figure simple invariante : triangle
équilatéral, carré, rectangle, cercle, etc...

Ces listes montrent 'importance de la notion de groupe dans ce
programme. Deux attitudes sont possibies :

1/ 8 les &léves ont déja étudié guelques exemples de groupes
{autres que (&, +)} en sixiéme et cinquiéme et en particulier guelques
exemples de groupes finis, i} est possible de reprendre ces études en
deébut de quatriéme, peut-éire de rajouter quelques exemples et & partir
de 14 de dégager la notion de groupe et d'établir quelques résultals
généraux utilisables pour chacun des exemples qui apparaissent ensuite.
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2{ Dans le cag ol les éléves n'ont pas encore étudié d’exemples de
groupes on peut aussi étudier séparément les premiers exemples qui se
présentent ot ne dégager la noiion de groupe qu’a ia fin de l'année de
guatriéme & pariir des exemples étudiés et peut-6tre d’autres que le
professeur aura pu rajouter. En particulior des exemples de groupes finis
peuvent étre utiles & la compréhension de Ia notion et présentent I'avan-
tage de permettre une &bude exhaustive des différents cas. Ensuite le
passage i I'Infini oblige & une formulation plus générale des énoncés des
propriétés.

On pent remarguer que, powr e groupe des isoméiries du plan, le
programme se limite 4 Péude de quelgues exemples simples ¢’isomé-
tries ; on n’a pas ici toutes les isométries du plan puisqu’on n'a pas
atudié les rotatione, mais on peut les engendrer toutes puisqu’on a une
famille de générateurs : 1'ensemble des symétries orthogonales par
rapport 4 une droite,

2 Anpnesux - Corps

Les propriétés de Pensemble Z des entiers qui lui donnent upe
structure d’anneau sont supposées connues. En classe de cinguidme on
travaille dans Panneau des entiers. )

Au cours de l'année de quatriéme, on infroduil le corps des
nombres réeis, en troisiéme, on iniroduit le corps des rationnels et on
travaille dans chacun de ces deux corps.

L'anneau des décimaux est étudié en guatriéme, ou du moins on
met on évidence certzines de ses propriétéds afin de les étendre & ’en.
semble des réels.

Enfin, il peut étre utile ot intéressant de metire en évidence dans
Pensemble des fonctions polynomes de R dans R les propriétés qui Jui
donnent une structure d’anneau.

3 Espoee vectoriel

Le programme de géoméirie de quairiéme permet de mettre en
évidence deux exemples d’espace vectoriel : la droite vectorielle ; le
plan vectoriel.

Dautres exemples peuvent apparaitre dans le programme :

- J'egpace vectoriel des fonctions polynomes de R sur R ;

—1'espace vectoriel des fonctions affines de R sur R ;

- Pespace vectoriel des fonctions Enéaires de R sur R;

— }'espace vectoriel des fonctions polyndmes et de degré inférienr

& p, pour p donné (¢’est un espace dedimension p + 1)

4  Ordre.

On étudie et on met en évidenoe les propridtés de 'ordre sur Z, sur
Tensemble des décimaux, sur R et sur Q ; dans chacun de ces cas le
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probléme de la compatibilité de 'ordre et des opérations est étudis.
Nous verrons plus loin comment aborder ces questions de compatibilité
avec les applications linédaires.

Les ordres citds icl sont tous des exemples d’ordre total.

5 Distance

On deéfinit une distance sur la droite en guatriéme, Pour cela on
peut procéder de la maniére suivente :

On définit la droite affine comme étant une droite sur laquelle on
a choist une famille F de graduations telles que :

1/ Une graduation g est une application bjective de ensemble des
points de ia droite dans 'ensemble des nombres réels ; 4 un point M de
D) est associé un réel g{M).

B/ La famille ¥ est telle que si g et g’ sont deux graduations de la
famille, on passe de Pune a 'autre par une transformation du type :

E(Mj=a.g(M) +b
oi a ¢t b sont deux nombres réels, a# 0. On peut, & partir de 14,
retrouver los propriféiés de la famille de graduations :

—toute la familie est parfaitement définie par Ia donnée d’une
graduation g, de Ia famille, les autres étant toutes du type :

Misa.gg (M} + b

- lg donhée de deux points distincts et de leurs images suffit a
déterminer une graduation et une seule dans la famille ; par exemple si
on se donne le point qui 2 pour image 0 et celui gqui a pour image 1, 1a
graduation est parfaitement déterminéde.

Définir une distance sur une telle droite revient alors & choisir une
sous-famille F de F, telle que si g et g” sont deux graduations de Ia
famille F, on passe de Pune a P’autre par une transformation du type :

€= eg + b (e€ {~1,11})

La distance de deux points A et B de la droite est alors:
| g(B) — g(A)l qui ne dépend pas de ia graduation g choisie dans Ia
famille F mais sezlement du choix de }a familie ¥ elle-méme.

Les propriétés de 1a distance sont alors des conséguernces des pro-
priétés des valeurs absolues des réels.

Dans le plan, Iz situation et un peu plus complexe. On a des
droites, sur chaque droite on peut deéfinir une infinité de familles F,
chacune de ces familles définissant une droite affine. Le théordme de
Thalds, érigé en axiome, est Ji pour nous dire qu'd partir du moment oi
on & choist une famille de graduations ¥ sur une droite D, sur les autres
droites du plan, le choix de la famitle nous est impoesé. La famillie F°
associée 4 une autre droite D’ se déduit de F par projection.
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En classe de troisiéme, on procéde de maniére analogue avec les
distanees. Une cohérence élant dtablie entre les droites affines il faut
maintenant choisir les distances sur checunes des droites de maniére 4 ce
qu'il y ait une certaine cohérence.

On définit alors uneg distance dans le plan et on verifie toutes les
propriétés des distances,

Ce sont les deux seuls exemples qui sont dans le programme. 1l
peut éire inbéressant pour élendre un peu la notion de distance de
donner d'autres exemples 501t sur le méme ensemble, solt dans d’autres
sitnations,

6 Morphismes

L.'étude des morphismes est entidrement associée 4 celle des strue.
tures. Le nom de “morphismes” n’est pas prononceé dansg le programme
et il n'est certainement pas & prononcer avec les éldves. On peut citer
plusieurs exemples dans le programme :

~de {Z, +} dans Denserable des puissances d’exposunis entiers

d’un réel a non nul, muni de la multiplication {én particulier le
casa = 10 est d ébudier};

-~ e {R, + ) sur ia droite vectorielle:

—de (R, X} sur Pensemble des applications linéaires de R dans B

muni de Ia loi de composition des applications |

—de (RY, xX) dang (R T+, X} par I’application qui, 4 un nombre

rée] positif, associe sa racine carrée positive car ¢
Aser B
et abesvab = /aX Db
- gn peut signaler un conire exemple, ¢'est-d-dire une application
qui ne transporte pas la siructiure ; Papplication qui & un réel
positif associe =a racine carrée positive ne conserve pas |"addi-

tion : a+b-svatb#yva+vh
sia Oetb#0
T Guelgues remarques et propositions — Approches et
motivations

a} sur quelles structures faut-i§ insister ?
B semble que foutes ces structures soient importantes et qu’il soit
nécessaire d'insister sur toutes, Cela veut dire que chague fois que sur
un exemple,on peut faire sentir et mettre en évidence les propriétés, il
faut le faire, Une notion peut étre mise au premier plan, c’est la notion
de groupe. Il y & suffisamment d’exemples pour gu’on puisse dégager
clatrement cette notion.
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La formulation des propriétés de I'enzemble des réels qui font que
cet enserble a une structure de corps est Pun des objectifs du program-
me de guatriéme,

De méme la mise en évidence des propriétée du plan vectoriel est
un des objectifs de la classe de quatriéme.

b) I nous paraft nécessaire d’inister sur Pétude des lois de compo-
sition intermes dans un ensemble. On peut, pour cela, exploiter, par
exemple, des études sur des ensembles finis — on peut se rappeler qu'en
sixiéme et cinguiéme on a étudié des groupes finis.

Pour préciser les concepis il est intéressant et indispensable
d’étudier des eontre-exemples (ainsi pour associativité, un contre-
exemple peut étre formé par la loi “milieu” qui 4 deux points associe
lesir milieu),

Certains expérimentateurs signalent 1'intérét des exercices de
parenthésages sur une suite d4iéments envisagés comme des régles
J'écriture.

¢) Une bonne étude de 'ordre dans Z et de ses proprietes, compa-
tibilité avee la somme et le prodnit, facilite 1’étude de 'ordre sur les
décimaux. Or Pordre est une notion continuellement utilisée en
quatriéme dans ’4tude des décimaux et dans ’approche des réels.

d) Dians certains eas if est possible de faire apparaitre un systdme
de générateurs :

—c’est le cas par exemaple pour le groupe multiplicatif des déci-
maux positifs inversibles : 2 et & constituent un systéme de générateurs
car tout nombre de cet ensemble peut se metire souslaforme 28 % 5
avec o ot J entiers, IDe méme 10 et 5 constituent un systéme de
générateurs ainsi que 10 et 2.

—¢'est le cas si l'on étudie 'ensemble des isométries laissant
globalement invariant un triangle équilatéral.

—On peut noter au passage que dans le groupe des isométries du
plan tel qu’il est défini en troisidme,on ne connait pas toutes les isomé-
tries puisqu’on n’a pas #tudié les retations. C'est 14 Ta raison gui nous
oblige 4 nous limiter 4 des cas partieuliers. Cependant,on a étudié des
gymétries orthogonales qui nows permettent ¢’engendrer les autrez que
Pon connafl déjd : transiztions et syméiries centrales, et qui en réalité
constituent un systéme de générateurs du groupe des isométries. Bien
sizr il n’est pas question de démontrer cels ici.

Mettre en évidence chague fois que cela est possible un ou des

systémes de génératewrs peut servir de préparation 4 la notion de base
d’un espace vectoriel.
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£} Pour montrer la richesse de la notion d’sspace vectoriel, i} est
bon d’sn présenter d'autres exemples. On peui utiliser pour cela
Pespace des polynomes, 'espace des fonctions affines. On peut aussi
étudier des exemples d’espaces finis tels que :

(Z ] 5z ou (Z]/gaz)*

} Pour la notion de distance, il est important de pouveir donner
daubres exemples de distances, el aussi des contre-exemples.

Pour terminer, on peut dire que les parties du pmgramme, miatzm
aux structures, gui sont bien “passées’ dans les classes sont
-~ {os groupes {plus particuliérement} ;
~ g plan vectoriel, qui permet de se donner un outil “algébrique”
simple pour des démonstrations “‘géométriques™.
L’un des objectifs 4 se fixer peut dtre le vectoriel, car ¢’est un outil
exploitable dans de nombreux domaines, en particulier en géométrie,

2 Applications

Une notion, qui est en méme temps un outil, est constamment
présentée toul au long des programmes de quatriéme et troisiéme, c’est
la notion dapplication. Il v a des applieations et il ¥ a surtout des
applications que Yon compose. Aussi une bonne maitrise de cette
notion peut faciliter I’approche des concepts a étudier en de nombreux
points de ces programmes.

1 Réels et Rationnels (R et Q).

Les programmes compoartent 1'étude des propriétés et des exercices
de caloul sur les réels écrits sous la forme -g. ol a et b sont eux-mémes
des réels, ainsi que 1'é¢ude des propriétés des rationnels. Notre propos
ne sera pus ici de discuter 'ordre dans lequel ces différents {hémes de
travail apparsissent, mais seulement de voir comment les applications
linéaires de R dans R ou ceiles de @ dans @ peuvent faciliter cex dtudes.

Nous nous plagons dans R, le travail 4 faire dans Q est tout & fait
anzlogue,

Dans R, une application linéaire est une applicalion { qui a les
deux propriétés suivantes :

® fi{x+y}=1(x)+ f{y) pour tout couplederéals x 2t ¥ ; cela
peut s'énoneer sous I forme : “Iimage d’une somme par { est la somme
des tmages”, ou encore ‘f conserve Paddition™.

& £{) x) = A {{x} quels que soient le réel x ot e réel A ; cela peut
s'énoncer sowr la forme: “I'image de ) = est égale a image de x
multiplide par A",

Prexuidre conséquence :

f(Qy=0carf (X x)=0X {(x).
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11 est factle de trouver dans Z, dans "ensemible des décimaux, dans
B ou dans Q des applications ayant cette propriété ; il suffit pour cela
de considérer des applications du type f {x) = kx. On peut démontrer
que toutes les applications f gui répondent aux deux conditions ei-
dessus sont de ce type-lA.
En sifet :

x=xX1
permet d’éerire : £ {x} = x £ (1)
etsionpose : f(1)=k
fix)=xXk

{Jne application lindaire de R dans R est done parfaitement déter-
minée par la connaissance de Vimage de 1, On peut généraliser ce résul-
tat en montrant qu'une application linéaire est parfaitement déterminée
par la connaissance d’un nombre a # ¢ et de son image 1 {2}, Cela peut
s'énoncer : un couple de réels {a,b) avec a # ¢ détermine une applica-
tion linéaire et une seule de R dans H.

Le nombre k associé 4 1 est alors tel que :
fla)=hk¥Xa=">b
On le note k= 2

Iére conséquence :
Sipourfona;
b = f {a}
alors pn aury, ;
ffacy=ci{a)=he
8i une application linéaire envoie a sur b, elle envoie a csur b e
on en déduit que ©

be¢ b

a a
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2éme conséquence
Sionad= é’_—, cela revient 4 dire que 1'application linéaire f qui

envoie a2 sur b énvoie aussi ¢ surd:

fa)=b ax *b

f{c)=d ” vd
On en déduit : =
f(hal=Afia)=2b *
flpc)=puf(c)=pd Aaeuc¥# “\ Ab+pd
fa+ yo)=
fray+f{(ue)=
Ab+ud

et Ja méme application Enéaireenvole A a + pcsuraA b+ ud;
par suite on obtient :
Ao Aadt uc

d

b Ab + ud

fa composée de deux applications linéaires est une application
linéaire, e on peut vérifier qu’tl ¥ 3 isomorphisme entre l'ensemble R
muni de la multiplication et I’'ensemble { des pplications linéaires de
R dans R muni de lz loi de composition des applications. Aingisifetg
sont deux applications linéaires telles que :
f{x)=kx
. et gix)=hx
on atra : § o g(x) = f{g{x}) = { {hx) = kbx
L'ensemble 1* des applications finéaires de K dans R qui ne son{
pas conslantes {gqui ne sont pas telles que quel qua soit x, f (x) = 0) est
un groupe commutatif pour Ia loi de compesition des applications.

Fére conséquence ; calcul de % X .3..

Multiplier ces deux nombres revient & composer deux applica-
tions !
— {'application £ qui envoie a sur b
aab
donc  aclsbe
-~ Vapphcation g qui envoie csurd

ctid
be B bd
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Par I’application ¢ o f,on aura :

ac+ke be & bd.
L’applicaticn lindaire g o { envoie ac sur bd;on en déduit :
LIV T L
b d  bd

2éme conséguence ! Toule application Linéaire non constanie 2
une application réciprogque lindaire £ 1,

Si a
B

B

cels veut dire gu'il existe une application linéaire f qui envoie a surb et
csurd. f ! envoie bsuraetdsurec

Cherchons :
fTlof{ad)=¢f (df{a))=f " {(bd}=bi ! (d)=hec;

comme f " of est identité,

ad= bhe
De la méme manidre on aurait :
s _ b
< d
L’éguivalence des deux égalités :
2 &8 4 B _ b
b d ¢ d

revient & dire qQue s Iz méme spplication linéaire f fait passer de ad b ot
de c a 4, alors {‘application lindaire qui fait passer de a & ¢ fail passer
ausst de b & d. Cest une conséguence de ls commutativité fog=go £ :

& f - b
' i
ll i
g :g
] ']
' f f
& oy

fogaj=gof(a)
._.48(]....
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Autrepropriété A b _ 2t b

C C o4

se déduil du fait que Vinverse d’une application linéaire est aussi une
apphication inéaire :

i

1 -
a P 0.0
&

3 - O
b

- e b

[

Pour les rationnels, la démarche peut &ire Iz méme mais fcf on 2
une situation un peu particuliére due aux propriétés arithmétigques de Z.
Dans la classe des expressions de la forme %— représentant le méme
rationnel il ¥ a une “forme frréductible”, Cela va entrainer des procé-
dures particuliéres dans les caleuls.

Toute ceite étude et cette utilisation desz applications linéaires de
R dans R peut 8tre préparée avant [a classe de quatriéme par I'étude des
applications linéaires de Z dans Z, et par U'étude des applications
Hinéaires d'un corps fini dans lui-méme.
2 Fonctions polynomes de R dans R
Les opérations d’addition et de muliiplication définies dans R
permettent de définir des opérations d’addition et de multiplication
pour l'ensemble des fonctions linéaires.
8ix Ly 1 (0)
w8, £ {x)
alors xE7BY (x} + g (x)
et xEXBf (x) X g (%)
Ainsisif(x) = kx
gi{x}=hx
alors f(x) + g {x) = {k + h) x gui 25t une fonction linéaire,
et fx}x g{x)= k.h.x? quin’est pas une fonciion Hnéalire.
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Pour des combinaisons de sommes et de produits, on obtient ainsi
'ensemble des fonctions polynomes n’ayant pas de terme constant.

Mais si au lieu de partir des fonclions linéaires on part des fonc-
tions affines on obiient ioutes les fonctions polynomes, comme
comnbinaisons lindaires de sommes ou de produits de fonetions affines.

3  Droite affine

Nous avons vu plus haut que le passage d’une graduation g & une
graduation g’ de la famille F définissant une droite affine &tait une
application affine de R dans R ;

g'=ag+bh

Une étude assez compléte de 1'ensemble des applications affines de
R dans R avant I'étude des graduations de la droite peut permettre une
meilleure compréhension de ce qu'est une droite affine.

On peut prendre comme définition d’une application affine de R
dans B une application f telle que ¢

x+-fsax + b AVEC sz g

Dans Pensembie des applications affines ainsi définies, la loi de
composition des applications est une loi interne, en effet :
8i f:x— ax + b
o g:x s @’x 4+ b
alorsfog:g v ad’x + ab’ + b
- non commutative 1 fog ¥ go {en général ;
~ associative ;
—pour laguelle il y aun élément neutre : i 1 X = X ;
- pour laguelle chague élément a un symétrigque :
1 i g lx b
a a
Contrairement a ce qui se pagsait pour les applications linéaires de
H dans R, il ne suffil pas de connaitre un nombre ef son image, mais il

faut conngitre deux nombres distinets et leurs irnages pour définir par-
faitement une application affine,

Les propriétés qu'on retrouve dans la famille des gradua-
tions ¥ d'une droite affine sont les proprietés de Vensemble des appli-
cations affines de R dans R.

Prenons un exemple : désignons par K le corps Z/gy 'est-d-dire
P'ensemble i0,1, 2, 8, 4] muni des opérations d’addition et de multi-
plication. Comptons toutes les applications affines de K dans XK.
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Yer procéde :
—il ¥ a cing translations qui sont les permutations circulaires ci-
dessous :

QO O O O 0
o 1 2z 5 i

/"’\

 — e s —— .  -fE——
o 1 2 3 q

—il y a quatre homothéties laissant. 0 invariant. :

° Q9 9 9

O .ﬂ. » lp— o
0 1 2 3 4

a

T B

— toutes les autres applications affines de K dans K sont obtenues
comme composées d'une homothétie et d*une translation, il y en a donc
en tout 4 fois 5 ; soit 20.

2éme procédé : Une application affine de K dans K est définie par
la donnée de l'image de deux points (par exemple 0 et 1). Orilya
5 X 4 facons de choisir des images, il ¥ a2 dons 20 applications affines de
K dans K. e
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Bt maintenant, on se donne uns droite D ayant 5 points, on peut la
graduer avec K, une graduation étant une bijection de Pensemble des
points de D sur K. Il ¥ a done 120 graduations possibles pour ID.
Chague famille F définissant une droite affine sur D contient 20 gra-
duations. It v a donc 8 familles possibles et donc le méme “support"
peut permetire de définir 6 droites affines différentes.

On peut donner une graduation de chacune des 6 familles :
1dre famille :

Z2éme famille :
3éme familie :
4éme Tamille :
Béme famille ;

6éme famille :

Ox Ox ON oM ol ok
B M WM oM opg X o M
WH MO M M M o K
B M o MM b o M

bt bt i B e M el B M

On a ici un exemple de ce qui se pasge pour la dreite du plan
“habituel”, 12 méme droite, l¢ méme ensemble de points peut porter
une infinité de droites affines, une infinité de families F de graduations
{applcations de D sur ®).

4 Plan affine

Dans le plan, chague droite pouvant porter une infinité de fa-
milles F de graduations, Paziome de Thalés nous permet de dire que
les choix que 1'on peut faire sur chague droite ne sont pas indépendants
les uns des aotres. A partir du moment o0 le choix est fait sur 'une des
droites du plan, il n'est plus & faire sur les autres droites, mais il est
imposé par le fait que les graduations de 1z lére droite deivent se
projeter sur les autres droites selon les graduations de ces derniéres par
des projections suivant une direction donnse,

En d’autres termes : soit D et D’ deux droites du plan, g une
graduation de D et ¢ unie graduation de 1), p une projection de I sur
D’ selon une direction § (ne contenant ni D ni D’).

0 P D
g 38'
R

e 4B o
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L’axiome de Thalés peul alors s'énoncer de plusieurs maniéres
dgnivalenties ;

1- g o p o g est uneapplication affine de R dans R,

2. g o pT! est une graduation de D’.

3- ¢ o pestunegraduationde D,

4 - Pour p donnée on obtient toute la famille de gradustions de
la droite I’ en composant p™' avec chacune des graduations de la
famille D.

Remargue : Lorsqu'on choisit une graduation particuliére g sur D
el une graduation particuliére g" sur D°, alors et alors seulement on peut
définir le rapport de projection. Mais ce rapport dépend du choix de g
et de celui de g’

& Plan métrigue

On peut alors définiy une distance sur chacune des droites et cela
d'une infinité de manisres. Le probléme est alors de choisir les distances
sur chacune des droites de maniére a ee qu’il v ait une certaine harmoni-
sation.

Pour ecla, on peut choisir sur une droite Ir queleonque une sous-
famiile F de graduations telle que si g el g, sont deux graduations de ¥
on ait :

& g = eg+th  ( e€i—1,1})

On peut aussi choisir sur une droite D' une sous-famille F° de
graduations ayant 1a méme propriété, mais ces deux choix ne peuvent
pes étre indépendants ; ils doivent éire iels que le rabport de projection
orthogonale de Id sur ' soit le méme que celui de D' sur 1), pour une
gradaation g sur D et une graduation ¢' sur D', Celz permet alors de
définir une distance sur le plan. Pour démontirer les propriétés essentiel-
ies on peut icl encore utiliser Iz composition d applieations,

Aprés celza 'dtude des isoméiries revient 4 "étude de certaines
gpplications bijectives du plan. Le programme demande de voir que
Penzemble des isometries est un groupe pour la composition des appli-
cations.

& Plan vectoriel

L'étude des translations et de leur composition est encore une
etude d’applications et ¢’est a travers cette étude qu’apparaft le plan
vectoriel,

On peut ensuite retrouver les applications linéaires du plan
vectoriel dans lui-méme,en particulier les homothéties vectorielles.

T Quelques applications de R dans R

. L'application : ¥ — x* est une application surjective de R dans
RY, '

-~ 488 —
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L’application de Rt dans RT : x — x¥ est une application
bijective. Elle admet une applicalion réciprogue elle-méme bijective de
R+ dansR¥ :

P ——

cette demniére application conserve ia muitiplication :
a4 r— \f-.‘.-f
b rs /b
aX b~ ab=+ax Vb

mais pas 1'addition.

8 Une remargue sur ies reiations d’incidence.

Rien n’eblige dans I"noncé des axiomes d'ineidence 4 considérer
les droites comme des ensembles de points, On peut trés bien considérer
que V'on a deux sortes dobiets, les droites, les points et que les objets
sont liés par une relation. Ainsi on peut donner irois représentations de
ia relation d’incidence sur un ensembie de 4 points et d¢ 6 droites ©

ler schéma :

Zéme schéme !

~ 486 =
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3éme schémas :

4,
G F— d,
a——r
f = s d;
d
qa—— ¢
¥ B dy
m— d,
3 s I

9  Quelques propositions

Aprés ce tour d'horizon, il parait fondarnental d’étudier 1a notion
d’application, 4 travers do nombreux exemples, les applications Hadaires
et affines & travers gueiques exemples.

Pour cela, il parait intéressant d'utiliser des situations finies qui
permettent dexpliciter e de bien se rendre comptle de ce qui se passe,
Mais 4 ¢6té des situations ol on peut tout écrive, it est peut-étre
intéressant, avant de passer 4 des ensembles ayant une imnfinite
d’éléments, de trouver des ensembles finis mais difficiles 4 expliciter car
déjd nombreux, Les éléves seront amenés a remplacer 'explicitation par
des énoncés de propriétés, ce gu'ils seront obligés de faire ensuite pour
les cas non finis.

Certaines études préliminaires, bien que n'étant pas explicitement
au programme, peuvent aider 4 la compréhension de la suite, et par
conségquent faciliter le travail qui viendra ensuite. Ainsi 1'étude des
droites affines sur un ensemble de cing points peut montrer combien le
choix est arbitraire quand il n’y a pas de considérations physiques et
axnerimentales pour nous guider. )
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