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Présentation du plan cuclidien
en troisiéme
par H. DELAVAULT (Caen)

La solution satisfaisante du point de vue mathématique est celle de
partir du plan vectoriel sur lequel on définit un produil scalgire. On
peut juger cette présentation trop absiraite et lui préférer, pour le pre-
mier cycle, une définition moins satisfaisante pour Pesprit logique mais
plus naturelle et permetiant d’atteindre rapidement les résultats essen-
tiels,

1& choix, parmi les propriétés de base du plan euclidien, de la
symétrie du rapport de projection orthogonale de deux axes, satisfat-
sant du point de vue mathématique, ne me semble pas trés naturel ; en
autre, cette propriété ne résulte pas directement des manipulations mais
s'an déduit par application de l'axiome de Thalés. Le lien entre les
axiogmes retenus pour le plan affine et les propriétés de base du plan
euclidien n’est pas clairement mis en évidence ; il semble qu’il ¥ ait un
hiatus entre les deux points de vue adoptés.

12 probléme posé peut se résumer ainsi :

Les axiomes définissant, en quatriéme, le plan affine sont du type
suivant :

- gyiomen d’'incidence ;

- gtructure affine sur chaque droite du plan ;

- axiome de Thalés reliant ces structures affines et permettant
ainst de définir une structure affine du plan.

On doit ajouter 4 ce plan affine des propriétés permetiant de relier
entre slles les siructures euclidiennes des diverses droites, donc de déh-
nir une distance dans le plan.

Plus précisément : (

Soit une droite affine A = (E, ®}. La famille $de bijections de B
sur Bt est caractérisée par Pinvariance du rapport ;

(P} 1(Q)
KRY—T(5)

P et 4} deux pointe quelconques de B, R el 8§ deux points distinets de B,
f un élément quelconque de $.

Lixiome de Thalés permet de définir sur B* une famille $°,
A = {E’, ¢’) étant une droite affine.

A une droite affine 4 = (E, ) sont associfes une infinite de
droites euclidiennes D = (E, F}, F C ¢. A chaque droite suclidienne D,
donc 4 chague familie F extraite de ¢, correspond une distance sur E.

—~ 483 —




Bulletin de TAPMEP n°284 - Juin 1972

SifeF, diA, B) = |f{B) —((A)|, A et B deux points quelconques de
E, invariante dans F, Par projection P§ de E sur £°, on fait correspondre
# la famille ¥ purticuliére, une famille F’, I}* = {£’, F’) étant une droite
euclidienne. On définit donc ainsi une distance sur B, lide & F'.

Partant de la meéme famille ¥, par
une projection Pg,, 8, # 3, on
obtient une droite euclidienne
D’y = {E’, P, ) généralement
digtinete de D*, et par consé-
guent sur E* uné autre distance.
Ceci est en aceord avec les cons-
tatations physiques. Sur la
figure 1, iz distance physigque des
paoints A’, B’ est différente de celle des points A"y, B, . O que ’on peut
énoncer bridvement : la distance n'est généralement pus “conservée’
par projsction,

Ce gue nous devons fairve, c’est cholsir une direction de projection
permettant de faire correspondre 3 la sous-famille F C &4, une sous-
famille F° C 4 unique. De la gructure euclidienne choisie sur E, done
de la distance définie sur E, nous déduirons done une structure euchi-
dienne done une distance sur toutes les droites du plan.

Les manipulations préparatoires 4 cetie introduction mathéma-
tique sont toutes centrées sur 1"étude du “pliage” du plan le long dune
droite, c'est-d-dire sur la symétrie orthogonale par rapport & une droite.

En outre, dans 1*étude mathématique des transformations du plan
conservant sa structure euclidienne, une place prépondérante est
donnée a la symétrie orthogonale {ou symétrie axiale).

Son introduction, gui semble nafurelie aprés les manipulations,
permet donc datteindre rapidement des résultats intéreseants tant du
point de vue mathématique gue du point de vue pratique.

Ii sst évident que prendre pour propriété de base Vexistence d’une
symétrie axiale faisant corréspondre une droite D of une droite D’ du
plan n'est pas du point de vue purement mathématique satisfaisant dans
le sens que toutes les propridtés de base ne sont pas indépendantes. Mais
le naturel et Iz puissance de Poutil ainsi mis entre les mains des enfants
me semblent pius importants. Dans ¢ second cyde, on pourra, 4 loisir,
a partir du plan vectoriel et du produit sealaire revenir sur ces questions.

n peut provéder ainsi ;

A ~— Etude de la symétrie par repport @ une droite L suivant la
direction §, L€ 5 .

Cette étude peut se faire en exercice a le fin de la quatriéme ou en
réviston au début de la trosiems, '
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Définition : 5, : M—M’, MM’ E §, m milieoude (MM}, m & L
Propriétés i mettre en évi-

;5 B dence :

/ " o, 1}s, os, = identits, s, bijec-
\/’7 tion du plan.
/\ /m ; 2} Points invariants : tous les

- points de L.
@\ 3} La transformée de la droite
B D est une droite I)’, ayant les
propriétés suivantes :
Bi D est paralléle a L, alors D’ est paralléle 4 L :
denxcas : D=1, alosD'=L=D
DL alosD'# L ef D’#F I
SiDNL={A} alosD'NL= {A}
deuxcas: DES alosI¥edetD=D
Deéd alomD'edetDED

les deux droites sont sécantes.

S8 D, et D, sont paralldles, leurs transformées D', et D', sont paral-
itles.

On peut donc définir une symétrie dans I'ensemble des directions ;
deux directions sont invariantes : celle de L et &,
Remargue : la démonstration de la propriété que la transformée d’une
droite est une droite peut s¢ faire de deux maniéres :
—on prend un repére dans le plan
{0, 1, i}, OEL, i de méme direction
que L, j de direction § et on éerif
les équations de D et de D',
—on utilise Ia propriété déduite de
I'axiome de Thalés : D et D’ deux
droites paralléles, {ABC) o
{A’B"C"} deux tripleis respeclive-
ment de points de D et de pointe de

, e
af e e o 1EB]  [AEB

st _ﬁ]n -[58] fes

o droites AA', BB’, CC' sont soit

/‘a‘ \B' c'\

paralléles seit concourantes. {voir
démonstration par IREM de Btras-
bourg).

B — Manipulation sur le “pliage” le long d'une droite L

On a ainsi une représentation physique d’une symétrie par rapport
i une droite L suivant une direction 4.
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Dans Pensemble des directions, nous avons une symétrie par
rapport & la direction A de L, suivant la direction &5 et 5, {85) = 8o

Dans ce cas particulier, on constate que s (A )= A,

Nous définigsons done une relation dans I'ensemble des directions
appelée relation d'orthogonalité ; L et DE5, sont dites perpendicu-
lnires.

On constate en outre que dans ce cas particulier, par “pliage™ si
Arr A’ et BB, distance physique d{ A, B} est égale a d(A"B’}.

De plus, dans le pliage, deux droites perpendiculaires se trans-
forment en deux droites perpendiculaires,

Considérons maintenant deux droites distinctes ; il existe toujours
un “pliage’” les faisant se correspondre. (8i les droites sont paratléles il
en existe un seul, si les droites gont concourantes il en existe deux).

A 8 Nous pourrors donc cholsir ce pliage
pour definir sur 1)’ une distance con-
naissant, celle définie sur D, ou ce

L1
\\ b qui revient au méme prendre 3, pour
" j direction de projection permettant de
N déduire Ia structure euclidienne de I’
de celle de D.

La figure 4 résume toutes ces propriétés.

RS NS TR I

G — Propriétés de base du plen euctidien
Soit P un plan affine. On suppose en outre ;

1) il existe dans ensemble £ des directicns de P une refation
d'orthogonalité satisfalsant aux propriétés énoncées (voir programme).

Remarquons que le plan satisfaisant aux axiomes d’'incidence a au
moins trois directions distinctes ; Pexistence d’une relstion d'orthogo-
nalité implique au moins quatre divections distinctes.

2} pour toute paire de droites {D,D’} , il existe une droite L telle
que dansg la syméirie prihogonale par rapport 4 L, D ef D° se corres-
pondent,

Les structures euclidiennes de D et I sont telles que, A ot B étant
deux points quelcongues de P, A’ et B’ leurs images par symétrie,

(d(AB) | p={d(AB}]
3} toute symeétrie orthogonale définie dans l'ensemble des
directions du plan trensforme denx directions orthoponales en deux

directions orthogonales (il ¥ a compatibilité avec s relation d’orthogo-
nalité}.
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D Conséquence pour le rapport de projection orthogongie de
deux axes

—droites P et I¥ perpendiculaires : les deux rapports de projection
sont nuls,

~~droites D et T’ paralléles, si les repéres se correspondent dans la
projection orthogonale, les deux rapports sont égaux 4 1.

—droites ni perpendiculaires, ni paralléles. £ axe défini par D et le
repére {3, A), A’ axe géfini par I}’ &b le repére {D,A’) {voir fig. 4}. Par
symétrie, A'B perpendiculaire 4 D) se transforme en AB’ perpendiculzire
4 I¥, Done AA' et BB’ sont parsiléles {direction orthogonsle 3 la
direction de L) et d’aprés I'axiome de Thalés :

[OB] py = [OR} -
Doit ¢f 4,4 .) =of A, A)

~ Conclusions : des discussions autour de ce point de vue ont eu lieu
avee I'équipe du CRDP de Caen et avec 'équipe du CDPP de Quaga-
dougou (Haute-Volta). Cette derniére a mis au point des fiches pour
éléves quelle expérimente actuellement. La symétrie orthogonale est
introduite aprés les manipulations sur le “‘pliage™ ef sans travaux
préliminaires sur la symétrie dite “obligue”™ ; mais "étude n’en différe
absolument pas. Traiter d’abord la symétrie “oblique” permet de
dégager les propriétés indépendsmment de ia représentation de i'angle
droite & laqueile nous sommes si habitués.
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