Bulletin de 'APMEP n°284 - Juin 1972

Géométriec métrique et produit scalaire

Rédigé par R. Gauthier, d’aprés les idées de I’équipe de I'lREM de
Lyon, qui a travaillé sur la métrigue en classe de troisiéme,

Les commentaires sur les programines de géométric de Troisiéme
donnent une certaine présentation, 4 mon avis un peu lourde, des
notions de métrique plane introduifes dans cetie classe,

Le professeur “‘restant fibre du choiy des axiomes ef de Pordre de
presentation”, il est évident que le contenu de ces “commentaites” n'a
pas de caractére imperatif.

Certains professeurs des classes expérimentales de ireisiéme ont,
en 7071, tenté une autre approche de ia présentation du plan euchdien
en utilisant un produit scolaire dans Pespace vectoriel mssocié,

L'expression “‘produit scalaire™ ne figure certes pas aun
“prograrame” : mais il ne s'agit pas, dans cette classe, d’étudier une
théorie de queleonques formes bilindaires symétriques, mals d utiliser
un outil efficace et pratigue, en vie de l'introduction claire et simple
d'une métrique.

Cet outil, on pourrait sans doute éviter de Ll'appeler “produit
scalaire®, si les mots effraient certaing : les mots n'ont que 'importance
qu'on leur donne. Mais il est tout de méme commode de disposer d'un
vocable pour désigner un outil mathématique souvent utilisé.

Je n'ingsisterai pas outre mesure sur ‘‘avantages™ et “inconvé-
nients” ¢ {ls nous sont apparus 4 l'expérience, et les collégues pourront
eux-mémes juger apreés expérience.

1e produit scalaire passait pour &tre une chose arbitraire et
théorique ; ce n'est pas du tout certain ; en tout cas il est évident que
certaing aspects théoriques seront aceompagnés d'iflustrations concerétes
avec compas, double-décimétre, rapportewr of équerre.

N'utilise-4-on pas depuis longtemps, et dés la quatrieme, des calculs
sur les polynomes beaucoup plus “théoriques™ gue ceux qui seront mis
en ceuvre jci 7
Avantages :

— Clarté ot efficacité de la présentation des guestions meétriques ;

— Utilizsation de D' outil wvectoriel” mis en place en fin de
quatriéme ;

~— Fraiter la trigonomeétrie avant ’étude des isométries ;

- Utilisation de calculs simples sur des polynomes ;
~~ Préparation de 'avenir pour les éléves qui iront dans le second
ecycle ; :

- Mise a la disposition du physicien d’un outil utilisable dans
d'autres domaines (travail) ;
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— L'¢léve de quatriéme a vu qu’il n'y a pas séparation étanche
entre “algébre” et “géométrie™, bien au contraire (droite affine ¢t R,
équation de droite).

Inconvénients

- L& produit scalaire utilisé est }ié & une base du vectoriel (voir
annexe) ;

~ L'intérét apparait a 'enfant, seulement aprés coup lorsqu’if a
assimilé vertains résultats ¢

- Prégentation “parachutée”, dans une cerfaine mesure.

1l n'est pas question ici de donner le développement complet d'un
“cours” de troisiéme. Jindiquerai la démarche généraie en insistant sur
certains points particuliers,

Dans Vespace vectoriel Y Dang le plan affine sssocié P

@) définition d'un produit scalsice

@ MNorme dunvectenr . ... distance de deux points

@ Yecteurs orthu'ganaux J... droites perpendiculaires

@ Couples de vecteurs unitaires ;. . )... cosinusd'un couple de demi-droites
Cosinus Trigonoméirie pratique

G . 1. . Isométries affines

1 Friroduction d'un produit scaleire

2} Quelques qctivités prépardfoires {Aucune théorie ... Ne pas
chercher icl d'espace vectoriel ...)

— Le marché de la ménagére :

2,6 kilos de pomimes de terre a 1,20 Fle kg
3 fromages 4 080 F Pun
2 pains a §656F l'un
2,5 X 1,29
Prix d payer 3 X 0,80;—={2,5X 1,20)+ {3 X 0,80} + (2 X 0,865}
2 X 0,68)
- La facture du gaz et de 'dlectricité :
Kwh :a; prix unitaire ; x

‘Thermies : b ; prix unitaire : y
Prix 4 payer ! ax + by,
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~ Les tranalations sur un gqua-
drillage ont déja été étudides en cin-
quiéme ;
t est la translation associée au couple /
2,4 |
; est}ia franslation associée au couple “
-2, 1} [~
f:A+— R - i
g:A—C

Au couple {f, g} sssocions Ia somune e
(2X (—2n+{4X 1} I 71
[(2,4):;(2,1)]— 4+4=0
8i le quadriliage est & mailles “‘réguliéres™ et construit & 'équerre,
ou celui du cahier §’acolier, on pourra constater que les droites maté-
riclles AB et AC sont ‘‘perpendiculaires” au sens de l’équerre du
commerce,
On pourra d’ailleurs recommencer avec d’autres translations ba by
et t’(a',b’) telles que ’

aa’ + bb' =0 '
Par contre, st le quadrillage est *‘non régulier”, ou “oblique™, on
ne peut plus sppliquer 1'équerre sur les droites matérieilez AB et AC.

3

]
On remarquera au passage que, ce qui nous intéresse, ce e sont

pas les coordonnées des poinis, mais bien les couples de réels associés
aux tronsiations, c'est-d-dire les couples assotiés aux couples de points.
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—n trouvera sans peine d'autres activités pratiques dans les.
quelles on met en jeu upe *“forme” bilindaire et symétrigue.

Ces exercices, qui ne prennent pas beaucoup de temps, nont
d’sutre ambition gue d’amener Péléve a I'idée d'utiliser des conples, des
triplets, des sommes de produits de reels pour rendre compte de
certaines réalités physiques, économiques, etc ..,

Elles semblent tout de méme indispensgbles pour que Vintro-
duction du produit scalaire dans R? ne s0it pas trop abrupte et surpre-
nante.

b} Un outil nouveagu

U désigne ’ensemble des vecteurs, associé au plan affine P : U est
un espace vectoriel sur R ; €1, }5 est une base B de ‘U, choisie une fois
pour toutes. '

Side VU s'berit ai + E}', (a.b} est le couple de composantes de ¥
relativerment & 8.

Notation (;)

ﬁ'(l?} et B’(;,) sont deux vecteurs de U,
Au couple {#,V} associons le réel : aa’ + bb’

On définit sinsi une application
v t VxR
(&, D) — aa' + bb’

Cette définition est, bien sir, liée a la base B choisie, ce qui ne
comporte aucune restriction mathématique {voir annexe}.

If est commode, mais non indispensable, de donner an hom & ¢ :
appiieation “‘produit scalsire”.
Notation possible : ¢ {8,0) = B0 {on lit : “i scalaire )

fon < o>
Les propriétés qui suivent ne seront pas démontrées : efles

domnent Poceasion de calculs sur des polynomes simples dans R et
fournissent matidre 3 un entrafnement intelligent sur ces calouls.

c) Propriétés

il, U, i@ désignent des éiéments quelcongues de %Y, dont on
choigira les composantes ; ¥ désigne un réel quelconque.
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Premiére notation (fonctionnelle) Seconde notation
o@Dy = @, F.0=7.%

@Y= T X e, Ty EA(rPD=7x ({d.D
elZB@B) = @D+ WD) |2 T D=GF. D+ @.
$(#,B)>0 Z. u»0

e N=9d H=1 T.7=7.7=1

e H=0 7.7=0

e U= 0p—iif=0 B.a=0r1u=6

Exercices possibles

-~ Discussion sur la signification des signes “d’addition™ et de “multiphi-
cabion” qui figurent dans les formules ci<lessus,

— Calenls divers, en particulier i 5.0 = a, caleuler (m T} {n®)
— Caleuls de d.(~—), (—@)(~B), (Z+ T (T~T) (T + BT+ ¥)

—¥u (E] ; trouver des composantes de F(0'# ) tal que .0 = 0

Que dire alors de (m ).{n T ?

— 12 produit scalaire de deux vecteurs non égsux a 0 et de méme
direction n'est pas nul,

Tout cela utilise, au départ, essentiellement les couples de compo-
suntes : mais précisément, les composantes, si elles ne servent pas, a
quoi bon les introduire en quatriéme ? Pourquoi avoir fabriqué, dans
ectte classe, un espace vectoriel, parlé de base, pour ne plus 'utiliser en
troisiéme ?

2 Vers une distance mathématigue dans le plan
a) Aclivités préparatoires

Si on disposait de femps (helas ! ..} i serait iniéressant de
présenter, sur des exemples simples, des distances diverses :

Distances de parties d’ensembles, distances sur quadrillage, écarts
d’opinions, elc ...

On peut ici rappeler la notion de distance sur une droite eucli-
dienne vue en quatriéme, L’usage du “double-décimétre™ est suffisam-
ment connu pour qu’il ne soit pas néceasaire de 8’y étendre.
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On pourra tout de méme faire remarquer que ka “distance’ définie
en quatriéme est lide & chaque droite graduée ; il n'y a pa compatibilité
avec le transport du double-décimétre d*une droite sur une autre : 2n
schématisant, chaque draite euclidienne esi tnunie de son propre
double-décimétre. D'od Ia nécessité d’une nouvelle définition : elle ne
dépendra plus de chague droite, mais du “‘repérage” méme défini dans
e plan.

b} Norme et distance
On a vu que !
iger? DHr-H=id
dg=0p— #=0
Le réel positif 7.1 est appelé norme du vecteus i,
Onlenote: |4l
Si (A,B) est un couple de points, représentant de %, le réel / AB.AB,
norme de AB, est dous des propriétés de la distance sur la droite.

Dans 9 Dans P

I2h =V Ed= V& + b2 1ABl =V AB.AB
17l = ob—iit= T | AB! = gt—a =B
VEg=+ (. fABl = liBal
La distence de deux points A et B dans le plan P est le réel / AB.AB
Notation : d{A,Bj
L'inégalité d(A,B)+d(B,C)>d (A, )

pourrait étre démontrée ici en uiilisant une propriété de la norme d’une
somme. La démonsiration est un peu délicate : on a sans doute
avantage A la reporter phus loin, aprés le théoréme de Pythagore et la
distance d’un point & une droite.

I} oi'est pas sans intérét de faire remarquer :

-~ que cefte distance est liée 4 la base choisie dans i'espace
vectoriel ¥, donc au repére choisi dans fe plan associé ; c'est bien eo
qui se passait, aprés tout, lorsque 'on a défini une distance sur la droite.

—que les propriétés de d (A,B) rendent compte des propriétés
observées dans les manipulations du double-décimétre.

— que cetbe ‘distunce dans P contient la “distance sur Ia droite”
définie en quatridéme, & une condition :

— 442 -



Bulletin de TAPMEP n°284 - Juin 1972

8i (E , F} est le repére d’une graduation { sur la droite, désormais,

.pour toutes les droites, ce repére sera choiei de telle sorte que, pourla

distance d du plan ; 4 (E,F)= 1
MN = (£(N) — £(M)). EF

MN.MN = (f(N) ~ 2(M))? X (EF.EF)
d(M,N) = |B(N} — (M| X d(E,F}
A(M,N) = [E(N) — (M)}

Aingi est #établi, de maniére non artificielle, un lien eptre les
“distances” sur toutes les droites de P : Ie¢ plan est un plan euclidien.

8i {1, J, K} est le repere de P : d{1,J) = d(1K} = 1.
c} Les applications
— Milieu : si K est le milieu de (A,B}, d(AK) = 4(K B} ;
— Le cercle, le disque : usage du compass et distance physique ;
— Divers triangles, isocéle, équilatéral ;
— {6tés du parailélogramme et du losange ;
— Conetructions en dessin géométrigque.

3 Perpendiculaires
a) Activiiés préparatoires
. Théorique
IZ+82 =zl + 120 + 2x @)
On notera la propriété suivante :
lg+al =gl + 3 —wp=0

. Pratigue

ab.c désignant trois distances, on
pourra chercher des triplets (a,b.c) de réels
tels que :

¢ =a®+p
On trouvera sans peine {5,4,3) ; (50,40,30) et hien d’autres ...
On peut faire fabriquer, avec des fils métailiques de longueusrs 50,
40 et 30 en cm, un triangle qui ressemble ét!angemgnt A une éguerre du
commerce. On fera ainsi faire prendre conscience du lien étroit existant
entre :

un fait mathématique : &.7= 0 et a* + ¥* = ¢
un fait physique : perpendicularité “matéricile” de deux cotés.
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by Droites perpendiculaires

Deux vecteurs ¥ et v tels gue W.U=90 sont des vecteurs
orihogonaux.

S'ils sont différents du vecteur 5 alors iis ne sont pas de méme
direction {voir plus haut}.

8i 7.7 = 0, alors tout vecteur de méme direction que @ est ortho-
gonal & fout vectewr de méme direction que v (voir plus haut).

La droite d est une droite de vecteur directeur ¥,

la droite ¢’ est une droite de vecteur directeur 7.

8i ¥ = 0, d et d’ sont perpendiculuires

Notation : d L g’

Les propriétés de ceite nouvelle relation notée_l dans ’ensemble
des droites de P, les propriélés entre perpendicularité et parailélisme,
découlent immédiatement de cette définition, en exploitant ay misux
Poutil vectoriel,

¢} Les applications

- Perpendiculaires et droites de méme direction |

— Droites perpendiculaires & une méme droite |

- Unicité de la perpendiculaire, contenani un point donné ;

- Hauteur ;

— Usage de Véquerre ;

— Médistrice d’un segment ;

— Cercie contenant trois points donnés ;

— {onstructions avec le compas,

d) Pythagore

De la propriété vectoriele Z.0= Okl + B2 = @2 + ¥k

découle la propriété dans le plan
AB L ACHH{A(B,C))® = (3(A,B))? + (HA,C))?

On a, du méme coup, le théoréme de Pythagore et sa
“régiprogue”.

Les applications immédiates sont bien connues :

— Rectangle, ses diagonales ;

— Triangle rectangie et rercle cireonserit ;

-= Cbté du carré et diagonale ;

-- Distance d*un point & une droite ;
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— Inégalités entre ¢4tés du triangle rectangle ;
-~ Cercle et droite : position relative.

4 Cosinug - Trigonométrie - Projections perpendiculaires.,
a} Projection orthogonale

(d.D) et {1°1”) étant deux droifes graduées, Péléve de quatridme a
étudié la projection, de direction donnée, de d sur d’, et le rapport de
projection associé.

8 on choisit des greduations compatibles aquec la structure
euclidienne du plan {vecteurs unitaires de normes égales dans ce plan) ot
si la direction choiste est perpendiculaire & d, alors on pourra parler de
projection orthogongle de d sur &’.

{O,P) est un représentant

du vecteur directeur uni-

taire % de &' (un vecteur

unitaire est un vecteur de d

norme 1},

{02, 8) est un représeniant

du vectaur uniteire direc-

teur v de d.

P’ est le projeté ortho- \

gonal de P sur d et 1'abs- riad 4

cisse k de P” sur d est le /0 > P85

rapport de projection

orthogonale de {{".f") sur

(d.f).

En utilisant les propriétés du produit scalaire, on démontrera que :
27 = OP.OS= k.

De méme, 5 k' est le rapport de projection orthogonale de dsur 4’ :
vi=050P= &’

Dotk les propriétés immédiates :

-k = k' Dans le plan suclidien, le rapport de projection ortho-
gonale de d sur d’ est le méme gue le rapport de projection orthogonale
de d'surd,

. ik} < 1 (voir triangle rectangle OPF’) donc

-l k<41

- A tout couple de vecteurs unitgires de Vespace wvectoriel
euclidien ¥, on peut assoeier le réel k, compris entre —1 et + 1 ¢ ¢est

le cosinus du couple {#,7) ou du couple @.2)
k = cos (#,0) = cos (V;F)

i
P

»

i
£
i
i
%
I
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b} Angle géoméirigue ol cosinus
Si (@,7) esi un couple de vecteurs unifaires de U, 3 ce couple on
peut associer, dans le plan euctidien o 1'on a choisi un point 4 ;
—spit un couple de demivdroites de méme origine § (Jx, Jy), de
vectaurs directeurs ¥ sb U
—s¢it un couple d'axes X et 'Y

. / o

On pose
o0z (¢, V) = cos {Jx , Jy) = coa (X, Y)

& D est Pensemble des couples de demi-droites tels que ies demi-
droites d’un méme couple aient Ia méme origine, on définit dans D la
relation ¢ :

* .. a méme cosinus que ... '

Cest évidemment une relation d’éguivalence : une classe est un
angie géomdéirique de demi-droites ;

(xdy) € (Kx'Ky') signifie (Fx,3y) = (K’ Ky")
Mémes définitions pour un angle d'axes.

Certains angles géométrigques regoivent un nom pariiculier selon les
valeurs du cosinus associé ; on en donnera une représentation physique
par des croquis bien elnssiques :

k=0 cos{@H =0 Jx L Jy angle droit
k=1 cos (G,p) = 1 =9 angle nul

=—1 cos (A P) = —1 ] angle plat
0< k< +1 angle aigu
—1 < k<0 angle obtus
Exercices possibles :

— JIx étant donnée, construction d'un couple (Jx, Jv) de eosinus
donné (2 solutions).
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— Usage du rapporteur pour trouver une mesure physique pour un

couple donné,
c) Trigonométrie pratique

On ne fera pas une théorie compléte de ia trigonométrie ; i suffit
que [éléve, arrivant en seconde, posséde les quelques connalssances
nécessaires 4 la physique “‘concréte” étudide au début de cette classe.

On étudiera les guestions suivantes dans une optique résolument
pratique :

~ Couple de demi-droites d'origine J et repérage sur un demi-
cerele.

— “Sinus”’ défini comme 'ordonnée d’un point.

Le cosinus est 'abscisse de ce point,

— Relation entre sinus et cosinus. Définition de la tangents comine
un quotient de réels.

- Applcation au triangle rectangle.

— {Jsage des tables et mesure concréte d’un angle géoméirigue.

5 Isoméiries du plan euclidien
a) Activités préparatoires

1’éléve a étudié en quatriéme un cerfain nombre de bijections du
plan :
- la syméirie centrale
- la translation

Sur quelques exemples, on pourra eonstater que, pour chacune de
ces deux bijections, i A et B ont respectivement pour images A’ et B,

_ d(A, B)= d(AY, B)

Eiles “conservent la distance” dans le plan euclidien.

De maniére plus coneréte, dans le plan physique, Péléve pourrs
constater que, dans un pliage, il ¥ a aussi conservation de la distance du

COMpas.
Par ailleurs, on notera aussi, £ titre de contre-exemple, que, en
général, pour une projection orthogonsle sur une droite, la distance de

deux points n'est pag conservée.

b) fsoméitries

Si £ est ane bijection du plon euclidien P, et 5i pour tout couple de
points (M, N)
d (M, N) = d (#({M), £{{N}}

akors T est une isoméirie de P,
La translation, la symétrie centrale sont des isométries,
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On définira une nouvelle isométrie : la symétrie par rapport 4 une
droite.

L'étude théorique se borne & montrer gue lensemble 3 des
isométries de P, muni de la composition des bijections, est un groupe
non commutatif ; cette démonstration ne présente aucun difficulté avee
des enfants familiarisés avec les notions de groupe et de composition de
bijections.

Applications possibles

-~ Conservation du produit scalsire ;

— Image d’un Tepere orthonormé par une isoméirie ;

— Composition de symétries-poinis a titre d’exercice ;

- 1e groupe des transiations est un sous-gronpe du groupe ( & ,0) ;

— Image d'une droite par une isométrie ;

Images de droites perpendiculaires, de droifes parailéles ;

— Arcs sométrigues |

— Axes de symétrie d’une figure ; centre de symétrie ;

— Des couples de demi-droites d'un méme angle géométrique sont
isométrigues ;

— Une isométrie est “déterminée’” par la donmée d’un repére
orthonormé (A,B,C) de P ef d¢ son image (A’,B’,C’}, ou par la donnée
d’un triplet de points non alignés et de son image.

Cette derniére quesiion est certes intéressante : elle ouvre des
perspectives théorigques importantes, mais on voit difficilement ce gue
peut en faire un éléve de fin de troisieme, alors qu’il a a sa disposition
tous les résuliats concernant le plan euclidien.

Pour une conclusion

Utiliser lo vectoriel, puisqu’il existe ; obtenir avec élégance les
résuitats essentiels de la géométrie métrique plane en exploitant un
outillage mathématigue gui a fait ses preuves ; préparer ’avenir,

Tels sont les buls essentiels de cette présentation.

Hélas ! I nous faut metire en ceuvre ce fameux “‘produit
scalaire” qui effraje, comme ont effrayé naguere les mots “vecteurs”,
“groupes” et quelques autres.

Aux collégues de juger aprés expérience, en usant de cette liherté
qu'il leur reste : le choix de la méthode,

de suis, pour ma part, convainen, que le produit sealaire figurera an
prochain “nouvean programme’ de troisiéme, dans la mesure ou la
géométrie sura encore droit de cité,
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ANNEXE

‘U est un espace vectoriel de dimension 2 sur R.
3{:':}71 est une base.
¢ est un produit scalaire sur LY tel que :
e =ala>0Le Gl =B B >0, =7
1 La connaissence des réels «,f, v permet de caleuler le produoit

scalaire de deux vecteurs quelconques 4 condition que Fon connaisse
leurs composantes relativement 3 B.

Le démontrer.
2 B’(¥5) est une autre base de V.
Montrer que 'on peut trouver r et ¢ tels que
Arri=p(Es) =1 et @Ts=0
On peut choisir T=\i

- .

8= mi+

3 ¢ étant un produit sealaire guelconque sur AT, on peut done fou-
jours trouver une base B° _(_i.e ‘ll telle gue, si {x,y) et {3y} sont les
composantes respectives de I et v dans B, alors

¢ (¥,0} g'exprime par xx* + vy’
Ce résultat mathématique légitime pleinement la définition qui a
été donnée du produit scalaire au début de 'exposé,
Ii n'y a aucune restriction. Ce n'est, en rien, un cas particulier.
En tous cas, ce n'est pas plus pardiculler que d'étudier ’abord
Péquation de la parabole sous la forme ¥* = x, celle du cercle sous la
forme x? + ¥* = o?,etc ...
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