Une généralisation du probléme
des rencontres
par E. EHRHART, Strashourg

Dans mon article “Sur les permutations strictes ¢t les coincidences™
(i} sera deésigné par {A) dans la suite) paru en 1976 dans le Bulletin 273,
il était gquestion du probiéme classique des rencontres. La presente
généralization conduit 4 un résuitat inattendu.

Soit d'une part n personnes matriculées de 1 3 5 et d’autre part n
biliets numérotés de 1 4 n. Chague personne tire au hasard un hillet.
Examinons la probabilité pour qu'il n'y ait aucune coincidence entre le
matricule d'une personne et le numéro du billet gqu’elle tire dans les
trois cas suivanis :

1) Chague billet tiré est remis de suite, de sorte que tout tirage
porte sur 'ensemble plein.

On a va dans {A) que la probabilité cherchée est alors

n
Pa= (1—3)

2} Aucun billet n’est remis, de sorte quaprés les n tirages il ne
reste pas de billet disponible. {C’est le probléme classique des rencon-
tres). En ce cas la probabilité, calculée dans {A), est

T T SR e Vil
Py = |
2! 3! n

3) Chaque hillet tiré est, au hasard, remis ou non.

Flus explicitement, on suppose dans ce dernier cas gue les n
persennes tirent leur billet dans un certain ordre, celui de leurs matri-
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cules par exemple, chacune ay hasard, remettant son billet en jeu ou
non avant le tirage fait par la permsonne suivante. Le sous-ensemble des
persennes qui remettent ainsi leur billet peut &tre choisi de o = 20
maniéres, ce qui conduit 4 o problémes de rencontres, dont les probabi-
lités pour qu’il ne se produise aucune coincidence sont Pn,o,

prio — i,
(En particulier, p, = Ppetp, o, = Py).

Nous allons démontrer le résultat remarguable suivant :

Théoréeme

Quel gque soit e nombre de personnes (pourvu toutefois qu’il ¥ en ait
plus de 23} ef quel que soit le libre choix de chacune d'elles de remetire
ou non son billet en fen, la probabilité, au centiéme prés, pour qu’il i’y
@it pas de coincidence est de 37 €.

{N'ast-ce pas une belle occasion de méditer sur les relations entre Ia
liberté, le hasard et le nécessité ? )

Gresso modo on peut donc parier 4 2 contre 1, qu'il se produira au
moins une coincidence.

Dans {A) on a vu que si n tend vers Pinfini, py et p'p tendent
vers—é- = O, 367 88, le premier en croissant, le second en oscillant
(aHernativement croissant et decroissant et 1’écart entre deux p*,
consécutifs diminuant constamment). Dautre part,

p,, ~ 0,303, p', =~ 0,3680 etp’ =0,3678

Pn,;,

Pour établir le théoréme, il suffit donc de montrer que chaque remise
en jeu de billet diminue ou laisseé constante la probabilité pour qu'il n'y
ait pas de coincidence, car cela entraine

P (pn&:pn’iﬁp'nv«( P,
pour tout i, quand n > 23,

L’ordre des tirages étant toujours celui des matricules croissants,
supposons que les tirages par les k premiéres personnes n’ont pas donné
de coincidence et que N des k —1 premidres personnes n'ont pas remis
leur billet. Si parmi les N billets ‘sinsi sortis du jeu figure le numéro
k+1, la probabilité que le (k+ 1)-iéme tirage donne une coincidence est
nulle, que la k-idme soit resté en jeu aprés les k—1 premiers lirages, st
caleolons les probabilités Q, Q' pour que le (k+1}-iéme tirage donne
une coincidence dans les deux cas possibles suivants :

12} la k iéme personne remet son billet :
1

anmN
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20)la k iéme personne ne remet pas son bijtet

Pour qu'il ¥ ai coincidenee au {k+1)-iéme tirage, il faut d'abord
que le numére k + 1 ne soit pas sorti au k-iéme tirage ; ia probabilité
pour qu’il en soit ainst est

1

n—N—1

car ce tirage ne porte ni sur les N billets sortis, ni sur le billet puméro k
(puisgu’on a supposé gue e tirage ne donne pas de coincidence). Il faut
ensuile que le tirage suivant donne le puméro k+1 ; la probabilité de cet
événement est

S S
2 n—N=—1
Done
n—N—2
DA U e v

et Q< Q, caren posant n — N — 1 = g, cette inégalité s'éerit
a—1 < 1
? a4+ 1

Par suite les probabilités q et g’ pour qu’il n’y ait pas de coincidence
dans les cas 1) et 2} au (k+1)-iéme tirage vérifient bien g <o,
puisqu’elies sont complémentaires de Q et Q°,
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