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3
DANS NOS CLASSES

La notion de continuité
dans l'ensecignement du second degré
par A. REVUZ, Directeur de ' R.EM. de Paris

Compte rendu d’une expérience

1 CONDITIONS DE L'EXPERIENCE

A la suite de réflexions de collégues sur les difficultés que
présentait pour les éléves s compréhension de la notion de continuité,
j'ai voulu aller me rendre compte sur place de la nature et de Pimpor-
tance de ces difficultés. Grace & "obligeance de collégues et de leurs
chefs d'établissement, je me suls rendu avec Melle J. Pichaud, assistante
a I'fREM de Paris, dans six classes du second cycle d'établissements de
PAcadémie de Paris {4 premiéres C, 1 premiére D, 1 terminale D). Dans
chaque classe, nous avons travsillé 6 heures, d raison de 2 séances
consécutives de 1 heure par semaine. Des révisions, des exercices,
Pintroduction de certaines notions auxiliaires ont été faites pendant la
semaine séparant deux interventions sous la direction du professeur de
ia classe quand celle-ci en avait un, car deux des classes avec gui nous
avons travalllé en étaient depourvues temporairemment au moment ou
nous les avons prises en charge.

It  VERIFICATION DES CONNAISSANCES PREALABLES DES
ELEVES

Avant d’aborder I’éiude de la continuité elle-méme, nous avons
pris la précaution de vérifier les connaissances des éléves sur les
propriétés de R et la notion de fonction.
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Les réactions furent pratiquement les mémes dans les six classes et
ont réyélé

a) une trés bonne connaissance des propriétés de corpsde R ;

b} une assez bonne connaissance des propriétés de corps tota-
lement ordonné de R, avec la réserve qui suit;

¢} une igmorance quasi-totale de ce gu’est la valeur absolue sur R,
une ignorance totale du fait que 'application de R X B dans R+
deéfinie par :

{x, ¥}~ | X - ¥ | st une distance {c’est-d-dire en a les propriétés ;
gu'on 'appelle digtance au non, au début, ri’a aucune 1mpor-
tanee).

A la question : “gu’est-ce que la valeur absolue d’un nombre
régl ? 7 les réponses onf 448, en majorité, le silence ou : *“¢'est ce
qui reste quand on enléve le signe”. J’ai recueilli une fois la
réponse, correcte mais maladroite : “c'est X quand x esi positif,
ot —x guand x est négatif”, mais jamais la réponse : “‘c’est le-
plus grand des deux nombres x et —x.”

Cette ignorance nous a surpris, ainsi que les professeurs des
classes concerndes. La premiére fois, j"ai tru que Ia classe élait un cas
exceptionnel, Le phénomeéne s’étant reproduit dans toutes les classes, il
est difficile de penser que nous n'avens rencontré que des cas excep-
tionnels, A postériori, il est assez facilement axplicable : les manuels
d’algébre du début du siécle ignoraient; eux aussi, la valeur absolue.
Quand elle ful introduite dans Penseignement du second degré, sa trés
grande importance ne fut pas fout de suite pergue, et la présentation
qui en fut faite fut souvent irés maladroite. Cest aux séquelbes de cette
situation gque nous nous heertons encore.

d} une idée intuitive de la proposition des segments embofités dont
la vérité pour sux ne fait pas de doute, mais dont le statut
(axiome ou théoréme) n'est pas clair, sans gque les éléves en
soient troublés. (Un seul et excellent 8léve a soulevé la guestion
en disant ultérieurement A son prufesseur “I, (c'était moi), ne

‘a pas démontré™

Devant. cette situation, la seule pofitique possible éiait de reprendre
la guestion 2 son début, et ce début, ¢’est la structure de corps ordonné
de R. On insista sur le fait que la compatibilité de la structure d’ordre et
de Ia structure de corps est exprimée par les deux propositions :

{3, ). Pour tout triplet (a, b, ¢} de nombres réels

a<bh =ateshte
gui est équivalente 4 :
a<b=a+ec<hte
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{(02). Tout couple de réels positifs a un produit positif.

Toutes les propriétés relatives aux “inégalités®™ découlent de Ia
structure de corps ordonné de R ainsi expyimée, Ceci fait (et ce fut dans
toutes les classes une révision et une consolidation et non une acqui-
sition entiérement nouvelle), nous reprimes la définition de la valewr
absolue sous les deux formes équivalentes :

(V;). ix| estle plus mnd des deux nombres x et - x,
{V, ). ix] est celui des nombres X et -X qui est positif.

De cette définition se déduisent les propriétés suivantes de 'application
X [T}

3103 x| = 0 est dguivalent & x = Q. Evident.

20} La démonstration de 'inégalité (imorée de la quasi-totalité des
éléves)

iz + y] < {x} + iyl demande un peu plus de réflexion. Elle
résulte cependant immédiatament de {V,jet (O, ). Eneffet |x + y{ est
le plus grand des deux nombres X + y et—x— ¥ ; quant & x| + iy},
c’est la sornme du plus grand des deux nombres x ef -x et du plus grand
des deux nombres y et -y. |x| + |yl est donc le plus grand des quatre
nombres X + ¥, X —¥, X + ¥, —x —¥, tandis que|x + y]est le plus grand
de deux d’entre eux, ce qui entraine Pinégalité. Un bon exercice qui
prolonge cette démonstration est de monirer que égalité
[x+yl=1{x] +|yl est vraie si et seulement si x et y sont de méme
signe.(L'égalité est ‘en effet équivalente 4 “lx| + |yl =x+y ou
x|+ |¥] = —=x—¥”; onen vertu de c& que Pon a viy sur la valeur de
| x|+ |yl on vérifie aisément que le cas [x] + |¥| = x + y est réalisé
si et seulement si |x] = x et |y} = ¥y, c'est-a-dire 8 x et y sont positifs
et le cas {x} + Jy| = —x —ysief seulement sf x| = —xetiy] =—¥,
c'est-a-dire si x el y sont négatifs).

30) 1a propriété |Ixyi = |x|.| vy} se démontire i{rés sisément, & partir de
{V,) par exempie : {x] est celui des nombres x et —x qui est positif,
i v} est celui des nombres y et —y qui est positif, | x|.|y]|est donc un
des nombres xy, x(—v), (—x}y, (%) (—¥), ¢’est-i-dire un des nombres
xy et —xy of il est positif, ¢’est done |xyi|.

Ayant défini la valeur absolue et ayant établi ses propriétés, c’est i
la fois un excellent exercice d’application de ce qui précéde et Vintro-
duction d’une notion d'importance capitale que d’étudier les propriétés
de Vapplication de R X R dans R+ définie par (x,y} — |x —y{.

Des propriétés de la valeur absolue se déduit immédiatement
Véguivalence x = y +=|x — y| = 0, que pour tout couple (x, ¥) on ait
| x =y |= | ¥ —x| et que pour tout triplet (x,y,z) on ait
|lx~y!<ix~zf+ lz—¥y].
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L’intérét des éléves est net lorsqu’on leur fait remarguer que les trois
propriétés précédentes sont possédées par la distance usuelle définie
dans le plan, et gue [x —y| est, trés concrétement, la distance des
points d’abscisses x et y sur une droite graduée, et qu'il est raisonnabie
d’appeler dmtance sur up ensemble quelconque E touie application de
E X Edans R qui posséde ces trois propriéiés.

Est-ce le moment de définir dans sa généralité la notion de boule
ouverte de cenire a et de rayon r 7 Je 'ai fait dans certaines classes et
pas dans d’autres, sans constater de différences significatives dans le
comportement ultérieur des éléves. Ce qui est, en tout cas, indispen-
sable, c'est de poser la question, 3 laguelle aucun éléve n'a su répondre
immédiatement : comment est fait ’ensemble des points d'une droite
situés & une distance inférieure 4 r d'un point donné a 7 Autrerment dit,
que peut-on dire de Pensemble

ix | | x—aj<r} ol acR, re R{ sont donnés? La
‘définition {V,) donne ia réponse, si I'on fait la remarque trés simple,
mais trés utile, que pour gue le plus grand de deux nombres soit
inférieur & un troisiéme, il faut et il suffit que chacun d’eux le soit. Par
suite .
fx—al<r est, pour tout x, équivalent & “x —a <reta—x<r"”
clest-ddire & *x<a+r e x> a—r", que Von é&rit habituellement
a—r<x<a+tr.

Autrement dit, sur la droite, ia boule ouverte de centre a et de
rayon r est Vintervatle 1 a —r, a + r [ ¢'est-a-dire un ensemble décrit en
termes d'ordre.

Légalité 4x| lx=aj<ri= ixl a—r<x<a+r! quin'estnub
lement évidente 3 priori pour les éléves, signifie quun intervaile ouvert
de Iz droite peut ftre décrit indifféremment en utilisant le langage de la
distance ou le langage de 'ordre, ce qui n’a rien de trés surprenant étant
donné que la distance définie comme valeur absclue de la différence fait
intervenir la structure de groupe ordonné dé¢ R. Que V'on ne croie pas
que ce genre de considérations passe au-dessus de la téte des éléves, ou
leur paraigse oiteux. Dans une clagse, 08 nous travaillions en fin d’aprés-
midi, et qui de ce fait était fatiguée ot ne prétait pas toujours Pattention
que I’on aurait souhaitée, il s’est produit une brusgue remontée de
'atiention au moment oit j'ai développé ces considérations. Le
rapprochement fut fait évidemment avec le fait que la donnée d'un
résultat approché peut &tre exprimé indifféremment par un encadre-
ment ou par une valeur et une majoration de la valeur absolue de
I’erreur.

Pour quelgu’unt qui cherchait des causes de I'incompréhension de
la notion de continuitd, l'ignorance généralisée de ce qui précéde fut
"objet d’une découverte inattendue, mais précieuse, car elle suffisait i
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elle seule 4 expliquer cette incompréhension. Il se révéla par la suite que
si elle n’en étrit pas la seule cause, elle en demeurait peut-étre la plus
importante.

Il MOTIVATION ET FORMULATION DE LA DEFINITION DE
LA CONTINUITE.

1. Motivation.

Motiver la définition de la continuité d’une application d’un
intervalle de R dans R se heurte & deux difficultés :

— les éléves ne sont familiers qu'avec des fonctions continues. IIs
savent trés bien dire ce qu’est en général une application, mais lorsqu’on
leur demande des exemples d’applications d’un intervalle de R dans R,
ils ne citent guére que des polynomes ou des fonctions homogra-
phiques.

—le mot “continu’ dans la langue courante évoque des situations
dont la description mathématique fait toujours intervenir la notion de
connexité et plus rarement celle d’application continue, et le langage
mathématique élémentaire est lui-méme souvent contaminé par 1’'usage

vulgaire : les éléves citent comme exemple de fonction discontinue
X F—»}—‘ ; or celle-ci est une application de Ry dans R4 qui est continue en

tout point, tandis que son graphe est en effet une partie non connexe
de Ry X Ry, et aussi une partie non connexe de R X R.

Pour motiver valablement la notion, il faut donc faire sentir
d’abord la richesse de I'ensemble F (R, R}, insister sur le fait que ce
qui est exigé d’une application f€ F (R, R), c’est d'attribuer i tout
réel x un réel f(x), et rien de plus ; le choix de f(x) pour un x donné ne
donne aucun renseignement sur le choix de f(y) pour y # x. Des
exemples éveilleront l'intuition. Beaucoup d’entre eux n’étaient pas
extrémement nouveaux pour les éléves, mais, plus ou moins consciem-
ment, ils les mettaient de cOté comme ne correspondant pas i de
‘“‘yraies” fonctions: x—E(x), x—E(x?), x~—x — E(x),..., les
fonctions en escalier, les fonections caractéristiques de 1’ensemble des
décimaux, de ’ensemble des rationnels,... Les trés classiques applica-
tions définies par f(x) = sin 5 pour x # 0, et £(0} = a ol a est un réel
que ’on peut choisir arbitrairement donnent des exemples trés impor-
tants de fonctions discontinues. Si des éléves ne sont pas encore assez
familiers avec les fonctions circulaires, on peut remplacer ces fonctions
par des fonctions affines par morceaux qui ont le méme comportement
au voisinage de ¢, et telles que, par exemple, (0)=a,
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La richesse de l'ensemble ¥ (R, R) ot Ia singularité du compor-
tement de certains de ses éléments améne naturellement 3 penser gu’ily
a lieu de s'intéresser i certaines de ses parties dont les éléments aient un
comportement plus “régulier”. Cette régularité peut 8tre congue de
bien des maniéres différentes, et ce serait une erreur de laisser croire
gue la régularité cherchée ne peut 8tre que la continuité (continuité en
un point, contimiité uniforme, condition de LIFSCHITZ, différentia-
bilité, analyticité... sont dsutres régularités trés importantes),

Un objectif gue Pon peut se proposer pour chercher & cerner une
de ces régularités souhaitables, ¢’est. de définir des fonctions qui
puissent étre utilisées pour représenter le lien entre les nombres réels par
lesquels sont exprimées les mesures de deux “grandeurs”, ou pour étre
phis modeste et plus prudent, d’¢écarter celles qui sont manifestement
inutilisables 4 cet effet. La physique macroscopigue ne connait ageune
mefure exacte, meis peut seulement indiquer un intervalle o se trouve
la valeur de Ia mesure, intervaile dont elle s’efforce, par 'amélioration
de sa technique, de diminuer Pamplitude, sachant qu'elle ne 1'annlera
jamais, et sachant en outre qu’a une “petite” wmplitude de variation de
'une des mesures correspond une “petite” amplitude de variation de
Pauire.

1l convient ict d'&étre trés circonspect, car nous sommes exactement
au passage d’une situation “conecréte”, bien que déja trés travaillée (le
lien entre les mesures effectudes par un expérimeniateur), & un modéle
qui est une application de R dans R. La situation ¢t le modéle n’ont pas
les mémes propriétés : un exemple frappant est fourni par le mot
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“petil”. Parler d'une petite variation ou d’une variation négligeable a2 un
sens dans des conditions expérimentales données, cela n'en a aucun
dans e modéls,

Le fait datiliser une gpplication de R (ou d’un intervalle de R)
dans R comme modéle n'est lui-méme le fruit d'avcune néeessitd.

I serait parfaitement possible de représenter tous les résuitats
expérimentaux, 4 un stade donné de précision, par des nombres entiers.
Ce sysiéme aurail le double inconvénient de devoir éire remis en
question lors d’une améliorstion de la précision des expériences et
d'étre trés mal commode (R est un corps et Z ne V’est pas, sans parler
des trés agréables propriéiés topologiques de R). La justification de
etitizsation de R est ici sa commodité intrinséque et le fait que les
fonctions de R dans R permettront de rendre compte de toutes les
expériences de Ia physique macroscopique, quet que soit leur degré de
précision.

Le physicien va done utiliser des fonctions de R (ou d’un intervaile
de R) dans R pour représenter le lien enire les mesures de ‘denx
grandeurs. S 'une vaut x, la fonetion va denner la valeur f(x;) pour
Pagtre. Malheurensement on ne peut jamais garantir que la mesure vau-
dra exactement x . On peut au plus garantir qu’elle appartient 4 un
intervalle }x, —«, X, + o[, « eétant Vindication de la précision. Dans ces
conditions, f donnera-t-elle des renseignements exploitables 7 La
question est encore assez vague, et peut &tre précisée de plusieurs
manidres différentes, et recevoir des réponses différentes.

On peut poser la question de la maniére suivante : si la précision sur la
donnée de % est «, peut-on savoir avec quelle précision f donnera f(x) ?
Une réponse est possible, si f est lipschitzienne c’est-d-dire s'il existe un
nombre k positif tel que v (x,y) € Ux U, on ait

If(x) (v <k [x—yl

Dans ce cas, { {x) est connu avec la précision k «.

Bien gue doutes les fonctions usnelies soient lipschitziennas dans
leur domaine “pratique” d'utilisation, i} ¥ a d’autres maniéres de poser
Iz gquestion. En particulier, la suivante ; peut-on espérer obtenir de f(x,,)
des valeurs aussi approchées que Pon veut, & condition d’avoir approché
x,, d'asses prés ?

Mais la encore, rien n'est définitivement joué et on se trouve
devani une bifurcation :

— ¢ bien, on feint de s'intéresser spécialement 3 une valeur %, et on
est ammenéd 2 la définition de la continuité en un point, et ulidrieu-
rement i celle de Ia continuité en tout point.

- pu bien, on pense gue ia précision avec laguelle est mesurée une
valeur donnée he lui est pas propre, maeis est valable pour toutes celles

w283 -
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du domaine dans lequel on travaille, ef on pose la question sous la
forme *x et y étant des valeurs auxquelles f fait correspondre f(x) et
f(y), peut-on espérer gue £{x) et 1(y) aient une proximité donnée, si x
ot y sont assez proches ¥';ce qui conduit 3 la continuité uniforme.

B est important de remarquer qu'il n'y a aucune raison mathéma-
tigue, physique ou pédagogique d’opter & ce stade pour Ia continuité en
tout point plutdt que pour la continuité uniforme. Eltes apparaissent
tout aussi naturelles 'une que Pautre, et certaing utilisateurs ont déja
proclamé que la continuité uniforme était pour eux plus naturelle, plus
importanie ¢t plus utile gque la continuité en tout peint. La continuité
en tout point est une notion plus fine que la continuité uniforme (la
seconde implique la premidre et la réciproque est fausse). Cela peut
faire penser que pédagogiquement il serait plus raisonnable de
commencer par la continuité uniforme. {J’ai d’zilleurs de bonnes raisons
de penser que beaucoup, parlant de la continuité en fout point, se
référent i la continuitéd uniforme).

Quoi qu'il en soit, pour respecter le programme et pour gagner du
temps, nous avons arbitrairement fet 4 mes yeux, malhonnétement}
aiguillé les éléves sur la continuité en un point, mais il est clair que les
classes étaient prétes & accueillir aussi bien un concept gue Vautre ot
gue P’étude aurait &té beaucoup plus satisfaisante si on avait introduit et
comparé fes deux notions.

2. Formulation.

La phase de motivation achevée, la formulation mathématique de
la notion n'a pas présenté de difficuliés sérieuses,

En précisant le sens de l'énoncé intuitif : on peut obtenir une
valeur f{xj anssi approchée que 'on veut de £(x,) en prenant une valeur
x assez proche de x, on est conduit 4 une premiére forme d'énoneé :

L’application f de Dintervaile U de R dans R est continue au point
X, i et seulement si, quel que soit Uintervalle ouvert | de centre f(x},
il existe un intervalle ouvert J de centre x,, tel que l'image de tout
&iément de J appartienne 4 1, {ou encore tel que £(J)C D).

Des figures ont été faites pour illustrer cet énoncé. Celles qui se
sont révélées les plus suggestives sont celles ol on a représenté, an
moyen de deux droites verticales, B comme ensemble de départ f R
comme ensemble d’arrivée, la correspondance entre x et I{x} étant
symbolisée par une fléche allant de x a f(x). Les inlervalles I et
peuvent &tre, au tableau, marqués de traits forts de couleurs différentes.
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£00,)

£1x}

La refation f{J)CI a été suggérée en
prenant un point x dans J et en le joignant
par une fleche i son image f(x) dans I ;on
n'a pas représenté f{J} dont on ne sait pag 3
ce stade qu’il est un intervalle, qui au
demeurant peut étre ouvert, fermé ou semi-
fermé, -

Une autre figuration consistant 3
représenter R X R au moyen du plan =z été
utilizée aussi. Désignant par Bp la bande
parallele a 0 x se projetant sur éy selon [,
elle conduit & "énoncé : { est continue en
%, si,quelle que soit la bande By, la projec-
tion sur 0 x de intersection de By et du
graphe de { contient un intervalle de centre

xo,

Cette représentation a le
mérite d’attirer ’attention sur la
propriété des fonetions continues

kY

d’étre localement borndes. {(ce

7
:{,BI/ qui peut amener d la question :
/’7 / sont-elles bornées 2 et fournir

0

une motivation au théoréme de
Borel-Lebesgue}, Elle s'est
révélée peu suggestive pour les
questions que nous avons abor-

YT dées.

1.a définition d'une notion une fois donnde, il est indispensable de
la faire fonciionner. La meilleure manidére de le faire ici est de poser Ia
question : “{ est continue en x ; g, application d’un intervalle V conte-
nant f(x,) dans R, est continue en f(x,} ;que peut-ondiredego {2~
La réponse est devinde par tous les éléves, la démonstration frouvée par
une partie importante d’enire eux est comprise par tous pratiquement.
Le sehéma ci-dessous ¥ aide grandement, avec cetie fois frois figurations
de R. Pour tout intervalie I de centre go f {x,} il existe un intervalle J
decentre f(x Jielque g {(J} C L
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R R’ R Mais pour tout intervalle de centre fix,,),
donc en particulier pour J, il existe un
intervalle L de centre x  tel que f{L}CJ,
L Comme de AC B, on peut conchure
el P £+ 2 2 g(A) © g(B), il en résulte
ot? gof(LY C g(d) C L

Len

Xy On a ainsl mis en oeuvre la définition,
o, gofixg ce qui‘ permet 4 la fois de vérifler ia

™ " compréhension par les éléves ot de renfor-
cer cette compréhension. On a &n outre
ol I démontré un théoréme tout & fait fonda-

mental sur la continuité des applications, et

assurément celui qu'il faut démontrer en
premier,

{in auire genre d’exercices trés utile consiste & faire vérifier gue
des fonctions données sont continues en un point donné. Comme if va
s’agir de travailler directement sur des correspondances entre nombres,
i est commode de recowrir 4 P’énoncé de la continuilé qui fait appa-
raitre explicitement les nombres. Ces exercices auraienf pu étre
I'oceasion de présenier cette forme d'énoncé, mais nous "avions fait
auparavant pour deux raisons :

- (n ne comprend vraiment le sens d’un énoncé que si on est capable
de le reconnaitre sous des formes d’apparences différentes ot le fait
de devoir comparer deux formes d'spparences différeates améne 4 les
analyser avec soitt ot facilite la compréhension.

— 1a manipulation d’inégalités qu'il faut faire pour prouver la conti-
nuité d’une fonction donnée en un point donné est trés instructive
pour les éiéves, mais les déroute au premier shord. Il est done plus
pruident de disjoindre la difficulté relative & un nouvel énoncé et la
difficulteé relative a la manipulation d’inégalités.

L’autre énoncé de la continuité se déduit du premier en explicitant
ce gu’est un intervalle de centre donné, et en remarquant que la donnée
d’un tel intervalle est équivalente a celle de son rayon qui est un
nombre réel strictement positif.

Apparteniy 4 Pintervalle de cenfre a ¢t de rayon r s’'exprime pour le
nombre réel X par |x —aj<rouag~r< x<3a+r Les deux formes
ont 6t utilisées en classe. Nous n’ufiliserons ici, pour asbréger, que la
premiére.

Si l'on veut écrire Pénoncé entiérement en langage usuel, il est
lourd et peu maniasble. L'usage du symbolisme des guentificateurs,
connu, et correctement connu, des éléves est ici trés utile. {Les éléves
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aiment la précision qu’apporte Vexplicitation des quantificatenrs, et je
me suis fait souvent rappeler & ordre lorsque je les sous-entendais).

Ce sont les éléves qui ont écrit, ou qui nous ont dicté I'énoncé gui
est d’abord apparu sous la forme :

VrER: HaER.: 1X —Xof < a=f (x) —E{x )} <r

ce qui fait apparaitre un usage abusif du signe =~ {dont on pourrait dire
i’ est éorit avec guantificateur incorporé ! ).
Nous n’avons pas protesté, mais nous avons proposé d'éerire de la
méme manidre la proposition : f n’est pas continue en x_.
Lz mécanizme de Péchange des quantificateurs dans la négation,
c'est-a-dire la régle
non [V x<E, P(x)] s d x & E, non P(x)

était connu de la plupart des éléves et a été trés vite compris par les
autres. Mais la difficulté a été de nier
% =% | < ammn |fix) —(x )] <.

On nous a proposé de dire “n'implique pas”, mais nous avons fait
remarquer que cette solution était purement verbale, 8i on ne savait
expliciter ce ‘m'impliqgue pas”. (11 faut remarguer que le terme
“implique” n’avait certainement pas pour les &léves un sens tellement
clair, mais 5'ils croyaient savoir ce que veut dire “implique®, ils admet-
taient en revanche facilement gue “n’implique pas™ était obscur).

Nous avons toujours attendu une réponse correcte, et il n'y a pas
eu de classe ol au meins wn éléve, et en généml, plusieurs ne disent au
bout de quelques minutes : cela veut dire qu'il ¥y a des x qui vérifient
| x — X, <aetne vérifient pas |f(x) —f{x )} <r.

BOs avaient retrouvé le quantificateur manguant !

Finalemient, nous avons éerit :
“f n'est pas continue en x " signifie :

3 reRt vacRi 1 x |x—xs]<acetnon{{f{x}—L(xo)}] < 1)

o4 encore
3re¢RY vacR{ 31x fr—x]j<ant[fix)—fixo)] =1

et en niant cet énoncé, nous avons refrouvé que “f est continue en xo'
signifie ’

¥

¥ re Rf 3a€R+ Vx| non(|x—xo|< a)ou] f(x) —f(xg)} <.

Nous avons gagnéd sur deux tableaux : on a retrouvé le quantifi-
cateur oublié et on a précisé le sens de p (X)=sq (X} en Péerivant, :
[non p {x}] ou q(x}.
Tout o travail, qui a toujours été mené avec la collaboration trés
active de la classe, a été P'occasion de préciser ce qu'était une proposi-
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tion et un prédicat & 1, 2, ou 3 places, ce que signifiait le mot “im-
pligne”, ce qu’stait yne variable muelie et une varizble parlanie, et le
role mutifiant des quantificateurs. Dans 1'énoncé qui exprime que f est
continue er; X f et sont les seules variables parlantes, les autres
pourraient y étre remplacées par des cases vides de formes différeptes,
8i Pon passe de P'énoneé”f est continue en x.'a *“f est continue”,
shréviation pour “{ est continue en towt point de son domaine de
définition U ", on le fera en faisant précéder 'énonci de V x, € U, ce
qui mutifiera x,.

A titre d'exercice, il a #té proposé aux éléves de redonner, en
utilisant 'énoncé précédent, une démonstration du théordme sur la
composition des applications continues.

Hs ont spontanément écrit Ies hypothéses sous la forme .

I-vreR} 30eRY VX [x~Xo| <a = [f(x)f(xo)| <r
H—vre€ Rt 3eeRY vx  [x—1f(xp)] < eslg(x) —giflxo)|]< v

Il i’y avait rien i dire & priori contre Puiilisation des mémes letires r, o,
% dans les deux énoncds puisqu'elles y étaient muettes, et cetle maniére,
parfaitement correcte, d'écrire les énoncés nous a paru pédagogique-
ment payante, car alle a mené les éléves tout droit sur la difficulte, au
lieu de V'esquiver inconsciemment en utilisant des lettres différentes
dans les divers énoncés.

En sffet, aprés avoir écrit I"énoncé a prouver :

IT—vreRt Fa€R} Vxlx=xo] <o = |goltx)—gol(zg}] <1,
Ia premiére démarche a consisté & dire ; “donnons-nous un nombre réel
strictement positif r...”, ¢’est-d-dire que dans la suite immédiate, r est le
nom d’'un nombre choisi, ¢e n'est plus une variable muette, A ce
nombre v, I'énoncé 11 permet d’associer au moins un nombre o tel
que ... J'en choigis un que jfappelle a, 8t a est alors, au moins provisoive-
ment, une variabie parlante. L’énoncé [I1 sera alors satisfait si je peux
trouver une condition de la forme cotivenable pour que les valeurs de f
soient distantes de f(xqg) de moins de «. Or Pénoncéd [ donnie une telle
condition : puisque « est un ¥éel strickement positif, on peut lui associer
uz nombre a qui il faut donner un nouveaw nom, § par exemple, tel que
pour tout x, |[x—xg] < f=2)ix)-fxo)] <o, ¢ comme de
| fix}—1(xp)] < a résulte |g[f(x)} —gf f(xp)l] < ¥, on a bien obtenu ce
que 'on cherchaif, 4 condition de remarquer que r a éié choisi arbitrai-
rement, et gue le raisonnement est valable pour tout nombre réelr.
Autrement dit, r et § reprennent un statut de variable mueite, grice aux
quantificateurs dont on les munit, et on trouve "énoncé III. Dans
l'exposé précédent on a laissé 4 x son statut de variable muette. Il est
possible, et peut-&tre plus facile de le démutifier aussi, ce qui exige une
letire différente de x dans "énoncé {1,
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A 2 suite de discussions, qui furent des dialogues animés et frue-
tueux, on parvint 4 la conclusion que si les énoneés 1 et [ étaient parfai.
tement corrects tels gu’ils étaient écrits, il était beaucoup plus
commaode, pour les utiliser dans un raisonnement oll on aurait 4 “dému-
tifier’” certaines varigbles, d’utiliser des lettres différentas et d'écrire,
par exemple :

I —vreRl 3aeRt vx |x—xol <o =|f@)"Fxo)l <r
I —vseRY 3R} vy [y—ilxo)l < B==lgly)eltixo))} <5

Ce qui fut instructif, c’est que chague fois qu'un dléve se laissait aller a
i"automatisme de Pécriture, i s'empéirait dans des difficultés dont seule
la réflexion sur la signification de ce qui était &crit pouvait le sortir, et
dont elle sortait effectivement.

D’autre part aucune difficulié ne ful esquivée et le mécanisme de la
mutification ou de la démutification ftemporsire des variables fut
¢xaminé avec minutie. Mon réle fut de ne donner ¢t de n’accepter que
des réponses honnétes aux questions soulevées par les difficultés ren-
contrées, Cela prit moins de temps qu'on aurait pu le croire A priori, et
pous fames récompensés par le sentiment d’avoir approfondi notre
compréhension de la question, moi compris, car je dus constater, a
devoir U'expliquer, que je n’avais pas telloment réfléchi & ce que je faisais
d'instinct, et je fus un bien meilleur meneur de jeu pour les derniéres
classes que pour les premiéres.

Les exercices consistant 4 démontrer la continuité en un point
donné d’une fonction donnéde (par exemple continuité, au point 3, des
applications x ~— 2% —x + 1, X g&.j__% furent proposés comme
devoirs a faire a la maison. X+
La difficulté rencontrée par les éléves vient de ce qu'ils avaient essentiel-
lement manipulé des inégalités pour résoudre des inéguations, ot que
leur fravail avait toujours consisté, partant d’un prédicat P(x) 3 en
trouver un autre Q{xX} tel gue Fon ait :

¥xe R Pi{x) += Q{X).

Or le travail 3 effectuer ici était, étant donné le prédicat P(x), d’en
trouver un autre Qix} {d'une forme particulidre fixde 4 priori) tel que !

Yx€R Qx)} == P(X)

{sans gue ’on ait en outre, en général,
vxER P(x) = Q(x)).

-

Par rapport.d leurs habitudes, il fallait travailler 4 *'1’envers’’ : au lieu de
chercher des conditions nécessaires pour que P(x) soit vrai, il fallait
chercher des conditions suffisantes.

Les premiéres tentatives furent souvent catastrophiques, mais une expli-
cation détaillée de la cause des erreurs comimises eut raison d’une bonne
part d’entre elles, Ce n’était pas les mécanismes de calenl qui étaient en
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caus2, car la proportion d'erreuys technigues de caleul fut faible, mais
Pabandon 4 un mécanisme inadéquat, 8¢ 3 1'habitude de considérer que
ce que on a éorit est vrai, ef gue le travail consiste § en tirer des
canséquences, alors que les raisonnements & faire étaient du type de
i'exemple suivant : pour trouver une condition zuffisante pour Que
la+ b <o soit vraie, on peut utiliser I'inégalité toujours vraie
fa+ bl < {a]+ 1b], et remarquer que si on a une condition suffisante
pour que |a| + |b] < & soit vraie, ¢’est une condition suffisante pour
que {a + bl < a soit vraie.

Ces exercices, dont il ne faudrait pas abuser, parce qu’ils devien-
draient vite fastidieux, ont, utilisés 4 dose raisonnable, le double mérite
d'pider 8 comprengdre ce gu'est 1a continuité ot de provoquer des caiculs
a gui une molivation externe épargne le caractére de gratuité découra-
geante de frop d'exercices de caleul, et surtout de montrer aux &ldves
gue, contrairement 3 un pre;uge dont ils sont victimes, calculer c est
raispnner ¢ ton s'abandonner & Nautomatisme.

IV~ EXTENSION DE LA NOTION. DISTANCE., DISTANCES SUR
R?. OPERATIONS SUR LES FONCTIONS CONTINUES A
VALEURS REELLES

Cette troisiéme partie fut une phase d'exploitation et d’extension
des idées et des résuliats de la partie précédente.
La notion de distance, dont le rdle avait été souligné, fut redéfinie dans
sa généralité et les éléves acceptérent facilement, sinon méme avec
enthousiasme, de passer du cas d’applications de U, intervalie de R,dans
R 3 celui dapplications d’ufy espace métrique (B, d) dans un espace
métrique {F,§), ot E ot F sont des ensembles, et 4,8 des distances
. définies suy o3 ensembles, ot transcrivirent d’eux-mémes los définitions
précédemment données, pour obtenir : Papplication [ de E dans F est
continue en Xg, pour les distances d ot 3, si ot seulament si 'une des
conditions équivalentes ci-dessous est satisfaite :
I — Pour toute boule ouverte B, relative 4 3, de centre f{xp), il existe
une boule ouverte £, relative 4 d, de centre x,, & telle que {C) CB.

U— veERY IneERL Vx€E  dix, %) <n=b ({{x)f{xo)) < e
Démontrer, dans le cas le plus général, le théoréme sur la composition
des applications continues ne présente, évidemment, aucune diffieulté,
La généraliration n’s d’intérét que si elle permet de maftriser effec-
tivement d’autres cas que celui de R. Un exemple simple et extréme-
ment utile ezt celui de R?. §i on désigne par x, y, ... les éléments de R*
aver X = (X, X4 }, on a présenté les {rois distances usuelles ;
di(x,¥}=sup {ix, —yi} . iXa — Vol

diix, ¥} = I — ¥ + {xy ~ya}
di(x, y)=  Y(x; —¥: ) +{%; ~y; )
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Dang une des classes, rien n'a été défini & priori et il a été demandé aux
éleves 8'lls pouvaient imaginer des distances sur R?. L'un d’eux, trés
vite, a proposé ([ x;, — ¥l 1% — ¥ % On lui fit remarquer qu'il
donnait 14, non pas un nombre réel positif, mais un couple de tels
nombres, que par suite sa réponse était inadéquate, bien qu’elie puisse
étre considérée comme une tentative iniéressante pour satisfaire jes
deux premiers axiomes de la distance. 8i avec ce couple, H pouvait
caleuler un nombre positif ayant les bonnes propriéiés, il aurait Ia solu-
tion, Au fond, on pouwail interpréter ss réponse comme voulant en
réalité dire:

e (Ix; — vyl . [Xa — va| ) olt v serait une application de R+ X R+
dans R*, mais cetie derniére remarque ne fut pas faite pour laisser plus
longtemps la classe au pied du mur. Un silence dubitetif régna un assez
long moment, jusgu’d ce qu'un éléve déclare : “on ne va tout de méme
pas les ajouter ! . La balle fut saisie su bond : “pourguoi pas 7 et
nous obtinmes la distance d, .

Quelle que soit la maniére doot on présente ces distances, on y
trouve de nombreux gvantages :

19} la vérification du fait que ce soit des distances, la recherche de ce
que sont les boules sont d'excellents exercices sur Iz valeur absolue, les
inéquations, la représentation graphique des inéguations.

20j le fait qu’on puisse définir au moins trois distances différentes sur le
méme ensemble R? démystifie la notion : un ensemble ne porte pas *‘sa
distance” avec lui. C'est par une décision dont nous sommes maitres,
gue nous le munissons de telle ou telle distance,

30} enfin, avantage décisif, ¢'est qu'il est alors possible de définir des
applications continues, non plus seulement de R dans R, mais de R*?
dans R, de R dans R* et de R? dans R?.

Parmi les applications de R? dans R dont Ia continuité mérite
d’étre examinde figurent en premier lieu, les opérations de K ;

(x, yi—~x + v &t (x, y)—xy.

La vérification de leur continuité en toui point fut traitée au
tableau par des &léves, avec les difffrentes distances definies sur R?
(surtout avec d; et ds, in distance euclidienne ds étant ici 1a plus mal-

commoade).
On ¥ ajouta la vérification de la continuité des applications xv—--x de

Rdans R et xs— % de R¥ dans R*, c’est-a-dire gue I'on obtint tous les
résultats permeitant d’affirmer 'R est un corps topologique” (mot gu'il
est sans intérét de prononecer a ce niveau).
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Un autre probléme fut alors abordé. Se donner une application F
de R dans R? (ou d’une partie E de R dans R?, mais cette précision va
de sof) est équivalent & se donner un couple d'applications (f, g} de E
dans R avec ;

¥Yx&E Fix} = (f(x}, g(x)).

Une notation commode pour rappeler le Hen entre £, g et F consiste 4
écrire F = £ g,

(ot énoncé demanda une discussion. Une fois réglé, on posa la gues-
tion @ quel lien y-a-tdl entre la continuité de F ot celle de f ot g ? Les
gléves conjecturérent la réponse et la démontrérent : F est continue si
et seulement si £ et g le sont toutes les deux.

Dans toutes ces questions, on constata gue les résultats étaient valables
quelle que soit celle des distances d;, 4;, d; que I'on utilise. {A vrai
dire, on n'sut pas le temps de procéder en classe 4 "étude de tous les
cas. Pour chaque théoréme, 'éléve au tableau avait le choix de Ia
distance sur R?, et il fut souvent remarqué gque ia démonstration
s'adaptait facilernent au cas d'une autre distance).

Le probléme se¢ posa alors de savoir si c'était 4 aux cas particuliers
examinés, ou si, quel que soit 'espace métrique (E, d), une application
de B dans R? ou de R? dans E, continue pour une des distances, l'était
pour les autres,

L’idée trés simple qui régle immédiaterent la guestion, mais que les
&éves ne pouvaient avoir, parce gu'ils ne sont pas encore habitués d
penser en termes d’applications et de composition d’applications, teur
fut suggéreée : il suffit de vérifier que Vapplication identique I de R?
dans R? est continue quelie que soit celle des distances d, , d;, d; dont
on munit B comme ensemble de départ ou comme ensemble d ‘arrivée,
en vertu du théoréme sur la composition des applications et des égalités
f = f o I pour une application f de R® dans E, et { = lof pour une appl-
cation de E dans R*. La continuité de [ résulte immédiatement du fait
gque toute boule relative & une des distances contient une boule de
méme centre relative i n’importe Iaquelle des autres. ]l est bon de poser
un garde-fou pour éviter que les éléves croient que ce qui est vrai pour
les distances d,, d;, ds 'est pour toute distance sur R? : le contre
exemple simple et amusant est fourni par la distance de la topclogie
discréts :
dix,v)=1lsix#® yetd(x,x)= Q.

Le théoréme sur la composition des applications continues, le fait

que la continuité de F = { X g soit équivalente a celle de [ et g et le fait
que R soit un corps topologigue donnent alors, sans aucun sffort, tous
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les théorémes sur les opérations sur les fonctions continues & valeurs
réelles. Par exemple,si f et g sont deux applications eontinues de (E, d)
dans R?, f + g définie par :

(f+ g) (x) = f(x) + g(x)

est aussi continue, car £ + g est la composée de { X g suivie de I’addition
{application de R? dans R) suivant le schéma :

feg

=8 +*

La démonstration est la méme pour f — g, fg et % (a condition que g
prenne ses valeurs dans R«).

Nous n’avons pas abordé la question de limite, mais les professeurs qui
l'ont fait, dans la foulée de ce qui avait été fait pour la continuité, nous
ont assuré qu’aucune difficulté ne s’était levée.

V — CONCLUSION

Les réactions des classes avec qui ces questions ont été discutées
ont été trés voisines les unes des autres, les différences ne portant que
sur des détails, ou venant de 1’expérience acquise par les meneurs de jeu.
La différence la plus significative a opposé les classes temporairement
dépourvues de professeur i celles qui en avaient un : dans ces derniéres
le professeur pouvait compléter I’étude faite une semaine et préparer la
suite ; les autres, méme celles qui avaient réagi avec le plus de vivacité et
de pertinence, semblaient avoir au début de chaque séance tout oublié
de ce que l'on avait fait la semaine précédente. Il n'y a rien de
surprenant 4 cela (combien de fois ai-je di utiliser la notion d’idéal
avant de m’en rappeler définitivement la définition ?), et leurs
souvenirs revenaient vite, mais ¢’était une ficheuse perte de temps pour
quelgu'un qui n’en disposait pas de beaucoup.

Les difficultés essentielles sont en résumé :
— une difficulté accidentelle, mais trés grave : I'ignorance de tout ce qui
concerne la valeur absolue et la distance sur R, qui devrait étre parfai-
tement connu a l'issue du premier eycle, mais qui a pu, tout de méme,
étre récupéré assez vite ;
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—une difficulté intrinséque qui est de motiver l'introduction de la
notion et de bien faire comprendre le sens intuitif des énoncés, leur
formulation mathématique et la maniére de les utiliser.

Comparer des énoncés équivalents, suivant les cas faire intervenir
Pun ou l'autre, fonder sur eux des démonstrations nous a paru le
meilleur moyen de parvenir a une compréhension satisfaisante. Les
réactions des éléves et l'impression de facilité qui 2 dominé les derniéres
séances nous font penser que cette politique est bien plus féconde que
celle qui consisterait 4 se borner a un seul énoncé et 4 n’en tirer aucune
conséquence, Les éléves ne peuvent s’'intéresser aux mathématiques si ce
qu’on leur présente n’en est pas. En revanche, il nous est apparu claire-
ment qu'une étude honnéte, en dépit de sa minutie et de quelques
difficultés techniques, les intéressait et leur profitait.

—des difficultés techniques, qui sont réelles, mais qui sont ’occasion
d’une reprise, motivée et raisonnée, de la manipulation des inégalités et
des concepts logiques élémentaires, et qui mettent 1’éléve dans une
situation saine : utiliser la technique non pas pour elle-méme, mais au
service d’'une idée générale importante ;

—signalons enfin une difficulté matérielle :. 1’incroyable exiguité des
tableaux installés dans les lycées. On perd un temps considérable a
effacer et a récrire la méme chose de nombreuses fois, on est contraint
d’écrire trés petit, voire trop petit, et on ne peut laisser en évidence
I’énoncé fondamental auquel il faut sans cesse se référer.

M’étant ouvert de cette difficulté & un haut fonctionnaire de
I’Education Nationale, je crains que la défense du tableau noir ne m’ait
fait passer i ses yeux pour le tenant d’une pédagogie rétrograde.
Toujours est-il qu’il me fut répondu que les proviseurs avaient des
crédits pour ce genre d’équipement, ce que les proviseurs contestent. La
taille des tableaux est une question begucoup moins mineure gqu’elle ne
le parait, et la régler n’exige tout de méme pas un investissement
énorme, mais cela demandera sans doute heaucoup d’efforts et de
temps d qui voudra s’y attaquer !

L'amélioration de l’enseignement du premier cycle devrait
supprimer ou atténuer la plupart de ces difficultés (sauf la taille des
tableaux ! ), mais dés maintenant un enseignement sérieux de la conti-
nuité apparait possible et profitable.

L’expérience relatée, faite en 70-71, gagnerait & étre reprise, et
aussi étendue & d’autres notions. L'excellent esprit de collaboration qui
a régné entre 1’équipe de 'IREM, les professeurs et les éléves, que nous
tenons a4 remercier chaleureusement ici, nous fait souhaiter et espérer
que 71-72 nous dennera ’occasion de continuer dans cette voie.
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