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Agir, prévoir et mathématiser {1}

Le Cactvnz,
EN.FE. de Quimper,

Expériences sur Pinitiation 3 Ia topologie.

Au nivean de Penseignement lémentaire le but est de faire prendre cons-
cience aux enfants de I'espace et de kes préparer A une symbolisation des pro-
priétés observées.

Maternelle.

i. Intentions.

Faire vivre aux enfants des situations précises comportant des sotions de
topologie (vousbe fermée - courbe ouverte - intérieur - extérizar),

Courbe fermée en dansant une ronde.

Courbe ouverte : évolution e farandole,

Intérieur, extérienr : Jen « dans la mare, sar 1a rive »,

Transitivité de Ja sotion d'intérieur ; jeu chantd « un fermier dans son pré ».

2. Discission des représemtations dannées par les enfonts.

Représentations fes plus fiéquentes 2
& Dans la mare, sur ia rive » ¢t ls farandole.

« Diang fa mare; sur [ rive. » )

Un £lastique posé 3 terre limitant aver prégigion un domaine fermé, I
représentation éigit facilement sccessible aux enfanis et les commentaires
des dessing dénotaient une compréhengsion de Ia situation. Les termes d'intérieur
et d'extérieur n'ont pas £t utilisés; les enfants utilisant des cxpressions leur
dtant plus familidres telies que « dedans » ot « dehors »,

La farandole, Le chemin décrit par les enfants leur était facke 3 concevoir
par l'idée de frace laissée sur le sol, ce qui les amenait 3 tracer ung courbe
cuverte serpentant parmi les tables de la classe dessindes pour servir de repére.

La ronde ne kcur donae pas aussi bien la aotion de courbs car clle cst
composée des enfants et congue comme un egsemble discret ¢f non continu,

Le fermicer dans son pré,

(1} Moo collégue présents ici guelques céflexions sor des recherches fuites aver la pardich
pation de sormaliennes.
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Faisant appel 4 des noticas plus complexes :

1° Représentation de la ronde en tant que courbe fermée,
2°* Idée d’intéricur de cefte romde,

3¢ Emboltement des demaines limités par les deox rondes.

Trds pen d'enfants de cet Age peuvent tenir compie simultandment de
tontes ces motions, d’cl le manque {’essais de représentation de leur part.
11 faudrait un travail de préparation beaucoup plus approfondi pour y parvenir
orsque les enfanis auromt atieint la maturité néeessaire & Vintroduction de
toutes cgs notions,

Cours préparafoire.

1. Mtentions.

Mises au point des connaissances sur les notions de courbes fermées on
ouvertes, d'intéricur et exiéricur ef représentation de domaines limités par
une courbe fermée,

I*® pariie: Distribution % chaque groupe d’un morcest de Jaine noué,
libre recherche ot représentstion des résultats obtenus. Sur les représentations,
eoloriages.

2° partie; Fravail sur fiche.
Recherche dintérieur ¢f d’extérieur de courbens,
Recherche de trajet sur des labyrinthes,

2. Observation dex riactions des éléves.

Les exercices de la deuxiéme pactic n'ont pas présenté de difficultés car
Jes courbes présentées bien que tortueusss nc présentaient pas de points doubles
(pas de recoupement}.

Pendant 1z ptemidee partie, par contrs, Je morceau de Iaine pouvait Sire
disposé de telle sorte que dilférentes portions sé recoupent ou viennent en
zondact tangenticlilement, Dans les représentations les enfants he distinguent
pas ces deox cas. En lenr faisant suivre du doigt le contour de Ia laine et en
faisant observer le mouvement de la maln pendant le dessin on arrive & bout
de 1a diffeulté,

C.LEL

lbﬂmﬁom

Inttiation & la notion de plan et représentation d’u.n chcmment sur
Ie plan,

Aprés un parconrs autour des hitiments de I'école of ane observation dini-
gfe de ces bitiments, reconstitution d’un plan sommaire {sans tenir compte
des proportions) et représentation du parcours effectué,
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2. Observation des réaeiipny des enfants,

Pendant la premiére phase, ne pas oublier de prendre des repdres Blen
précis et de relever Porientation par rapport & ces repdres, car, du fait du
déplacement des enfants, ce qui étalt A Jeur droite peut venir & Jour gauche et
Ies désorienter,

Pendant 1s représentation sur i feuille de papier, s faire tourner our Ia
table pour que les enfants se retrouvent dans les conditions de ['observation
(d’ol Putilisd des repires).

A noter Ia difficalté des enfants 3 imaginer fe plan comms une vue d'avion
ei leur tendance A représenter fout ¢ qu’ils volent {clocheton et fenétres).

Ec plan ayant &6 reconstituf, pas de difficultés pour la mpmntat:on
du cheminament.

On peut dong penser gue si leg enfants ont des difficuliés & lire un plan,
ceci provient de la représentation qu’ils se font de Pespace réel, gu'ils voient
de Pintérieur.

H. Expériences sur les relations d’ordre.

CE.L

Intentions; Représentation de la relation ’inclusion sur I'ensemble dey
Jettres d’un mot,

Muaiériel utilisé : fenilles polyoopiées portant les mots ; confiture, conte,
roue, fortune, four, cuir, ¢, frite, cour, sue,

Réactions des enfants: difficulté de compréhension de Pétude proposée.
1z mot tui-méme (smite de fettred) n’sst pas inclus dans un autre; la situation
gereit la suivants © confit dans confiture, fort dans fortune... Cloat I'ensemble
des lettres d'un mot qui est inclus dans I'ensemble des lettres dun autre mot,

Reméde d cette difficulté ; faire découper les fetires dun mot ¢t faire compo-
ser d'auires mots & partir de ces lettres; travailler sur les mots composés per
1es enfants et Studier Ix relation « ...est composé avec des fetires prises dans... ».

Dans une Jegon suivante, on pourra chercher & organiser les observations
et trouver des représentations pour cette relation,

C.E.2.

Intentlons ; Recherche d'exemples de relations d’ordre ot utilisation d'ua
diagramme sagitial pour ordonner un ensemble de naturels,

Réactions des enfants: Lea enfants proposent des exemples variés de rela-
tions analogues & la relation proposée, les invitant A se ranger par ordre de taille.
A noter gue la relation proposée est souvent un préordre (exemple : nombre
de Jettres d'un mot}; les enfants associent souvent la relation et sa réoiprogue.

e §F —



Bulletin de 'TAPMEP n°282 - Février 1972

Le travail sur fiche, trds intéressant pour développer les aptitudes au calouf
mental, était va peu difficile pour les eufants; les natarels ant parfois présen-
tés sons forme d'une somme ef parfois sous forme d'un produit, les calouls
étaient quelquefois difficiles 4 effectuer mentalement.

La simplification des schémas obtenus permettait de faire sentir Iintéedt
de la transitivité de la relation.

CM.L

Intentions : Etnde d'une relation d’ordre total, notion de plus petit &lément
et de plus grand €lément de I'ensemble,

Réactions des enfames: Trés actifs et trés intéressés par le travail effectué
en salle de gymnastique sur Ta représentation de la relation « ...es5 plus gramd
que... » lorsqu'ils étalent dispesés en cerdle,

Dies difficultés pour trouver d'autres représentations de la relation, Pexemple
propesé ne 8y prétant pas. A noter la confusion entre Ia relation et ga réci-
proque permettant d'attirer "aitention sur Paptisyméirie de ces relafions.

Une simplification du diagramine auraii petmis de faize prendre conscience
de In transitivitd,

CM.2

Intentions : Etude de la relation « ...esf multiple de... » dans un ensemble de
naturels et de la refation réciproque.

Reéaetions des enfants «...est multiple de... ». Représentations trés variées de
de la relation : schémas sagittanx, schéma cartésien. L'étude de « ...est diviseur
de... » les conduit, en utilisant les opérateurs de division, & Pobtention da réscan
permettant d’obtenir tous les diviseurs A partir des diviseurs premiers.

Construction du treiltis des diviseurs de 12 :

Létude de tous les chemins possibles permet de mettre en évidence tous
les diviscars de 12,

e 88 e
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Ftade de Pordre sur les codes.

CEIL

Intentions ; Eiude du codage des cardinaux, formation de Ia suits ordon-
aée des cardinaux &orits en base trois,

Réactions des enfants: Erriture des symboles en utilisant 0, 1, 2 faite de
maniére anarchique. La recherche collective tendant A metire do ordre of &
éerire systématiquement ia suite est trop abstraite pour les enfants de cet Sge;
grosses difficoltés pour comprendes que o suivant de 22 sera 100, Is régle de
formation ¢tant compliquée ¢f ne respectant plas Pordre naturel des symboles
ntitisés,

Rersédes & ces difficuités: Prendre du matérie] et construire la suite des
cardinaux tout en observant attentivement c¢ qui se passe lorsqu'intervient
une nouvelle puissance de 1a base,

1es exemples fournis par les enfants montrent qu'ils ont conscience dn
type d'ordre £tudié mais non gu’ils ont dépagé le principe du codage impli-
quant ce type d'ordre.

CE2.

intentions: Prise de conscience d I'ordre alphabétique et d’auires ordres
possibles sur les mots.

Réactions dos enfaniz; lls dégagent facilement un pré-ordre sur les codes
(tenir compte de la premidre lIotire du mot, ou du nombre de jettres du mot),
H est beavcoup plus difficite d’obtenir la notion d'ordre sur les codes tenir
compie de la dewdiéme, 1a troisidme.., lettre cu combiner nombre de Jetires f
ordre alphabétique dans chaque classe} pour obienir un ordre total sur les
maots et pouvoir reconnaitre s’il est possible d'intercaler des mots entre deux
auires mods.

Remédes & ces difficultés: Observation et utilisation de dictionnaires (dice
tionmaires ordinaires ou dictionnaires des mots croisés). Recherche detousles
mods que I'on pent former avec trois lettres  ; travail prématuré 3 cet dge car
on obticnt des mots dépourves de signification,

C.MLL

Intentions : Prise de conscience des différents ordres possibles sur les mots;
recherche systématique de tous les mols possibles avec uis alphabet de trois
fettres.

Réagctions des enfants: Confusion enire classer ef ranger nécessitant une
mise au point netle; puis découverte aisée de plusicurs rangements possibles,

—
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Fabrication du dictionnaire complet & partir de trois lettres (dictiopnaire
geate mots croisés). A ¢e niveau les enfants acceptent les mots sans sipnifica-
tion. Ag départ, recherche par titonnement mais devant la diffienlté (comment
&tre sfir de les obtenir tous?), les enfants éprouvent le besoin de trouver une
wigle et d'organiser la recherche syatématiquement. On recherche tous les mots
d*une lettre, puis on construit 4 partir de cette premiére liste tous lcg mots de
2 Jettres, puis de 3 lettres ef kes plus rapides vont jusqu'd 4 lettreg. On
remarque que la mise en place du gystéme permet d’obtenir Pensemble
ordonné suivant I'ordre du dictionnaire des mots croisés.

Autre remarque intéressante ! il est faeile de prévoir combisa de mots on
obtiendra dans chaque catégorie, ce qui pent permettre une initiation & 'expo-
tentiation.

La méthode de recherchie peut aussi éire une introduction 3 1a représenta«
tion en arbre.

C.M.2.

Infentions: Recherche d'un codage permettant d’intercaler ua élément
nouvean eatre des éléments rangés.

Réacrion dex éléves : Prise de conscience rapide des divers ordres possibles
sur ks mots.

Constatation de ce gue certaing codes (numéros d'immatriculation des
voitures, numérotage des maisons) ne permetient pas d'intercaler autant d"&&-
ments nouveaux que I'on veut. Tandis que d"autres procédés (ordre alphabéti-
que sur les mots et codage des nombres & virgule) permettent introduction
d*ékments nouveaux dans la suite,

M. Expériences sur ks relations d*équivalence,
L 94 .

1. Intentions.

Rechercher les différentes techoigques qui condwisent 3 une partition
d'un ensemble.

Relation ¢ avoir telle propriété.

Relation : avoir méme propriété que...

2. Anclyse des réactions des enfunis,

Sur une fiche sont dessinés différents animaux.

La premidre réaction des enfants est de les classer suivant un crittre.
Le travail est orienté vers Pétude de la nature du pelage.

Les enfants donnest nae teprésentation sagitiale de Ja refation de Pensem-

— 00—
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ble E {animaux) vers Pensemble F (nature du pelage) et retrouvent les ;:lmu
qu'ils avaient découvertes intuitivemment

A noter qu’ils dprouvent aussi lg besoin de représenter la miat;on réc1-
proque, mais ne sentent pas la nécessitd de changer Ia natare des fidches sché-
matisant calte relation.

La suite do travail consistant A faire apparaitre la relation « avoir le méme
pelage » les amdne d construire & diagramme sagitial d’une relation d"équiva-
lence; mais il est & craindre qu'une certaine confusion entre les demx types de
relations ne s’étahblisse dans 'esprit des enfants en trailant les deux sujets dang
Iz méme lecon.

F'analyse des propriétés de fa relation d'équivalence est iliusoles & ce
niveau et risque d'entrainer de simples réflexss conditionnés,

En conclusion ; le travail serait & prendre sur deux legons; il serajt préfé-
rable de rechercher une autre représentation de la premiére relation.

C.EL

i. Intentions.

Faire découvrir les propméb&s de Ia relation d'équivalence par I'observation
du schéma sagiital,

2, Analyse des réactions des enfants.

les enfants réalisent d’abord one partition de Penscmble considéed,
puis sont amenés A construire un schémz sagiital d’une relation « avoir la
méme coufeur »j par une observation attentive ils prenneni conscience de l1a
ndeessité de certaines fidches qu'ils a'gvaient pas infroduites spontanément.
Cependant, lorsqu'il leur est demandé de représenier semli le travail effectué
collectivement, ils ont de grosses difficultés; ils n’ont pas encore atteint un
stade permestant Panglyse abstraite qui leur est demandée, II sera donc préfé.
rable de leur fournir d’autres expériences concrétes et de les faire travailler
sur des cotitre-exemples.

C.ML1.

1. Futentions.
Etude d"une relation d'éguivalence sur des couples.

2. Rdaction des éléves.

Le travail, présenté de maniére irop abstraite, n°a pas amend les enfants
3 envisager I"étude prévue. liz ont tout d’abord confondu couple et nombre
3 virgule. En meodifiant légérement I présentation du travail et enla rattachant
i une idée pius intuitive, il 2 &4 possible d"aborder I'étude proposée. Lesenfants
ont donné facilement une représentation sagittale compléte de la relation
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« représente la méme somme que », Liintroduction du tableau cartdsien les n
amends & une sutre représentation de la relation,

Certaing enfants oat proposé d'autres exempies & partir de la soustraction,
de la mmitipfication et de ks division,

Ax début, pendant uoe période de libre recherche, un groupe s'était
orientéd vers une étude dune relation d*ordre sur les couples.

CM.2,

1. Infemtions,

Mise en &vidence, sur des exemples et des contre-exemples, des propridids
caractéristiques des relations d’8quivalence.

2. Réaction des Slives.

Pour la plupart des Eléves de cette classe, il s"agissait d'une premidee prise
de contact pratique avec les diverses schématisations des relations. Les premiéres
réactions étaient verbales : « on peut utiliser en diagramme sagittal » — & on
peut faire des féches » — « on va faire un schéma cariésien » Cependant
Ia réalisation pratigue ne suivait pas. It a donc faliu abandonner Je projet
initial et faire effectuer un travail plus ea profondeur sur ces représentations,

11 est & notér que Pintroduction de mots nouveaux plait aux enfaants mais
gu'ils risquent de les utiliser szans en avoir une maltrise sérieuse et que ce procédé
semblant accélérer I'apprentissage n'est pas satisfaisant.

If semble cependant que, lorsque les enfants domineront bien ces modes
de représentations, i soit possible de leur faire analyser {par comparaisons
d'exemples) des relations et de Jeur feire découvrir les propriétés caractéristi-
ques de relations par cette méthode,

1V. Expériences sur la notion de cardinal ’un ensemble.

P
Intention: Prise de conscience de la conservation des quantités,

Réactions des enfanis:®

Travaux sur les gquaniitds continues: Matériel utilisé : pots de diffrentes
tailles remplis de sable ou de grains de riz.

Lorsque Pon verse le contenn d’un petit pot dans un pot plus grand les
enfants confondent la notion de quantité de matiére avec Ia notion de plus on
moing plein, relative aw réeipient; bien qu’ils admetient que le contenn d’un
pot sait entidrement versé dans Pautre pot, ils considérent qu'il y en a plus
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dans e petit pot que dans ke grand, La notion de quantité semble dons tee
relative av récipient utilisé,

De méme, si l'on verse le contenu de deux petits pots de méme contenance
dans un pot plus grand, ils ne tiennent plus compte de la quantité de matiére
mais du nombre de récipients ¢t disent qu'il y a plus dans les deux petits pots.

Larsque I'on choisit des pots de sections différentes et que 'on verse la
méme quantité dans ces deux pots, ils considérent que lorsque la hauteur est
plus grande it y a plus de matidre.

Inversement, i Mon forme un tas de grains de riz et 81 on étale la méme
guantitd, ils prétendent qu'il y a plus de riz dans le tas le plos étendu.

Dans toutes ces expériences, il semble done que I"attention de I'enfant
soit davantage attirée par ia notion d’espace occupé ei non par Iz guantité de
matidre utilisée. Mais 2 ce stade sa conception de I'espace n'est pag compidte
et il ne sait pas coordonner deux propriétés variant simultanément (par exemple
section du récipient et hauteur du comtenu) en sens opposé,

Pour qu'ils prennent définitivement conscience de la comservation des
quantités, il fandra donc qu’ils soient capables d'établir un tien logigue entre
deux variables et qu'ils prennent conseience du fait que ce qui est perdu d’un
chHié est regagné de Pautre.

Travaux sur des guantités discrdtes,

Nous retrouvons les mémes difficultés 4 ce niveau; z priori, les enfants
réagiront en considérant Pespace occupé, Cependant, dans ces situations,
les enfants sont capables d’établir d’eux-mémes une correspondance terme 3
terme entre les objets ef tant gque Ja correspondance optique est mamtenue ils
admettent Féquipotence des ensembles; pous certains cette propriété sera conses«
vée quelle que soit 1a disposition des objets, mais pour d’autres Pimpression
sensible 'emporte encore sur I"abstraction ; ces derniers ne sont donc pas milrs
poor abstraire I'idée de cardinal d’un easemble.

Il est également possible que les enfants &tablissent une correspondance
entre les objets et une spite de mots ef que lorsque e cardinal n’es{ pas frop
grand ils admettent Péquipoience des ensembles aprés complage, mais les
remarques précédentes ne nous permettent pas de conclure que la potion de
cardinal soit bien dégagés,

C.EL

Intentions: Ftude des relations « ..s pour cardinal.. » d’un ensemble
denzembles vers un ensemble de nombres et « ...a méme cardina! que... » gur
I'ensemble d'ensembles,

Réaction des enfonts : Aucsne difficultd; & o niveau Ia notion de cardinal
comme propristé d*un ensemble ¢st dégagée ot les enfants saisissent facilement
la différence de aature entre les deux relations,

—_03
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CEX

Internfons : Lien entre numération ornle et numdrations &erites.

Réaction des enfunis ! Les habitudes acquises génent Ia prise de conscience
des difficuités da systéme de numération orale habituel,

L'invention de systdme oral associé 3 la base diz ne présente pas trop
de difficultd; les enfants remplacent facilement onze, douze, treize... par dix-un
dix-denx...

L'invention du systéme oral associé 4 la base vingt est plus délicat car le
systéme de numération derite associé n'est pas utilisé; il sera donc néoessaire
de travailler plus longuement fe systdéme derit 3 base vingt par Pintroduction
de symboles nouveaux 3 parlir de onze et de mots nouveaux pour dix-sept,
dix-huit et dix-neuf,

1A comparaison des deux systdmes oraux ne présente pas de difficuité
ef les enfanis retrouveni un uwnivers familier e constatant que Fon utifise
tantdt g, tantdt autre.

V. Expériences sur les applications de Iaddition.

Technigue opératoire:
C.E2.

Intentionz: Btude de la technique opdrateire de la soustraction en diffé-
tenies bases,

Réagction des ¢léves: Les notions de base sur la nomération n'étant pas
suffisamment assimilées, it n'a pas 8té possible d’aborder au cours de ceite
expérience 'étude des techpiques opératoires; seule la base dix aurait pu 8ire
utilisée, mmais les manipulations dans cette base sont trop lourdes pour pouvoir
dégager Iessenticl.

Les exercices ont done porté sur la nuinération dans des bases autres que
Ia base dix.

En conchision, il est 3 noter gu’il n’est pas possible d’obtenir une recherche
satisfaisante sur les techniques opdratoires tant que les enfants ne maitrisent
pas parfaifement les techniques de la numénation,

1l sera donc plus profitable 4 e stade de travailler sur des problémes
simples enteainant les enfanis 3 Pwilisation judicieuse des diverses opémations
conomes et développant lenr capacité au calcnt mental.

Le travail sur les techniques opératoires ne doit prendre place gue Jorsque
les propri¢iés des opérations sont patfaitement maltrisées ainsi que les principes
de Ia numération.

.94 —
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Représeniation de problémes:
CEL CMI et M2

Intentions : Observation de [a technique utilisée par les enfants pour rej:ré-:
senter les données d*un probldme.

C.E.L

Réactions des enfants: Les représentations obfenues avee les enfanis de
cet 3ge restent trds fguratives; ils ne donment que petit A petit des représentations
plus abstraites sous forme de schémas,

Il semble donc qu’il seit prématuré de leur proposer un schéma prépard
4 Pavance que les enfants ne sauront pas décoder facilement; le schéma de
probléme doit &tre l¢ fruit d'une élaboration commune longuement discutée
par la classe; il &5t ensuite important de s’assurer gque chagque enfa.nt est capable
d'interpréter In symbolisation choisie,

M1

Aprés avoir oblenu des représentations approximatives sa utilisnnt des
diagrarmmes de Venn qui n'améncent pas les enfants 3 dominer 1a situation
éindige, I'ntilisation d un matéricl & caractéristiques multiples petmet aux en-
fants de prendre conscience des données du probléme par une représentation
plus cogoréte permettant une mamipulation des éléments, ce qui les améne
naturellement & une représentation schématigue plus claire en utilisant un
diagramme de Carroil.

Le problime du codage de la situation dtant résolu, i faut encore 8'assurer
que les enfants sont capables de décoder of d'interpréter fo schéma, I faudra
dono travailler cetie représentetion en utilisant des exemples trés vasiés avant
de Jes pmener A résoudre des problémes en uiilisani cefte schématisation.

C.Mlz.

Co méme travail repris au niveau du C.M. 2 préseate Beaucoup moins de
difficultés: les enfants apprennent & coder et 4 décoder plus facilement, et
est possible, A partir de problémes simples, de leur faire découvrir Ia loi géndrale
sur le cardinal de 1a réunion de deux ensembles gnelconques et de Putiliser
pour résoudre des problémes variés en «'appuyast sur les repr&&ntanons
schématigues de ces problémes.

En conclusion: Ce méme teavall effectud i différents niveapx noua montre
que, lors de I'introduction d'une notion nouvelle, le nivedu mental des enfants
détermine les résultats obtenvs et que Putilisation prématnrée de certains

— 9% —




Bulletin de 'APMEP n°282 - Février 1972

symbolismes risque de créer une méecanisation si Pon ne peend pas garde de
s"assurer de la signification profonde des schémas introduits. i sera peat-&tre
possible d'obtenir des résultats spectaculaires dans des situations reconnues
a priori comme étant semblables. Mais les cnfaats ne seront pas capables d'in-
vénter sux-mémes une démarche personuedle lorsqy’ils seront mis en face de
sitaations nouvelies.

IV, La multiplication dans Penseignement élémentaire,

Réflexions sur les situations mathématiques permettant de faire prendre
conscience aux enfants des propridtés élémentaires de 1a multiplication des
naturels,

La multiplication est une loi de composition interne dans N ¢

— e¢ile est associative et commutative;

— {l existe un éiément neutre,

Remargue sur le langage >

Ces propriétés sont communes 4 'addition et A Ia multiplication; nous
faisons poartant une distinction entre ces deux opérations dans le langage @
on additionne 5 3 a et on multiplic @ par b et de plus les résuliats s¢ nomment
« somme de ¢ et de b » ot « produit de a pas & »; le langage se trouve pourtant
unifié Iorsgee ’on dit « somme de deux naturels » ou « produit de deux sato-
rels »,

La distinction faite enire les dénominations des opérations n'est pas trds
maportante; dans les deuxs manidres, les diéments du couple sont distingués;
cefle des noms des résultats préte davantage 3 confusion; les opérations éfaat
toutes deux commutatives ['expression « somme de 2 et de b» semble préférable;
i faudrsit dire gussi « produit de ¢ ot de b », Les propriéeés différenciant fa
multiplication apparaissent lorsque Ion étudie Ia distributivité de la multi-
plication sur 'addition et la régularité des Sléments de N pour les deux fois.

Nous verrons en #tudiant diverses situations conduisant gux propriétés
de Ia mmltipfication que les différences de Iangage constaiées sont ducs aux
difficuliés rencontrées peour meitre en évidence, de ja fagon s plus naturelle
possible, la commutativiié de la multiplication, et que 'expression « produit
de a par & » semble provenir d'une confusion entre &tat et opérateur,

1. Inéroduction de la mudtiplication a partir & o rémion & ensembles dquipotents.

Le cardinal de Ia réunion de b ensembles équipotents {deux A deux dis-
joints de cardinal a est le produit des deux naturels a et b,

La principale difficulié réside dans J¢ changement de nivean dans Iis
vnivers considérés ; @ compte des €léments et b des ensembles, on revient
ensuite an niveauw des éléments avec le produit.

Les propriétés de commutativité et d'associativité de la multiplication
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sont difficiles & mettre en dvidence sur des manipulations simples ¢ar il n'y 2
pas de propriétés analogues all niveau des ensembles.

Cette présentation de la multiplication justific le réle dissymétrique joné
par les deux natnrels @ ot & dans les dénominations; cetie dissyméirie existe
bien 2o nivean coneret mais doit disparaitre dans P'étude de la multiplication,

Lrexistence de Pélément nenire devra faire appel & deurx situations ¢iffé-
renites et si 'on peut considérer Ia réunion de g ensembles d'un élément {1 x a
== 4), unt ensemble de a éléments peut-il 8tre considéré comme une réunion?
axl=1

La commufativité n’ayant pas && mise en évidence, la distributivité a
droite et la distributivité A gauche de 1a multiplication sur I'addition font appel
a denx situations difiérentes,

Cette introduction permetira d*établir un Hen cntre Paddition et la multi-
plication; Ia multiplication apparaissant comme un cas particulier de {"addition
géndralisde,

2. Introduction de le multiplication & partir du produit cartésien de deux ensermbles.

Létude dn produit cartésien ayant &é faite of ics propriftés suivantes
mises en dvidence @

ExFs FXE
(B x F) x G = E x (F x G){Par convention, en utilisant P'égalité de triplets)
EXFuo@BD=ExRHNU{EXG
ExX(FnO=ExFnBxG
EX@=@ xEmg

i cardinal du produit cartésien est le produit des cardinaux des deux
ensembles,

1’agsociativitd de fa muitiplication et la distributivité de la multiplication
sur Paddition, ainsi que les propriétés de I'éément neutre, découbent facilement
des propriétés précédentes.

Seule la commutativité risque d’engendrer une confusion si Iz non-commu-
tativité de Iopération sur les ensembles n’est pas bien assimilée,

Pour mettre en évidence la commutativité de Ia multiplication, il est
nécessaire de faire apparaitre une bijection entre E X F et F x B et de bien
insister sur le faif que la propriété &tudide n’est vraie que pour Popération
sur les cardinaux.

Ep réalisant une pariition du prodoit cartésien {en lignes ot en colonnes
si 'on utilise une représentation sous forme de tablean), il est possible de
retrouver la sitnation d’une réunion d'ensembies fquipotents (@ ensembles de
b éléments ou b ensembles de a éléments). Les deux naturels n’apparaissent
plus comme ayant des réles distincts. Construction de 12 table de Pythagors
de la mmeltiplication.

1} est facile de montrer quun produit cartésien de deux ensembles pent 8tre
mis en bijection avee les cases d'un {gbleau rectangulairs et en mumérotant

— T
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les cases de ce tableau de trouver image d'un couple {4, b); en examinaat
attentivement les différentes fagons de nuréroter Jes casce du tableay, i doit
81re possible de faire ddcouvrir des propri¢ids intéressantes.

Remurque: en numérotant en suivant les conventions d'éeriture habitualles,
le tableau rectangulaire pent servir & réafiser une partition en classes de congra-
ence, ce goi permet Pintreduction de cette notion avaat a division.

3. Utilisation de la notion depiratenr,

Aprés avoir dégagé, sur des exemples varids, les propriétés des groupes
finls d’opérateurs opérant sur un ensemble :

Existence d'une loi de composition interne.

Associativité,

Existence de Féliément neutre.

Existence d'un symétrigus pour tout élément du proupe.

Et parfois commutativité,

En utilisant ur processus d’échange (3 pour 1, 5 pour 1...), on peut faire
opérer 'ensembls N sur des ensembles et #tudier N comme ensemble d’opé-
reteurs.

A chaque naturel ¢st associé un opérateur ot Ia loi de composition des
opératenrs peut permetire de définir la loi de composition des naturels puis
d'oblenir ses propriétés,

Les opératenrs de division apparaitront naterellement comme opérateurs
réciproques, et peur obtenir la siructure de groupe il deviendra natarel d'intro-
duire les opératenrs fractionnaires.

T.a plus grosse difficulté apparaitra lorsque 1'on abordera la distributivité,

Aprés avoir fait opérer N sur les ensembles il sera nécessaire de le faire
opérer sur les cardinaux de ces ensembles; 3 ce stade on pourra peut-&tre
introduire des opérateurs additifs et chercher 4 combiner les doux sortes
d’opératents en prenant grand soin de ne pas aller trop vite pour éviter les
confusions possibles, Pensemble N jouant denx rdles trés différents.

La technique opératoire de la multiplication ne devrait apparaitre gu'a
la suite de toutes ces recherches paisque le mécanisme fait appe! 3 la distriba-
tivité de s muitiplication sur addition.
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