
Le narurel  a  horreur  du  vide  (Aphorisme) 

Madame  A.M.  BAlIDr, 
[.R.E.M.,  de  Paris. 

Voici  deux  systèmes  de  numération  nouveaux,  des  syslèmu sans  zéro. 
Nous  rappellerollB  d'abord  les  règles de  la numération d6cimale  habituelle  et 
celles du système biuaire. Puis nous étudierons ces systèmes sans zéro et vous 
proposerons  des  opérations  à  effectuer  selon  les  techniques  habituelles  mais 
sans le seoours de nos mécanismes mis en défaut Ici.Nousserons deus lasitoation 
de  nos  élèves  et toutes  les difficultés  que  nous  éprouverons, ilIIles ressentent 
personnellement. Alors aidons..les, aidollJl­nous. Nous proposons desdilpoaitions 
pratiques, claires. utilisables dans les calculs courants et qui devraient être d'un 
grand secours  pour nos élèves. 

Deux  remarques: 
•  L'étude de  ces  systèmes de  numération n'est pas  destiné  aux  .mves 

mais aux  IIllÛtres. 

•  Les solutions des  exerciœs ainsi que  les  dispositions  de calcul  sont 
proposées à la lin de cet article. 

A. Quelques  systèmes  CODDUS. 

I.  ­ Ulillsant  les  leltres de  l'alphabet frœrçai.r: 

Chaque nombre est caract6risé par un assemblage de lettres; par exemple: 
deux,  onze,  quatre­vingt  treize. 

Nous désignerons icl  tous  les  nombres par leur écriture dans ce  système. 

II. ­ UlilisanJ  les symboles 0,  1,  2,  3, 4,  S, 6,  7,  8,  9  (système  décimal 
habituel) : 

Chaque nombre est caract6risé par une suite de tels symboles: par exemple  : 
142  pour  cent  quarante  deux; 

3 (YfS pour  trois  mille  !IOixante  quinze. 
CertaInes suites, comme 0012, 00704, ne sont pas utilisées. 
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Des règles permettent de trouver quel  nombre est représenté par une suite 
donnée; on peut illustrer cela à  l'aide d'un boulier (socle 8\Ipportant des  tiges 
verticales  sur lesquelles on enfile des boules). 

zéro  un  neuf 

Jillill 
2  4  1  1  3 

!III i 
deux œnt  trente  trois mille  seize  vingt  quatre  mille  cent  treire 

­ Chaque symbole est représenté toujours par autant de boules  : 3 dans 
230,3016,24113. 

- La place du  symbole  indique  la  tige  sur laquelle on doit  enfiler  les 
boules  oorrespondantes. 

- La signification d'une boule dépend de la tige sur laquelle elle est placée. 
De droite à gauche elle  représente un, dix,  cent, mille, dix mille ... 
­ n y a  au plus neuf boules sur une tige. 
­ n peut yavoir des tiges vides ayant à leur gauche au moins une tige 

occupée. 

III.  ­ Utilisant  les  symboles O.  1 (système  binaire habituel). 

Chaque nombre est caraetérlsé par une suite de tels symboles par exemple 
1101  pour  treize,  1001  pour neuf ...  Certaines  suites,  comme 011,  00010 ...  ne 
sont  pas  utilisées. 

Des règles  très proches des précédentes permettent de trouver quel nombre 
est représenté par une 8UÎte donnée; reprenons le boulier 

zéro  un  deux  trois 
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1111 
­ Chaque  symbole  est  représenté  toujours  par autant  de  boules. 
- La place du symbole indique la tige sur laquelle placer les boules corres-

pondantes. 
- La signification d'une boule dépend de la tige sur laquelle elle est pJaœe. 

De droite à pud!e, elle vaut un, deux,  quatre, huit, seize••• 
- li Y a  au plus une boule sur chaque  tige.  << 

- Dpeut y avoir des tiges vides ayant au moins une tige pleine à leurpuche. 

B. Une nouvelle kriture à den: symboles. 

Nous utiliserons  les symboles a et b.  
Chaque nombre sera caractérisé par une suite de tels symboles, suire que  

nous appellerons un mot. Mais ici nous accepterons toutes les suites possibles. 
Aidons­nous d'un arbre pour les  obtenir toutes  (voir figure page 42). 
Convenons  que  a  représente  un 

que  b  représente  deux 
que  aa  représente  trois 
que  ab  représente  quatre 

••.et ainsi de suite en suivant, sur l'arbre, le chemin  indiqué par la llècbe.  
Ainsi deux mots différents  représentent des nombres différents.  
Nous allons essayer de répondre à quelques questions simples, à propos de  

cette écriture. 

J.  ­ Cumment  ,'écrit « le suivOJIt  »? 

Ou, sachant qu'un nombre est représenté par le mot m, peut­on savoir par 
quel mot est représenté le nombre suivant (sana avoir à constraire l'arbre jusqu'à 
m et au­delà de ml? 

Par abus de lanpge, nous parlerons du mot suivant de m et nous  le note-
rons  m*. 

Reprdons l'arbre  : 

1)  Si le mot m se termine par a  ;  
Exemple  :  si m = aba alon le  suivant m* = abb  

si  m = boa  alon  m* = hab,  

En général si m = m'a  alon  m* = m'b  

(on remplace la deruière lettre par b et on ne change pas ce qui était avant a). 

­41-
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2)  Si k mDl QI .M t#:rrIIIM JIII1' h  :  
&emple:  8Î  m = ab  aIon ~ ... ha  

si  m=bob  alors  m· = bha  
En  général,  si  m = m'h  alors  m· = (m')·a  

(on remplace h par a et ce qui était avant b, m', JIll' lIOn  suivant). 
Autre  exemple  :  . 

m=habb 

m* = (hab)"a  = (ha)*  aa  = hbaa 
~ ....-

on Iéapplique  première  regJe 
la mente  règle 

Exercices: 
Déterminer le  suivant de abba, de aahaa, de haah, de abb et de ahM. 

II. - Quel esl le  /IOmbre  le Jllur grand! 
Ou comment  comparer  deux  nombres  connus  par  leur  écriture  dans  ce 

système (par abus de langage on dira que le mot mest plus grand que le mot m' 
si m repIèsente un nombre plus grand que m'). 

U encore  regardons  l'arbre. 

1) Si les mots ont des  longtlJ!W's  diffémttes,  le pIns long est le plus grand. 

Exemple  :  ooaha > ahha 
bhh  <aaha 

2) Si les molsonl méme longtlJ!W': le premier dans l'ordrealpbabéliqullest le 
plus petit. 

Exemples:  ab < ha  (car a aWllt h) 

oabb  <abob  (car a aWllt h) 

Exercices: 
Classer  les  mots  abo,  abh,  ah, bac,  oabh. 

IlL ­ Quel nombre est représenté par le mot bbab? 

Ou,  peut­on  trouve!  à  quel  nombre  correspond  un  mot sans  fabriquer 
l'arbre jusqu'à ce mot et écrire la correspondance? Qui se cache derrièrebhahab? 
Nous ne pouvons pas envisager de  prolonger l'arbre assez pour rencontrer ce 
mot mais  est­il  possible de  le démasquer? 

ReprenOD! le boulier et repIèsentons ainsi 
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• On pa:ue de lUI d deux en ajoutant \UIC boule sur la tige de droite. 
•  Foisons  de même pour pasur de deux  d  trois.  On  obtiendrait  : 

..  a 

~ or nous  devons  avoir ~ 
trois 

11  n'y a  pas contradietion si  l'on convient que deux boules sur la dernière 
tige peuvent être  remplacées par une  sur l'avant­demière  tige  : 

• AjoutONl lUI en plaçant à nouveau une boule sur la dernière  tige. 

qui  peut  s'écrire  ab  et  représente  bien 
quatre. 

• AjoutONl encore une l>oule. 

mais  cinq  s'écrit  ha  qui  se  i i o.._,~ 
représente  :   ~ 

Là  encore  il n'y a  pas contradiction si  l'on  convient  de  remplacer den" 

boules  de  la dernière  tige  par une  de  !'avant­dernière:  J 
• AjoutONl UJtlI boule. 

qui  peut s'écrire  bb et  représente  six 
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•  AJoutoTlS  une  boule. 

0",,,,,,,,,,,, JjJ ~ ...,. ,'",­.Jll 
UtillMns  notre  COnFemÎtm: 

Pouvons­_s t'OlIVer  le sufw1nt de abb Ql'aide de ce8 conventions? 

suivant  de abb a  b b 

qui  devient 

~~ 
puis  Jll donc boa,  ce qui est  bien  confirmé par j'arbre. 

A lnsI dans notre  système: 

* a représente  toujours une boule et b deux boules. 

* La position d'une lettre  indique  sur quelle  tige placet la.  ou  les  boules 
correspondantes. 

•  Une boule rep!ésente deux boules de la.  tige qui est à sa. droite et ainsi, 
successivement,  elle  représente un, deux,  quatre, huit,  seize,•• 

• nn'y a jamais de tige ride. 

Peut­on  trouver qui est  caché derrière  booM 

b b a  b 

bbab  représente vingt­huit l!jl 
Iwîf lJVGtnI  dftx lin chaq... boolo  ~'" 
t t t t 
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o Exercice: 
Quel nombre représente bbabab? bbaab? 
Écrire le  nombre  trente  et  un  dans ce 

la  systême. 

Que/i(lle8  remtJ1'ques: 
1)  On await pu utiliser  les  symboles  1 

21 
(pour 0) et 2 (pour b).

•· Ainsi vingt­huit s'écrit 2212 et sept s'écrit
id> Ill,: 
! 2)  Cette  écriture  est  très  économique, 

plus que récriture « à  base deux» habituelle : 
ainsi  avec  trois  places  on  écrit  bbb  (ou 222) 
qui  représente  quatorze  alors  que  111  (base 
deux habituelle) reptésente sept. 

3)  li resterait à parler des opérations et à 
voir  si,  connaissant  deux  nombres  par leur 
écriture  il  est  possible  de  trouver  l'écriture 
de leur somme,  de  leur  différence,  de  leur 

$1   produit.  Nous  vous  proposons ce  travail  en 
exercice,  nous reservant  de  le  traiter dans le 
cas plus familier de l'écriture à dix  symboles, 

Exercices: 

•  Écrire baab (ou 2112)  dans le  système 
binaire habituel (on pourras'aiderduboulier). 

8.  Quel nombre  reptésente.t,il? 

•  Dresser la table d'addition desmotsde 
71   une  lettre  (0  et  b), l'utiliser  pour  calculer 

babb + bah. 

•  Dresser  la table  de multiplication des 
mots  de  une  lettre et  l'utiliser pour ealcu1er 

81 
:  babb X ha, 
1 
D 

C. Le même principe... Avec dix , · 
91  symboles. 

Nos symboles seront l, 2, 3, 4, S,  6, 7, 8, 
9, q,. 

lJ 
.1 Chaque nombre sera caractérisé par une 

suite de  tels  symboles  et  toutes les  suites se-
ront autorisées. 

Construisons l'arbre ci­contre les donnant 
toutes. 
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Convenons  que: 

1 caractérise  un  
2  caractérise  deux  

'"  caractérise  dix  
11  caractérise  onze  

l '" caractérise  vingt 
...et ainsi  de mile en  suivant sur l'arbre le  chemin  indiqué par la ftèclle. 
Reprenons  rapidement  les  m@mes  probi.èmea. 

I. - Quel  est  le  suivant? 

1* == 2; 2· = 3;  3· = 4; n" 

8· = 9;  9* = "': "'* = 11 
1)  Si  le  mot  n'esl  pas  terminé par '" :  

Exemple:  m = 87,  alors  m* = 88  

m = 89,  alors  m* = 8</>  

En  général  :  si  x est  la  dernière  lettre  de  m et si x#<</>  
m = m'x et m* = m'x.  

2)  Si le mot est lerminé par  '"  : 

Exemple  :  m = 8'"  alors  m*=91 
En  général  :  si  m ­ m</>  alors  m* = (m')*t 
Autre  exemple: m = 24>4>  alors  m* = (24))* 1 = 2* 11 = 311 

Exercices: 

Quel est le suivant de 47"'1 de  </>"'71  de 5</></></>1 

II. - Quel est le plus grand? 

­ 1 < 2 < 3 < 4 ... < 8 < 9 < '"  
­ Si deux mots n'ont pas la même longueur  le plus long est le plus grand.  
­ Si deux  mots  ont  même  longueur  l'ordre  est  le  même  que  celui  des  

premiers symboles différents à  partir de la gauche. 

ExempTe:  2"'5 < 7</></>  car  2 < 7  
2874  <  289</>  car  2 = 2,  8 = 8,  7 < 9.  

Exercices: 

Comparer 2</></>9.  2</>93  et  "'14. 

­47-

Bulletin de l'APMEP n°282 - Février 1972



DL - Que reprhente "" mol do1l1Jé1 

ReprenollS le boulier. Les règles sont de même nature que cenes du système 
à  dewt  symboles. 

deux  cent  soixante­quatorze  cent  trente 

Une boule représente. selon la tige  sur laquelle cne est placée, de droite à 
gauche, un, dix.  cent, milIe..• 

Sur chaque tige il Y a de une à dix borues. n n')' Q pas iIe tiges vii/es ayant 
une  tige au moins occupée à  leur gauche. 

Exercices: 

Écrire dans le système à base dix  habituel  24>4>.  4>74>.  
Écrire daIIS  ce  nouveau  système  cent  soÎltante,  cinq  cents.  
Quel nombre est représenté psr 74>1?  

IV. - Additions et soustraction!;: 

Ou comment  trouver  l'écriture  de  la somme  de  dewt  nombres? 
n est facile  de dresser une  table d'addition pour les nombres  représentés 

psr un seu1  symbole  : 

+  

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
4> 

1  2  3  4  5  6  7  8  9  4>  

2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

4> 
Il 

3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
4> 

11 
12 

4 
5 
6 
7 
8 
9 
4> 

11 
12 
13 

5 
6 
7 
8 
9 
4> 

11 
12 
13 
14 

6 
7 
8 
9 
4> 

11 
12 
13 
14 
15 

7 
8 
9 
4> 
Il 
12 
13 
14 
15 
16 

8 
9 
4> 

11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 

9  4>  11 
4>  Il 12 

11  12  13 
12  13  14 
13  14  15 
14  15  16 
15  16  17 
16  17  18 
17  18  19 
18  19  14> 
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x 

Calclder: (1 3  9  7  4­.  8  4> 
+ 4  4  1 + 3  4­ 2 

La même  table peut­eUe  être  utilisée pour effectuer des soustractions? 

7  4­ 4­ 3 
8 7 5 

7 4­
4 

4­
4­

3 
3 

4­ 6 4­ 7 8 
9 7 8 

V. - Multiplications  et divisfoNl: 

On peut, de la m&ne manière, dresser la table de multip1k:ation pour les 
nombres reptésentés par un symbole. 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 ,8 

4­

,1 2 3 4 5 6 7 8 4­

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 ,8 

4­

2 
4 
6 
8 
4­

12 
14 
16 
18 

14­

,6 
3 

12 
15 
18 
21 
24 
27 

24­

4 
8 

12 
16 
14­
24 
28 
32 
36 
3'" 

5 
4­

15 
14­
25 
24­
35 

34­
45 
44­

6 
12 
18 
24 
24­
36 
42 
48 
54 
54­

7 
14 
21 
28 
35 
42 
49 
56 
63 
64­

8 9 4­
16 18 14­
24 27 2'" 
32 36 3'" 

45 44­3'" 5'"48 54 
56 63 64­
64 72 74­
72 81 8'" 
7'" 8'" ,'" 

Calculer: 
X 

3.p.;
8 

9 
9 

.p 

CokuJer:  2 4­ 9 

-49­

Bulletin de l'APMEP n°282 - Février 1972



Solution des exercices. 
B. Une nouvelle écriture à deux symboles. 

m =abba  première  règle  m·=abbb 

m =aabaa  première règle  m· =aabab 
m baab  seconde  règle  m* = (boa»  a = baba 
m=abb  seconde  règle m· (ab)­ a = (a)­ aa = baa 
m=abb  seconde  règle m* (abb)* a = baaa 

(d'après l'exercice précédent) 

D.  ­ Quel est  le plus grtmd? 

ab,  le plus court, est le plus petit; aabb est  le plus grand. 
Classons  les  mots  de  trois  lettres par ordre  alphabétique  : 

aba < abb < bao. 
ab  < aba < abb  < boa < aabb 

ID. - Â  quel JWmbre  corresptmd un  mot? 

bbabab•  bbabab = Avec  le  boulier. 

i!l!l! 
Chaque boule  représente:  1·1! Il ~ 

et lJbabab  représente cent  seize.  1 
•  Même  travail abec  bbaab. 

Chaque  boule  représente  : 

et  bbaab représente  cinquante  six. 

•  Écrire  trente et un: 
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IV. - Opératlonl et 6Xt!t'C/ces  proposés  dans  lea  remtuf'IN'. 

•  Écrire  baab (ou 2 1 1 2)  dans le  sys~ binaim habituel  : 

Cette fois il ne doit jamais y avoir deux boules sur la même tige,  mais on 
accepte des  tiges  vides. 

J1U  
qui  devient  Jill ~is JlW 

1  1  0  0  0 

et qul  représente  vingt­quatre. 

•  Table  d'addition: 

+ a  b 

a  b  a. 

b  .­ ab 

a  a  a 
b  a  b  b 

+ b  a b 

'f. a  a  b  b  b 

(soit  vingt­six + douze  = trente­huit) 

•  Table  de multipliC41ioll: 

X a  ~ 

•  •  b 

b b  ab 

b  a  b  b 
X b  Il 

b  Il b  b 
b  Il b  a  b 

Il a  a  a  a  b  b 

soit vingt­six  X  cinq = cent trente 
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n est impossible dès à présent, de œJcuIe.r de tête et nous ­ obI\FI 
de calculer à part les additions de retenues. Nous exposerollS plustoin la ptésen-
talion qui peut éviter _  diJfu:ulté&.. 

c. Le même principe avec  dix  symboles. 

L - Quel .Sl le sutwmt? 
Le  suivant  de  4  7  4>  est  4  8  1  (secoude  regIe).  
Le  suivant  de  4>  4>  7 est  4>  4>  8  (première regIe).  
Le  suivant  de  S  4>  4>  4>  est  (S  4>  4».  1 = (S  4».  1  1  = S·  1 1 1  

=6111. 
II. - Quel esl le p/ua grœul? 

4>14<  24>93<  24>4>9 

m. ­ ReCOllllOltre un nombre: 

2  4>  4>  s'écrit  dans le  système  à  base  dix  habituel  3  1 O.  

4>  7  4>  s'écrit  1 0  8  O.  

On peul s'aider du boulier: 

2. 4>   '" 

, 
11 

Cml soIxanJe s'écrit  1  S 4>. 
Cinq  CI!1III  s'écrit  4  9  4>. 
7  4>  1  représente  huit  cent  un. 

IV. - Additions et soustractions: 

63\1  car9+1=4> 
+   4  4  1  3+4=7 

4>  7  4>  6+4= 4> 

1  cat4>+2= 12 
7  4>  8  4>  8 +  1 +  4>= 19 

+   3  4>  2  1 +  4>  +  3= 14 
7+1=8g  4  9  2 
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PI:mr taire  \Ille lOustractIon,  il Olt blIm pr6f6rable quo dei additlolll, pour 
lesquelles nOut poss6dODS une  table.  Nous  l'explicitons ici. 

7  41  41  3  5 + . = 3  impossible; 
8  7  5  5 + . = 13  solution  8,  retenue  1 

­­7­2­2­8  7 + 1 = 8  8 + . = </>  solution  2 
8 + . = </>  solution  2 

7  41  41  3  3+.=3  impossible; 
4  </>  3  3 +  • = 13  solution  </>.  retenue  1 

</>  +  1 = Il  Il +  • =  </>  impossible7  S  9  </>  Il +  • =  1 </>  solution  9,  retenue  1 
4+1=5  5 +  . =  </>  solution  5 

41  6 </>  7  8  8+.=8  impossible; 
9  7  8  8 +  . = 18  solution  </>,  retenue  1 

7+1=8  8+.=7  impossible;
ri> 5  </>  9  </>  8 +  • =  17  solution  9,  retenue  1 

9+1=</>  </>  +  . = </>  impossible; 
ri> +  . =  1 </>  solution  </>,  retenue  1 

v. ­ Multiplkalions et divisions. 

Multipllœtions : 

Pour  ne pas  avoir  à  effectuer  dans le  même temps  des  multiplications 
et l'addition  des retenues, nous présenterOllll  nos  calculs  ainsi  •• 

Pour multiplier  3  ri> </>  9  41  par 9.  nous  pséparOllllle tableau suivant: 

ltUtj.  
Puis nous remplissons chaque case par le résultat connu ou lu dans la table 

et ceci dans un onIn: absolument quelconque. 

3  i • 9•  
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Puis noUl additionnons « CIl diagonale D. 

3  9 

Reoolll111llllÇ()D.S pour (3 .p  .p  9 .p)  x 8. 

3  9 

Ainsi:  3  
x  '"  '"  89  9'"  

3  6  9  8  9 
3  2  8  7  9  .p  '" 
3  6  5  7  8  9 

'" 
Cette disposltion peut être aussi bien employée pour une multiplication en 

base dix  ordinaire et évite beaucoup d'erreurs de ca.lculs. 

7  8  9  9  5 
7  8  9  9  5 

X 9  77 

5 5 2  9  6  5 
7  1 0  9  S  5 

7  6  2  S  1 S(; 
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7  8  \1  \1  5 

9 

Diyision: 

Nous poserons  les  multiplications puis  les  soustractions. Cela  présente un 
double avantage:  éviter des  causes  d'erreurs en  effectuant successivement  les 
deu"  opérations;  éviter  de  faire  plusieurs  fois  les  mêmes  calculs  lorsque  le 
même  chiffre apparaît  plusieurs fois  au  quotient.  Cette présentation peut être 
employée de  la même  manière dans  le  caleul  habituel. 

2) 

7 
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3)  AUC\ID calcul 1 convlent l nouveau. 

4) 
2  9 

Répertoire des bistorieos des mathématiques 

La  Commission  d'Histoire  des  Mathématiques  de  J'Union  Inter­
nationale d'Histoire et de Philosophie des Sciences prépare actuellement 
un répertoire international des historiens des mathématiques. 

Tous ceux qui enseignent ou qui font des recherches en histoire des 
mathématiques peuvent se mettre en rapport avec le président de la 
Commission : Professor K. O. MAY, Department of Mathematics, 
University of Toronto, Toronto 181, Canada. Us sont priés d'envoyer 
leur nom et l'adresse à laquelle ils désirent recevoir leur courrier, d'in­
diquer les domaines qui les intéressent et les langues qu'ils lisent. 

La Commission compte commencer en 1973 la publication d'une 
revue internationale d'histoire des mathématiques et en attendant elle 
enverra aux intéressés un bulletin d'informations. . 
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