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Mathématisation de situations
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Le sujet de cet article ne concerne pas des notions explicitées dans le
programme de 1970, Si la situation présentée icl a ét4 introduite dans des classes
Hémentaires (CM 2}, oo n’est pas dans e but d"apprendre des notions mathé-
matiques, mais d’apprendre A utiliser des notions que 1'on posedde, apprendre
3 chercher. En fait, ce qui nous intéresse dans cet article, ce n'est pas tant les
découvertes faites par les enfants que Ie travaif fait & partir de la méme sitvation
par un groupe de travail de maftres de I’Enseignement ¥lémentaire, groupe
de travail qui est plus un club de mathématique qu'un centre de regyclage, ce
gui n'empéche nullement que I'on apprenne des mathématiques. X1 ne *agit pas
ici de donner un modéle, car ce qui est refaté ici n’est pas reproductible, mais de
montrer comment s'est effectude a1 sein de ce groupe une recherche qui au bout
du compte a débouché sur des concepts mathématiques que "o a pu expliciter.
Les chercheurs (éléves comme maftres) ne savaient pas trés bien ol feur recherche
allait les conduire; cetie recherche z évidemment conduit les maitres beaucoup
ples loin,

Ce gui suit n’est done pas un exposé d&ductif’ d"une théorie mathématique;
fe parti choisi pour Ia rédaction a éif de metirs en évidence le cheminement de
Ia recherche avee ses méandres of Sventucllement ses inypasses,

La situation gst prégentée comme la recherche d'un mode de construction
de carrds magiques sons la forme suivanie

« Un carré magique est un tableau de » lignes et # cofonaes, Daps chaque
case, on écrit un nombzre. Si Pon fait fa somme des nombres de chaque ligne et
chadque colonne, on teouve fe méme résultat ».

Il existe un mode de construction de carrés magiques d’ordre impair tels
que P'on utilise vne et uns senls fois chacun des nombres de 1 & #%, Voiel I"ébau-
che d'un carré magique d'ordre 5 et d'un camé magique d'ordre 7 construits
en utilisant cette régle, Pouvez-vous utiliser cette éhauche pour trouver la régle
de consiruction?
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7 et 20 ont & entourds pour Indiquer qu'ils joueat un rdle spécial.

1. Recherches au sein du groupe de travail des maitres (35 partic
cipants}.

Les sugpestions sont les suivantes:

@) Pour trouver le total d'une ligne on d"use colonne d*un carré ¢'ordre 5,
on fait Ia somroe des nombres jusqu'd 23 of on divise par 5 :

325]5=65

Le nombre manguant dans la quatriéme colonne est 14 ot Je nombre man-
quant dans Ia troisiéme ligne est 13,

b) Quelqu’un sivet Uhypothése que le norabre qui 8t 4t centre du carré est !
t+
2

Plusicurs remarques qui conduisent 4 des impasses sont dues au fait que Ie
probi2me a été posé comme Iécriture d’un carré magique, ce gui conduit 3
I'idée de calculer.

¢} On remarque fes confipuraiions : ‘
dans {c camré d'ordre 7 dans le carr€ d'ordre 5 :

T ] 20 | 22
8 21
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d) 1 et 2 sont placds de la méme fagon dans les deux carrés,
e) On peut passer de 9 & 10 comme de 3 & 4 (carré d’ordre 5).

J) Le 5 dans le carré d’ordre 5 doit étre placé par rapport au 1 comme le 7
par rapport au | dans le carré d’ordre 7. i

On passe de 5 4 6 comme de 20 4 2] (carré d'ordre 5) et comme de 74 8
dang Te carré d’ordre 7.

g) On doit entourer 10 ef mettre 11 au-dessous car:

5=0 mod3$
20=0 med3
10=0 mod 35
7=90 mod 7

k) Puisque I'on a 6, 7, 8 en diagonale dans le carré d*ordre 5, 0n a 8, 9, 10
en diagonale dans le carré d’ordre 7 et la personne propose de I"indiquer ainsi
sur Je schéma :

8 10

o~ A
a7 I

8 8

On voit se préciser un des « comme » énoncés précédemment. L'explicita-
tion des « comme » va permettire Ia mathématisation de la situation,

A la fin de la séance de travail (une heure et demie), Jes participants ont
explicité les régles suivantes :

12 1 est placé au centre de la premiére ligne.

2* Quand c'est possible, le successeur d*un nombre est situé dans la colonne

suivante et la ligne précédente.
3° Quand ce n'est pas possible, st le nombre est sur la premiére ligne, son
successeur est dans la case inférieure de Ja colonne suivante, 5'il est dans la
darniére colonne, son successeur est dans Ia premiére case de [a ligne précédente.
Les deux tableaux sont alors terminés; on construit alors le carré d’ordre 3.
On remarque que les régles sont indépendantes du fait que 'on a un carré
magique et que I'on aurait pu trouver 13 et 14 (carré d’ordre 5) sans faire de
calcul, les régles étant uniquement des régles de déplacements sur un quadrillage,
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Aucun des participants ne cherche & savoir pourquoi ces rigles permetiont de
construire nn carrd magigoe. Hs remarquent gue Minformation « étre 1wy carré
magique » est periurbante, Ceoux qui ont une classe de CM 2 décident dassayer
cet exercice aver leurs Eédves,

2, Recherche dans mue classe de CM.2 (28 éldves).

Le probitme est posé de lu fapon suivante:

Ecrire les nombres de 1 3 25 (ou de 1 & 49) dans les cases d'un carré en
trouvand Ia régle gui a éié utilisée pour écrire quelques-uns de ces nombres.

Les tableaux sont présentés exactement comme is avaient &té présantés
anx maitres,

Un eofant (Nathzlie) remarque immédiatement que 7 8 9 cest comme
20 21 22 et vient dessiner en vert des fidches indiquant ce gu'elle entend par
#« ¢'est comme .

7/9 20 22
£ 21

Un outre:

« 4-5 {carré d’ordre 7) cela doit Etre comnz 3-4 et 2223 sur Favtre carré
(d"ordse 5). T vient dessiner des fidches bleues allant de 3 & 4, de 22 & 23 (carré
d'ordre 5), de 4 4 5 qw’il marque (careé d’ordre 7).

Un troisiéme semarque qu° « il doit ¥ aveir une autre rigle, celie qui fait
passer de T & 2 dans les deux tableaux », It dessine des fidches ronges.

Ouand on demande ce qui a &td découvers, trois régles somt proposées ;
« o régle rowge » 1 qualifidée de « verticale »
« la régle blewe » : qualifiée ' « horizontale »
« Ig régle verte » triangle,
Les choses se sont déronlées Jusque-iA beaucoup plus rapidement que dans

équipe des maltres. Les enfants ont immédiatement transformé le probléme
posé en un probidme de déplacement sur un quadriiage.

Puis viennent les remarques suiventes !

«Je | est & In mémoe place dans le carré d’ordre 5 que dans le carré d’ordre 7,
ac milien en hant ».

S
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« Je peux mettre Ie 3 dans le carré d'ordre 7; 2, 3, 4 car les succosseurs sont
en disgomale. Ca c'est Ja rigle jaune, »

# 10 out & cdtd de | dace e cans d'ordre 7. »

« Le § est av-dessus du 6. On peut faire la régle verte pour 3, 6, 7 » {dans
le carré d'ordre 5).

« 10 obéit i la régle bleus. »

Us enfort remargue alors:

« Les régles, on ne peyt pas les utiliser comme on veut, ¢est 12 régle jaone
Ia plus forte, si la régle jaune n'est pas possible on wiifise les autres ».

Un mare remargque powr le carré derdre 5:

« Aprds 10 on pe peot fafre ni jaune ni rouge ni bleu alors on fait vert ».

Alain entoure 6.

Benoit place I3, 14, 15, 15,

Vaidrie entonre 15.

Jeen-Marie ; « Maintenant on utilise Iz régle bleue »,

Nicolas : « Les régles sont dans cet ordre 1 jaune, rouge, bloy, vert ».

Les nombres entourés sont tous multiples de 5,

Le carré d’ordre § est achevé collcstivement; Ia séance a duré une heure ot
demic,

En travail individuel, les enfants doivent compléter le carré d'ordre 7.

Tous réussiront.

Pans lo courant de la semaine, en travail spontané, des enfants e donnent
des carrds et les remplissent suivant les régles découvertes.

L'u fera un carré d’ordre 15 {0}

Lors de 1a séance suivants plasicurs ¢ofants d’one &quipe viennent proposer
d « essayer de mettre le 1 aitleurs pour voir si Ies régles marchent encore ».
Un autre suggdre d'essayer avec un tableau qui n'a pas le m8me nombre de
lignes ef de colonnes.

On retient ia premidre proposition. En travail individuel, chaque enfant
doit vliliser les régles 4 partir du 1 placé comme il Ie désire. On consiate expé-
nmentalement que « les régles marchent ». 1 faut expligner pourquol.

On fait sumdéroter Jos lignes et les colonnes de 0 4 4. On espére que Jes
enfants, qui ont travaillé sur engemble des entiers modulo 5, reconnaitront
une siteation familidre, mais il n’en est rien.

Lors de la séance de plein air seivant ce {ravail, on fera jouer les enfants
ia & marclle moduko 5 », Lorsque ke travail sera repris sur les carrés, la corres-
pundance entre Ies deex sitvations sera immédiate. Le probidme est ainsi transpo-
s en « déplacement sur un quadrillage modalo 5 »,

Les déplacements sont codds par des fléches — {augmenter de 1 Ie auméro
de la colonng), | augmenter do 1 le numéro de Ia ligne).

Gn s'apergoit alors gue les régles dlene, jaune, rouge sont, ¢o fait, Isméme
rdgle {1 -+ 4]). I ne resto done plus que deux régles,

N I
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Un enfant propose alors de ehanger les régles ; on place 1 comme on veut,
2 comme on veul. Pour trouver J on passera de 2 3 3 comme on est passéde 1
a2

On trouve que l'onpasse de L& 2par (2] ;2 - ) Oncherche 3, 4, St on
constate gue Je 6 vient sur le 1,

Un enfant propose de « passer de 53 6 comme on veut ». On continue ot
on constats gue 11 vient sur 6.

On se donne alors la régle {verse):
1" .6

6" .11

Une fois le travall terminé, on a % classes de cases; les cases d’une classe
étant relides Pune & 'autre par des fidches jaunes.

Je demands alors pourquod, en utilisant la régle jaune, le 6 vient sur le 1,
puis quand on choisit une case pour ie 6, ie 11 vient sur la case du 6, eig.

Un enfont fait alors la remargue:

« Clest parce qu'on a fait 5 fois la méme chose, cest comme Uborloge »
(référence & un travail fait sur les entiers modulo 4).

Remarque £videmment tout & faif pertinente.

En recherche individuslle des enfants chercheront & « répartir autrement les
cases » g'est-A-dire & « se donner d*autres déplacemenis pour chacune des deux
régles »,

Nous en resterons 14 dans cetie classe. Lo grand nombre d « inventions »
sur ce théme {recherche sponianés) tuet en évidence intérét des enfanis pour la
gitwation proposée.

— 23—
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3. La suite du travail dans Véquipe des maitres,

Au début de Ja deuxidme séance, il est fait mention de ce qui avait 466 fait
dans Jes classes o Ia situation avait &6 proposée et en particulier de Pidée des
enfanty de représenter les « régles » par des fléches de couleur,

Un participant remargue que « Pon a des translations »; jl suggdre de pomé.
roter les colonnes de 0 2 4 de 1a gauche vers la droite et les lignes de 0 3 4 du
haut vors le bas. On remarque alors gue I'on a « méme vecteur de translation
pour passer de 1 4 2oude 22 3 » et qu’il faot faire un ¢ ool modulo 5 ce gqul

donne ke tablean suivant :

1 (0%
z2 (43"
3 (34
4 (200
5 n
©

+i4.1)
41
+41
+an

+81)

Les participants remarquent que fe ¢ tombe dans la case du 1 parce gue :

54 =00,00 (mod 3}

On remarque alors gue dans 1 régle de construction précédente on pesse
de 5 & 6 par le vecteur {1, 0} gui de fagon générale fait passerde 5k a 5k + 1,

k étant un entier inférieur A 5.

Queigy’un propose alors le schéma svivamt
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On remarqus auss] que ks vecteur (1, 0) fuit correspondre 13 7, 24 8, ete...

Au point de 1a recherche, il apparadt préférable d'utiliser comme vecteor
faisant passer d’un cyele au cycle suivant celui qui fait correspondre les nombres
d'nae méme caze module 5.

On obtient alors Ie schéma suivant :
+HzaF1 z : H H
v g I y
q_ﬁe?—h-‘—-hg‘—hﬁ?
L S . B |
1;-.—1-2*13—*’?—-1‘5

f v 1 Y ¥
1.6-:-—-47“1.3--4“9 2
Y r Oy
.y TR JEPO x; WP

L 1T}

Par cenvention.
On décide de nommer -» vecteur de translation et — vecteur de décalage,

Il te pose alors une question:
Peut-on utiliser lo méme mode de construction en utifisant d’autres valeors
pour chacu des deux vectears?

On montre que:

1° toutes Jes cases jouent le méme role : on peut done placer 1 n’importe ofs

2° 8l s'agit uniquement de placer les 25 premiers nombres : fe vecieur
de tranglation peut &tre choist arbitrairement, ie vecteur de décalage doit étre
tel qu’il ne place pas le € dans une des cases déja eccupées.

-— Sil'om veut obtenir un carré magigue, i sst néeessaire d’avoir un nomtxe

de chaque « cycle » dans chague ligae ¢t chague colonne,

En effet tout nombre peut &tre écritsous faforme Sx 4 7.

§|1 2]3{4 s
oli1iz{a|a]s OX5 1Y
11§ 7/8]8 0 1 X84y
z [ [12]18]14 2XB4y
3l i eim 2ol  axs.y
s|njmiBisins]l  exsiy
| -5t 1
-3 x 42
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Exemple:
tableay des x tobleas des v
a2 823 (B E BB ES L) 1412513
2l 4 4t a0l 2 R.SENRNT
13{21|8fi7]s 2fait1]3]o a{tisf2]s
4 11212518 1% Ol2jaltla 4{2is5)apn
ol =R IREF- Al 2JOF2]451 B|3111412

Dans chagque ligne et chaque coloane, la tonume est:
SO+ 1+243++(1+24+ 34445265

On cherche Ies vecteurs de décalage qui ne conviennent pas quand on choisit
{4, 1) comme vectaur de translation.

En réstné :

On peat résoudre les desx problémes suivants @

8) Placer les nombres de 1.4 5 dans un carré de 5 3 5 en utillsant des régles
du type précédent,

1* On place le | dans une case guelcongue (25 possibilités),

2° Ii 0’y & pas de rosicicion pour le vecteur de translation T == (m, 2} &
Yexception de (0, 0), donc 24 possibilités,

3* Le vecteur de décalage D == (p, ¢) doit &tre tel que Ic 6 ne soit pas placé

dans une des cases déja numérotées {donc 20 pousibilités).
E ya donc 25 % 24 % 20 == 12 000 faponz d'éerire Ios nombres de 1 3 25

dans un carré de 5 X 5 co utilisant les régles sxplicitées.
Explicitons la troisiéme condition

f{m, u} {m, n} (m, n}
{m, n} 2 m, " -3 m -4 5

(p

T faut (7, ¢y # M. ),  he{0,1,2,3, 4}

Dans notre fagon de provéder, nous nous sommes dabord intéressés A
placer kes nombres 1, 2, 3, 4, 3, nous aurions pu tout aussi bien placer les nom-
bres 1, 6, 11, 16, 2, Pest-A-dire uiiliser d'abord le vezteur D = (p, ¢).
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De la méme facon gue précédemment, 2 ne doit pas étre dans vne case
déja numérotée :

) (», q) 6 (p. 2} 1 ) 16 (r.a) 21

Oﬂ.n)l
2

cest-d-dire (mmy S u(p,q), nels 1,2 34}
Les deux conditions précédentes peuvent s’exprimer sous la forme :

M1, ) + plp, g) # (0,0)

A ou p prenant I'une quelconque des valeurs 0, 1, 2, 3, 4,

bY Placer ley nombrezde I & 25 demrsun carvé de 5 % 5 de telle sorte que 'on
trouve le mime nombre pour lg somme des nombres de chagque ligne et de chague
colonns,

1* On piace le 1 dans une case quelconque (25 possibilités).

2° On choisit pour T = (m, #) vz covple qui ne place ko 2 ni dans la figne,
ni dans ia colonne du 1, c'est-3-dire !

m#zQO e nm#d
(16 possibilités)

/A
;/ i
A

KRS
7
7

3* D doit éue tel que
a} il n'y ait pas deux nombres dans la méme case

A, a)y - pip, @) # (0,0)

) Te 6 ne doit 8tre situé ni sur Ia Hgne ni sur la colonne du § c'est-d-dire :
pHAD ot g+#0

Les positions de 3, 4, 5 émnt détermindes par le choix de la case du 1 gt
de T, il y 2 12 possibilités de placer 6. Donc Ie nombre de carrés magiques est

25 % 16 X 12 == 4 800
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4. Les participants vont alors soulever plusieurs problémes.

Premier probléme:

Nons avens vt que le choix de T et de D engendre une partition des nombres
dela2ienSciasses tles nombresde 14 5, de 6 & 10, ate...

A chaque classe correspond un ¢nsemble de § casts. Pent-on tronver
Jd"autres couples (T, D) tels qu'd chaque ensemble de cases eormesponde ie méme
ensemble de nombres, mais cenx-ci &tant répartis diff€éremment?

Le 1 est placé dans la case (0, 2), T = {4, 2} 1 on obtient pour la classedu 1
un certain ensemble A de cases ;

A=0;2),(1;0,(2:3,0; 1), 4 H).

2 O)
Pahia)
3 ©1 \

JT T 4o

Existe-t-if an auire vectenr de translation qui place les nombres de 14 5
dans Pensemble A?
Un des participants propose ia sclution saivante :

901234
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On a la substitution :
sohmon 1:

(R el Y
B & Ty

212 3
Pl
115 4

Nous avons un vectesr de transiation (', ) tel que @

{m', 1) + g, 1y = (B, O}
on (o, 1) = Mm,n) (mod 5)

Or peut ainsi ewleuder le vecteur de translation de fa solution 2
we=dm  (mod 5} A mdn  (mod 5)

,m,mi ﬂf:z

Géndralisation :

Elle revient 4 chercher s'il existe d’autres cycles qui permettent de placer
1,2, 3, 4, 5 daps 'ensembic A de cases,
Nous codons les cases comme précédemument.

1° Nous plagons le | dans la case (0, 2}
Les muiltiples de (4, Z} permetient d’atteindre toutes les cases de A.
Omn peut aingi placer 2, 3, 4, 5 de 4 fggons différentes :

\ ©y @d  6n ey | a0

@, 2 1 2 3 4 5
2. 4, 2) 1 4 2 3 3
3. (4, 2) 1 3 5 2 4
4. (4, 2) i 5 4 3 2

2®* On aurait pu placer I daps a'importe laquelle des 5 cases,

Iy a dong (4 X 3) fagons de placer 1, 2, 3, 4, 5 dans les cases de A,

Les participants remarquent alors que si Pon choisit pour Ja solution 2 le
méme vecteur de¢ décalage que pour la solution 1, on aura ponr chague cycle
1a substitution swivanis :

solution 1 = Sx 4+ 1 S5x 42 3443 S5x4+4 5x4- 5

H d i
solution 2 : Sx+1 Sx+5 5x-+4 Sx+3 Sx+2

— YD e
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1l existe toutefois une solution plus générale : il suffit de placer le 6 dans
Pune des cases affectées dans la solution 1 aux nombres de 6 4 10 (ensemble B);
ce que nous schématisons de la fagon suivante :

[

L’emplacement du 1 étant choisi parmi Ies cases de A, on peut choisir
pour I'’emplacement de 6 I'une des cases de B.

On a donc 5 vecteurs de décalage possibles.

Sil'on choisit de metire 1 en (0, 2), T = (4, 2), D= {1, 1) pour la solution 1,
nous aurons 3

02— {44 —=(31) —=(22) —>10)
G T,

Ry |

4 . L 'R e,
113} —2-{00) — 142} —2-[34) ——{21}

»

T ST
“:...u:m At

8i nous voulons obtenir un carré magique, il faut éliminer les vectenrs de
décalage qui placent le 6 dans la lipne ou la colonne du 1, c'est-3-dire (4, 0) et {0, 3).

Cn peut généraliser,

On a obtenu une solution en choisissant 1 case de départ et deux couples
T={mn), D={p,q)

Les nombres de 1 4 5 sont répartis dans un ensemble A de cases, les nombtes
de & A 10 dans un enscmble B de cases,
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Pour chaque répartition des pombreg de fa classe de I dass A on & un
ensembie de vectenrs de dicalage répartissant lez nombres do fa clase de 6
dans B ;

DID=(p ) +Mmn} avec Xe{0,1,2,34}

Second probléme :

Le mode de construction précddent convient-il pour fa construction des
carrés d'ordre pair?

On fait un essai pour le carré dordre 4,

On choisit au hasard T= {2, 1).

Celte solutfon est immédiatement rejetée car (2, ) D@, 1) ={06, 2); e
3 se trouvera dons placé dans 1a ligne du 1,

On remargas gue pour tout vecteur de transtation dont une des compo-
santes est 2, il en sera de méme car 2 % 2 =0 (mod 4).

Cela interdit de placer le 2 dans I'une des cases situées dans la ligne ou Ja
colonne du § cu dans la ligoe ou la colonne sltuée  distance 2 de 1a ligne ou la
colonng du |,

. .
‘i al-n
Vecteur de décalage :

Le 5 ne doil se irouver ni sur 1a Hegne nd sor fa colonne du 1 (0 dans une
des composantes de D). It doit en Stre de mEme pour 9, donc avcune des compo-
santes de D no doit 8ire 2.

Les seules valeurs possibles pour D ou T sont done @

&L, G0, 33

0L, =21,3)=2(3,D=23,3

La coadition X{m, 1} -+ 1{p. ¢) # 0 n'est donc pas réalisée pour L = g = L

H n’existe done pas de possibilités de construire un carsé magique d’ordre 4
aves les rigles qui nous sont données. La raison en est que (Z/47Z, 4-, ) n'est
pas un Corps.

(Z /pZ, +, %) est un corps si pest premier; done le mode deconstruction
oit 'on peut choisie T et D & volonté (& Ia condition que A(n, ) 4 pol, ¢) # 0)
n'est donc valable que pour les carnés d’ordre premier,

Or

—_ 3
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Troisiime problidme:

I existe das carrés magiques d'ordre non premier.

Exemples &
1i124 T [14 1i18] 8 2 1 15|14
gimi2n 15(2i11 )8 12{8ir |9
16i3 |15} 3 “iJ{eLy L LR
1Bi8in|4 ANM3ia[9 $3{3i2 |18

Existe-t-if un mode de construction sysiématique?

Ccpmblémcnapasété tésolu au cours du travail dont leeomptemnduest
donné ici; une solution est proposée par Kordiemsky (Sur Ies sepuers des
mathématiques II, page 40, Duncor); les participants s’y référeront,

Quatridme probléme ;

On reprend ke probléme tel qu'il était posé initialement. On peut construire
un carré magique d"ordre impsir en utilisant les rdgles suivaptes :

1° 1a figne 1 ¢t la colonne 1 sont considérées comme suivantes de la ligne
¢ de la colonne 7.

22 On nomérote 1 Ia case médiane de la ligne 1.

3° Pour toute case pumdrotbe x (x << nf), numdrotez x -+ 1 laease de In
ligne peécédente ot de la colonne suivante si elle n'est pas nomératée, la case
de 1a Jigoe suivante et de 1a méme colonne sinon.

Pourguoi cette régle est-clle valable méme si le nombre impair n'est pas
premier?

(Une solution a €ié proposée par Kordiemsky, métme néférence.)

5. A ce point du travail, on interrompt les investigations afin de tenter de
dégager les idées mathématiques utilisées.

5. 1. — La construction de carrés magiques que nogs venons de voir
repose sur des propriétés des vactoriels qui vont étre explicitées.

On reprend alors les axiomes d'un vectoriel:

On dispose d'un corpy K d'ééments que nous appelierons a, &, ¢... (los
scalaires) muni d'un Sément unitd ¢ et un groupe additlf' ¥V ' Eéments que nous
désignerons par x, ¥.. {les vecteurs).

¥ copgtitue un sspace vectoriel sur X si outre fa loi additive vérifiant les
axipmes 1 3 4,

L+t r=x+4(+2z} associativité de Paddition des vecteurs

Lxty=r+x commuiativitd de I'addition des vectenrs

I x+de=dtx=x 6lémcntnemumqucdel'addluondes
vecteurs § (0, 0)

4, x4+ e=x -2 =4 symétrique unique de chague éiément
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i} existe une loi externe A opérateurs dans K vérifiant les axiomes S 4 8 ¢
S, ex=x
6. ofx + y) = ax + ay
T o 4-dx = ax + bx
8. a(bx} = (ab)x

« distributivité » par rapport 3 V

« digtributivité » par rapport 4 K

« associativité » de ia multiplication
cxierns

Powr Ie corré dordre 3, nous avens:
1° e corps : les entiers modulo 3 (N, +, X).

2° Le groupe des vectgurs

+Jo§1]2 XIof1i2
ojoit|2 BEB0 O
1§1i210 B L AREE:
ifalolt] [Ele[2]7]

{o,1)

{02

gof atloxien| e |2y

) lro,o!
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0.9

0,1

(0,2

11,0l

(LR))

A

10,21

(0.0

£l

o | 03

(0,2}

o2

{1,02

2.0

Ly

{12

{z0!

{2,

(22|
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On construit entidrement cefte table.

On vérifie les axiomes de la structare d’espace vectotiel; cela ept Poccagion
de faire des calouls,

On pourrait faire des caleuls analogues pour le careé d'ordee S,

On revient au probléme proposé. 1i est équivalent an probiéme suivant :

Or part de 'ensembie des entiers modulo 5 gue nous désignons par N,
Nous pouvons définir sur cet ensemble Paddition modulo 5 qui munit Pensemble
N de fa structore de groupe commutatif,

Les éléments de P = Ny X N; peuvent &tre représentés par les nceuds d'un
quadriliage que nous appelons des poly p, = {x,, ¥:).

- L A I

D1 23 4

Cholsir T == {m, 1) consiste & définir une bijection de P dans P : 4 chaque
point p; de P corsespond, par (. #) un et un seul point pydo P ¢

Ps = (X, ¥4}
031 M Gy +my ¥+ 8}

It en est de méme pour D,

il ¥ a 25 bijections possibles qui constifuent un ensemble V d’éMmnents
parmi lesquels on choisit T = (m, a) ¢f 1D = {p, g).

T et I} ne peuvent pas &ive choisls de fagon indépendante.

Tls dotvent respecter la condition :
My +up, ) # 0,0

e qui s'caprime en disant que T et D sont lindairement indépendanis.

Si par exemple nons cholsissons T = (1, 4} et D = {2, 3}, nous constatons
que 'on peut, partent ¢'un point, stteindre 5 points sculement.

Dans cet exemple, en effet, T + 2D = {0, 0},

Choisissons {1, 1) ¢t {p, ¢} Hnéairement indépendants.

On peut A partir de (0, 0) engendrer tous les paints.

Partant d*un point quelconque, on peust atteindre n'importe guel point
par une combingison lindaire de D et T,

On dit que O, 1) ot {p, ¢} forment une bare,

— 3
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Exercice d application:

Dans un carré magigue d’ordre 5, on sait gue Je 6 ost placé dans la case
{1, 3), que T == (2, 3), que D =(l, 2).

Queei est le nombre placé dans 1a case (2, 1)?

Puisqus I'on peut passer de Ia case (1, 3) 4 la case (2, 1) par une =ite de
vecteurs (m, n) of de vecteurs (p, ¢), on peut &crire 3

1,3+ a3+ H.2=(21)

14+ 4-pP=2
34+ t2p=1

Un a donc §

La résolution de ce systéme &’équations donne ia sclution,

I} existe d’autres bases parni lesquelies une est appelée bave cononigue.

Elie correspond aux vecteurs (1, 0} ¢t (G, 1).

5.2 Dans le travail fait dans Ia phase de recherche, certaines questions qui
se sont posdes consistent, en fait, A constroire une géométrie finie (affine).

Pour us carré magique &"ordre n (1 premisr} nous avons une géomeétrie
& n* points.

Nous allons étudier un peu en détail Ia pdométrie 4§ points {carré d"ordre 3).

Cholsissons un couple de vectours linéairement indépradants :

T={13 D=2

Nous avons trois « cycles »:
oyee —— 1, 2, 3
cycle 4, 5 6
eyeke oovus, 7.8, 9

Chagque cycle est une « droife » de 3 points.

L'ensemble de ces trois droites forme une direction. _

Chaque direction correspond i une partition des points en trois classes,

Chague classe est une droite.

1l s*agit de chercher guelies sont toutes les partitions cn trois classes possi-
bles {¢"est-a-dire chercher toutes les directions).
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G obrlent ainyt:

1 direction : A = {1, 2, 3}
2* direction : D = {1, 4, 7}

3* direction : G = {1, 5 9} -

4° direction : K = {l, 6, 8}

Nous venons aingt de eonstruire une géométrie dans laquelle les axiomes

B=1{45¢6 C={78 9
E={369 F={258)
H={3,48 I ={267
L={249 M={357

d'incidence do la géométric du plan sont vérifils ;
— Un point est incident & plusieurs dreites,

Exemple :

1 est incident 4 A, D, G, K; chague point de notre géométrie est incident

4 quatre droites (une de chaque direction).
— Une droite est incidente A plusicurs points.

— Denux points distincts sont incidants 4 ane droite an plus, une droite au
moins, ’est-d-dire que chaque couple de points distincts détermine une droite :

on pent dire sans ambiguité : la droite (3, 4).
— Deux droites distinctes sont incidentes 3 un polst au plus 2
* zéro point si fes droites apparticnneat & la méme direction;

Exemple:

{l; 2, 3}:

{7, 8, 9}

e un point s les droites apparticonent 3 des directions différentes;

Exemples:

{8, 5, 6} et {3, 5, 7} sont incidentes 2 5 :
(4.5 6 n (3,57 ={5

» deux droites qui n'appartiennent pas 4 Iz m&me direction « se coupent »

€n un point.

— Toute droite appartient & exactement une direetion.
— Une direction est forméde de plusieurs droites.

De fagon générale, une géoméirie A »® points comporte (x 4 1} directions

de n droites e n poiats,
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On établit le tableau suivont @
n | Nombre | NOEU® | Noptre de droites | Nombre de points
de poiats directions d’une direction d'une droite
A n* n+1) - n
3 2 4 3 3
3 25 G 5 5
7 49 8 1 7
11 121 12 il HE |

Le premicr probiéme du paragraphe 4 consiste & choisir un ordre sur les
droites; nous n'avons pas traité de fagon géodrale wetie question.

Certaing des participants entreprirent un travail personnel sar 1a gfoméirie
a 25 points.

Ce qui avait été¢ vu préoédenmment met en lnmiére le fait qu’il 0’y a pas
de géométrie & 16 points, définie de cette fagon.
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