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Processus de marthématisation (O

. BrOUSSEAD,
Assistant & la Faeulid des Seiences, Bordeaux,

Nous voulons préciser quel est ke procesens pédagogique que nous croyons
indispensable pour obicalr une bonne connaissance de ia mathématigue. B

nous 2 servi de mdéle pour organiser fa plupart des lecons et des séries &'acti-
viths dont aous avons parlé dans (9) (voir fa bibliographie). Il est indigpensable
pour compretdre la méthode et pour indiguer comment il est possible de congi-
lier des principes pédagogiques que des fiudes superficieiles présentent comme
inconciliables,

La pédagogie tend A organiver Ies relations de Penfant avec son milieu de
fagon 4 faire jouer des comportentents acquis en vue de la création de comporte-
IIETIS NOUVEUX,

1 Structures —— Situation — Modéles,

La structure d'un ensemble est définie par les relations ¢t les opérations
qui fient ses éléments. Si la liste des relations qui définit une structure 8, est
conteriue dans la liste qui déhinit S, nous dirons que S, entraine logiquement §,,
que S, réalise S,, ou encore que S, est wne abstraction ou un maddle de S,

Deux structures S, et S, peuvent étre des réalisations différentes d'une
méme structure 5; nous dirons que $, est une représeniation, modulo 8, de S,.
Inversement une méme structure peut entrainer logiquemsnt deux structures
différentes. L'ensembls des structores qui réalisent une structore S est d'sutant
plus vaste que S est plus générale.

Congidérons upe situstion, c'est-d-dire un cerfain agencement d'objets
{on de personnes) ayant entre eux certaines relations. I ¢st parfois commode
pour décrire cette situation de choisir yne sirocture gt ’éigblir, entre certaing
de ses fléments ou refations et les obiets ou relations de la sitimtion, des corres-
pondances de signifié A signifiant,

T4 parties de 1a stractare ainsi associées & des objets de la sitwation sont
dites concrdtement significatives,

{1 Confirence prononcée A Clerment-Fermand fors des Journdes dé PAPM. 4o wiui 1900
3ous o tie € Apprentivense dex Structures »,
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La structure est zlors un langage permettant de pasler de s situation,
La coreespondance « fangage-situation » est arbitraire,

Dune part les parties concrétement significatives de cette strachire entrad-
sent logiguement d'autres parties ou d’antres structures; d'autee part, dans la
situation, certaines des relations décrites ont des conséquences @ il peust arriver
que les conséquences dans la structure solent concrétement sigmificatives des
conséquences dans la situation.

Alors, 1a structure sgurail permis des prédictions valables, 1Vne strocture
envisagée dans une certaipe situation comme un moyen de prédiction, d'expli-
cation, avec un projt d'cufension des parties concrétement significatives,
constitue wn modéle de la sitoation.

il pent arriver que toutes les relations d’un modéie mathématique ne soient
pas susceptibles de recevoir une signification concrdte dans la situation décrite :
ces relations sont dites non pertinentes.

il peut arriver aussi qu'il o'y ait pas accord catre une conséquence dans
Lz situation et ce que prévoyait le modile, Celui-ci doit alors élre rejeté ou
modifié,

2 Modéles mentaux — Schéma et dialectique pédagogiques,

IT est intéressant d'utiliser le vocabulaire ci-dessus pour déerire les situa~
tions pédagogiques.

A un instant donmé 1'enfant est placé devant une certaine sitwation : ¢’est
A-dire devant certaing objets ou personnes qui ont entre clles certaines relations.
1l y a de plus entre hoi et cette situation certaines refations :

- il regoit des informations et des sanctions

¢t il peut réagir par des actions : activité physique, émission de messages, prise
de position ou jugement.

. Lorsqu'un enfant, dans une suite de situations comparables (gqui réalisent
une méme strueture} & one suite de comportements comparahles {qui relévent
d'une méme conduite), on est fondé & estimer qu'il a pergu un certain nombre
d'déments et de relations de cette structure. # a donc au moins un certain
modife menal de cette situation.

Les relations de Fenfant, 2 nn moment donné, avec le monds qui Pentoure
gonstituent mee situatios, Si estie situation a &€ accepide on organisée par un
pidagogue & Pintéoicnr d’un moyen de parvenir 3 un comportement p{évu,
nous Pappallerons sifualion ou schéma pédagogique.

Mais une situation o’cst pas statique : clle dvolue dans lo temps par suite
des dchanges successifs d'informations et d’actions eatre le sujet ¢f Ia situation.
Ces échanges constituent une sorte de dialogwe, tendant & Fobtention d'une
certaing satisfaction (dialogue de I'objet et du sujet, du coneret ot de 'abstrait,
de P3 priori et de I'd postériori...).
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Aun cours de ces échanges, Penfant modifie son idée premidre de la sitnation,
crée et éprouve un cemporterent, un modile mental, un langage, ouune théorie.
Cest un processus dialectique. Nous sppelierons diglectique pédagogique une
séquence de schiémas pédagogiques ayant {rait 3 une méme situation ou & un
méme modéle mentsl.

3 Dialectique de Paction.

a) Schéma de Paction,

L’enfant est placé devant une certaine situation, dont il posséde des modéies
mentaux plus ou moins satisfaisants. Ces modéles lui permettent d'interpréter,
de recevoir des informations gur cette situation. Il a de plus un but, ou une
maotivation d'agir pbysiquement; av wmoins certaines des mformations quw'il
regoit, ou qu'fl peut recevoir, sont pergues de fagon affective, e’est-2-dire comme
des renforcements ou des sanctions résultant de gon action,

infomation

Situation aclice Sujet
I N Sanction

b) Dindectique.

En agissant, I'enfant va améliorer ou dégrader sa position, il estimera s'étre
rapproché de son but ou gen £ire éloigné, le modéle uiilisé sera renforcé ou
abandonné. L’individu s'adapic par un processus d’essais ¢t d'erreurs, Les
méthodes de modification ou de chapgement dos modéles sont mal connues.
B faut remarguer toutefols que ces changements sent unjquement oricntds par
les sanctions et leur intensité.

On observe au ¢ours de certaines suites d’actions réussiss gue les moddles
sappauvrissent & chaque coup; & sujet recherche meins dinformation, ne
retient que celle gui est pertinente pour le résultat cherché : i ¥ a réduction et
abstraction par une sorte de principe d’économie du modéle. Ay contraire,
au cours des suites d'actions gqui &chouent, 'enfant tend 3 carichir le modile,
fe précise, le concrétise, le rend capable d& rendre compte d'une plus grande
quantité d'informations jusqu’d ce qu'il soit contraint de Pabandonner.

¢} Filigtion des structures.

Tes structures les plus pénérales sont celles guni seront réalisées dans le
plus grand nombre de modéles et celles qui aurent le plus de chances §’8tre
le plus frégoemment utiles. Si 'on admet que la fréquence de mise en ®uvre
dun moddle est une circonstance fevorable 3 son élsboration, il fauvt admettre
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que ies structures les plus pénérales saront les premidres que les enfants acquer-
ront. C'est ce que Pon observe dans la dialectique de P'action.

On a mis en dvidence aussi un ceriain ordre d’appurition des modéles men-
taux chez Penfant ¢ mentré gu'un modéle ne pouvait Etre utilisé efficacement
et familidrernent lorsqu'il n’était pas relié A une stroctore ou & une famille de
struchures déjh acquises on en cours dacquisition. Cette condition parait &tre
lide & Ia dislectique de Paction : Uenfant doit pouvoir opérer sur son modéle
un cerfain jew de modifications. Un modale particnlier acquis tout seni par ap-
prentissage n’est pas instrumental ¢f ne peat pas Etre adapié.

dY Modéles implicites,

1.2 dialectique de Faction aboutit 4 la création par ie sujet de modéles
implicites qui réglent cette sction : il s"agit de association de certains stimulus
A certaines réponses.

Si Fenfant posséde un langage approprié, if peut expliciter certains de ces
mod2les. Tin ohservateur pest en expliciter davantage mals i reste sans aucun
doute des procédés, des méthodes de recherche atiribnés 4 P'intuition qui font
que certaing trouvent assez séguligrement B ou dautres échouent régulidgrement
auossi, et ces méthodes e sont pas explicitables,

4 Dialectigue de la formulaiion,

Par abus nous avons confondu les modéles mentanx explicitables avec les
moddles mathématiques ; ceux-ci sont explicités dans uni langage trés particulier,
Pour qu'apparaisse objectivement ce que nous appelons de Ja mathématique,
I'enfant doit exprimer, & propes d’une situation, des informations pertinentes
dans un langage conventionnel dont il connalt ou crée les régles : i ne suffit
pas que P'anfant placé devant une situation ait I'envie et la possibilité de la modi-
fier, i fant qu'il constmise une description, une représentation, un modéle
explicite,

a) Schémas ¢ Ia formulation,

Si nous vowlons que la eréation d'un moedéle explicite suive notre schéma
pédagogique de base, I fant que ce modle soit utile 3 Pobtention d'un résliat;
tous les schémas s¢ raménent au svivant : Penfant peut obtenir sur Is situation
certaines informations mais il ne patvient pas, par sa seule action, 3 obtenir
Ie résultat attendu, soit parce que s informations sont incomplétes, soit parce
que ses moyens daction sont insuffisants,

§'i se rend compte alors qu'une antre parsonne est susceptible d'agir sur
Ia situation de fagon faverable, il cherchie & obtanir son concours puis échange
avee elle des informations ou des ordres @ ce sont des messages échangds enire
gn dmettenr et nn ndcepteur.
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ie schémag de la formmiation fonctionne de Ia facon siivants ¢

12 récepteur apit en fonction du message qu'il a regut. Si eette action n'est
yas sutisfaisante, il peut la corriger par un nouvel échange de ressages, mmais ia
communication ne pent g'établir que si le récepteur et "émettenr utilisent le
méme code, et Putilisent hien I"un et I"autre, I faut ensuite évidemment que le
conteny du message soif correct.

8i le schéma pédagogigue est correct, lorsque la sanction de Paction est
négative, il ’amorce une suite de corrections portant sur les mesgages qui
aboutit A Ia formulation cherchée. Eviderment fe fait gue les messages soient
éerits peut faciliter fes corrections,

Nous avons donné dang {9) f dans d’autres onveages (7) de teds nombreux
exemples de legons qui réalisent des schémas de la formulation :

— Désignation des objets ¢t des ensembles,

e Bgalitds,

— Dégignation des parties d'un ensemble, opérations ensemblistes.
— Création des conples, ensemble produit.

w Création dea cardinauz,

-~ Désignation des cardinaunx, des sommes.

~- Digignation des vecteurs,

e Numération, etr,.,

Ce schéma fonctionne avec régularité,

Ees relations des deux interlocuteurs avec la sifuation permetient do
prévoir queile est la sémantique - le contenu — des messages qui permeitront
I'obtention du résuitat. Les régles imposées au canal de la communication,
[c’est<h-dire 'ensembie des signes formels qui permettent de supporter les sens
des messapes dchangés] et de la syntoxe utilisée [cest-A-dire les régles
ot fes commaissances des denx sujets limiteront le choix du  réperioire,
de copstruction du message 4 Faide des signes du répertoire]. 1 est possible,
combinant judiciensement une sifuation et les conditions d"échiange des
messages, de commander & typz de messapge suscepiibie d'étre crés. H est
nécessaire que, si le messape ne passe pas {mal codé, ou mal comnpris} 'action
ne puisse aboutir,

8y Conditions sur la cormnmunicaotion

Un message, méme yn ordre bref nécessaire 3 Ia réalisation d’nne thche,
contient forcément une partic pertinente, concrétement significative.

Ii existe des relations de signifiant 3 signifié entre certaing &lémeats du
message &t cortains aatres de la situation. On ne connall pas de systdme de
conditions suffisantes pour qu's soit un message mathématique mais le fait
que le message soit

e GOLTH,

-~ gans ambiguits,
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— sans redoadance (¢est-2-dire ne contieane pas plasieurs fois fa mﬁm&
information),

— sans information superflue et plus généralement,

-— minimal en o& qui concerne & s fois le message, le répertoire of la
syntaxe, parait propre, dang la plupart des cas od nous ['svons réalisé, 2 produire
Ia création de messages quasi mathématigues, cCest-d-dire de moddles.

£} Diglectiquie de Ia formulation,

Elle peut avoir deux résultats pédagogiques distincts.

- La construction d’un message nouveau 3 Paide dun répe:w:m et
d'une syntaxe connus.
— La création d'un répertoire, d'une syniaxe {et de messages) nouveaux,

On observe dans les denx cas Jes maives processus d'essais et d’eronrs,
de réduction, d’extension et dadaptation des messsges ou des codes,

Ce sont les mémes types de situations qui les suscitent, :

Ceite réduction peut aboutir 4 une formalisation, 4 In erfation d'un modé!e
markématique explicite.

Dans le premier cas, les enfants n'"échangent pas beancoup de renssigne~
mentts sur le langage qu’ils utilisent, que ce soit lo langue ordingire, les dingram-
mes ot une dcriture formalisée.

Les régles de consiruction des messages et par conséguent des modéies
mathématiques peuvent rester tout 3 fail implicites. Nous sommes au nivean
de l'utilisation familiére, )

Dans le second cas, il est plus fréquent de voir expliciter des conventions
d’écriture,

Jamais, en siquation pédagogique, avec des enfants jeunes, je n'ai w
apparalire un message cotmme une simple stépographic de la langue usuells;
il y avait toujours une teniative de traduction de la structere mathématique
3 transioettre. Par contee it me semble qu’il est néoessaire de laisser anssi
¢irculer, fe temps venu, des messages oraux ; avani ou aprds Je jeu de la
comrynication non verbale prévue dans Ia sityation.

d) Variwnies des situations de commumication (voir fig. p. 61).

1° L’sléve s'adresge & luf-méme un message, soit par exemple parce qu'il
a besoin de retenir des éiéments intéressants pour les utiliser plus tard, soit
par smlpln désir d’expression.

Nous avons parfois utilisé ce schéma en proposant des phasemcﬂvm suivies

de phases représentatiyes.
2* Le maitre est Pun des deux intercolutenrs. Clest e schéma énseignant

— enseigeé. II n'est pas dans notre propos ’cxaminer les avantages ot les
inconvénients de ¢o systéme, mais il est peut-8ire utite d'esqquisser ses - pringi-
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pales déformations obteaves en néglipeant de faire jouer son rdle & Pun des
démenty die scbéma :

~ Sanctions en vertu de finalités qui échappent & Fenfunt.

-~ Répertoire imposs, limité par le réoepteur {malire),

— Pas de siturtion eoncrite vis-4-vis de laquelle 'enfant ae senie engagé
seu] ot pevzonneilement.

w Pag de réponse de Péléve : enseignement dogmatique.

- Pgs de sanction, sanctiony sans relation avec les moddles réellement
utilisfs par I'enfant, sanction de la formulation seule, etc...

1a situation est constituée seulement par des exercices proposés & Példve
{enemignement prograramé}; le pédagogue prévoif chague séquence ; informa-
tion vers I'éiéve, question, réponse vers le mafire, sanction vers Véldve.

‘FTontes ces méthodes supposent Pacquisition préalable par Penfant d'en
langage et do schémas logiques car I maftre doit utiliser le répertoire conny
de Péidve pour transmettre s pensée et la faire admetire.

Remorgue imporiomte.

Les relations de Fenfant avec la situation peavent Etre faussées par le
joeu de motivations incorrectes, méne si la situation présente unes bonne réali-
sation de Ia structure 3 enseigner,

3* Les denx interlocuteurs sont des éléves, ou misux des gronpes d'éléves,
C'ent e seul cas dans lequel la dialectique de la formmiation peut se développer
convenablement, car alors Ia fonction sémiotique est 3 la fois stimulée et contrd-
lée de fagon puissante ¢t naturelle par les relations des cofants A I'intéricus de
Ia classe.

La mathématique s'apprend, dans ce cas, comme un vrai langage, dans
Je respect des possibilitds pénétiques des enfants ot de la filiation de leurs
systinws d'expressions et de justifications,

Las proprés sont tousefols rapides car les situations imcitent 163 enfants
a emprunter, Je moment veng, les structures employées par lea adulies, sans en
permsttes une intrusion forcée ot prémeturde,

¢} Importance de Pemploi des modéles mathémgtiques.

1l est clair qu'il 0’y & pas vraiment apprentissage des mathématigues sans
Pemploi par Péléve de modéles explicites, du langage et de Pécriture mathé-
matiques.

Ce langage et cetie éoriture ne sont pas ulilisés couramment ni employés
familidrement dans les relations natureles établies par Penfant aves son milisa,

Ha'y a pas de méthode nituretle de Penscipnement des mathématiques,
Par contrs, si It majire pout multiphier les occasions diutiliser des modédes
mathématiques et se barner 4 apporter les conventions aniverseffes, il pent
organiser le processus de mathématisation.

La précocité ot Ia fréquence d'smploi par Penfant d'nn langage mathé.
matique pertinent et correct sont tout i fait capitales dans ces acquisitions.
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5 Dislectique de Ia validation.

a} Objer.; an cours de la dislectique de Ia formulation, la construction
des messages mathématiques s’accomplit suivant des rigles qui sont encore
implicites pour les deux interlocuteurs, H s'agit maintenant d'expliciter ces
régles, de préciser ics conventions, de dire pourguoi telle oriture mathématique
est correcte et pourquoi elle cst pertinente, Clest 1"objet de Ia valldation explicite.

Bient sir In dialectique de I'action apporic une validstion empirigne, £t
implicite, des modéles d'action ou des formulations construites, roais cetie
validation est insuffisante. La conviction doit se concréliser en une assertion,
une affirmation, qui permetira i ia pensée de s'appuyer pour construire de
nouveiles assertions ou de nouvelles prenves,

Faire des mathématiques ne consiste pas seuloment 3 émettre ou & recevoir
des informations en langage mathématique, mfme en les comprenant,

L'enfant mathématicien doit prendre maintenant vis-2-vis des moddies
quil a consiruits une attitude critique.

— 1l doit relier ces modéles entre cux,

H doit pouveir constyruite expliciiement une structure usuelle i partir

d'autres qu'llt connalt déi, en expliciter les théotémes.,,, BOUS
cette validation de syniaxigue car cile ne fait appel qu'aux modéies cox-mémes,

~— 1t doit par ailleurs expliciter la valeur d’un mod@le dang uae situation
donnée, relever Ies contradictions ou préciser son domaine de concrétisation.
Cest la validation sémantique.

b) Usage dun message conme modéle.

L'enfant ayant en 53 possession un message dcrit peut stablir lui-méme
les relations de signifiant 3 signifié avec lez éléments de 1a situation. I peut subs-
tituer Pétude du message 3 celle de 1z situation ef, grice 4 cela, oblenir plus
facilement des prévisions utiles. C'est & cc moment qu'il fait du message un
modale.

La figure ci-dessous montre de facon schématique les roles différents
que peut jouer fa formulation dans Paction @

— Enl, leiangage ne sert qu i déerire la situation, A I'exprimer. Le schéma
est celui deg apprentissages par associations répétées d'une formulation 2 une
action.

~— En 11, le langage est ke moyen de communiquer au sujet la situation
qu'il doit organiser. 11 doit réaliser ou concrétiser ce qui ¢st énones dans le
message, faire ume construction effective, punis coder I nouvells githation
obteaue et transmetire ce nouveau message.

Ce sebéma est celui de la vérification; il est empioyé dans I'apprentissage
des assemblages dazsertions par associations répéiées rvec une construction
concrate; ¢'est le schéma de la preuve sémentique de cos assembiages. I et
utilisé fréquemment avec Pespoir que des actions My -+ 8§, - §, » M,
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répétées traduiront par abstraction un passage M, — M, plus économique
en temps ou en cHorts,

En 1, l¢ langage est utilisé comme moven &’ obtenir sur 8, des renseigne-
ments qu’il ausait été pénible et impossible de mettre en évidence directement
par construction : I'esfani code la situation §, suivant le modéle abstrait M,
¥ rrisonne shivani les régles internes de M, obtient M, et concrétise ly concly-
gion en prédisant S, ou en réalisant Paction ainsi prévue. Clest le schéma. dea
algorithmes ou de la mathématization, L'enfant qui opére snivant ce schéma,
4 moins qu'il applique seulement un algorithme, doit connaitre de fagon ex-
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plicite la justification du choix du modéle et celle des régles du modéle, Il faut
entendre par justification explicite 4 la fois celle qui se référe & la conviction
profonde et 3 la convention sociale. Le processus de mathématisation vise ug
usage convenable de ce schéma, et I'enseignement des mathématiques consis-
tera & organiser les relations de 'enfant dans diverses sitpations avec le mon-
de qui I'entoure de fagon 3 obtenir Ia génération et I'emploi suivant ce schéma
des modéles mathématiques. L'utilité des modéles et la confiance que leur
accorde l'enfant est un facteur bien connu favorable & leur connaissance,
Nous donnons plusieurs exemples de cette organisation dans (9) et dans les
« documents pour Ia formation des maitres » et en particulier la définition

et I'étude des sommes de cardinaux et des propriétés de Tladdition des
naturels (1).

¢) Schéma pédagogique de la validation.

L’enfant pourra peut-étre, 3 ce moment-13, prendre tout seul conscience
de la représentation qui existe entre le message et 1a situation ainsi que de la
valeur prédictive de sa formalisation. Mais il le fera bien mieux et plus facile-
ment dans une sitnation pédagogique ot il devra affirmer ou nier la valeur
du message. Ce schéma est comparable au schéma de la communication.,

L’enfant est dans la position du proposant. La situation dont il s’occcupe
est un modéle mathématique ¢’est-a-dire un couple : situation « concréte » —
structure mathématique. Tl doit justifier, défendre sa formulation et donc
Eémettre des gssertions et non plus des info rmations, & 'intention d*un epposant.

Les sanctions sont organisées de fagon telle que chacun ait effectivement

Sanctions

-

Inlomations
M-  Proposant Tl
Siwation Struchure Messag‘es »
concrete Assertions 2
Théodes E
(45}
Inkmations
enttl] Opposant [
e ol —
Sanctions

Théorics mathématiques ou logiques

Schéma pédagogique de la validation explicite

(1) Volr plus loin, page 7I.
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inthrlt & Jouer son rble : I'adéquation du modils & 1a sltuntion satisfers I"an
des sujets ators que I'avtre sera satisfait dans e cas contraire. Le jou de la
décosverte ¢st un exemple un pen formel mais trés efficace d'une sitostion
de ce genre, A propos de Paddition des entiers ou des polyddres, il aboutit
A wne axiomatisation de la situation,

L dialectique de 1z validation s'établira souvent A 'occasion de 'orga-
nisgtion de jeux de siratégie opposant des petits groupes dans une compétition
toute sportive,

La formmiation de s stratégie apparait 3 Uintérieur d'une méme équipe,
& le schéma est conforme an schéma de ks formulation, ¢’est-d-dire g celui
qui grouve la stratégie ne pent pas se metire § la place de celud qui doit Vappii«
quer.

Dans e jen de la découverte, Dexistence "ane stratégic efficace étant
reconnue, cefle-ci est propeosée (pour un gain supéricur), oun alors elle est
devinée par les adversaives si I proposition tarde trop. L'opposant cherche &
prouver la fausseté de lassertion. Une découverte acoepiée par tous peut Stre
utitisde pour agir ou pour protiver autre chose,

d) Dialectique de Ia validation.

Les régies de Vacceptation d’une proposition par "opposant peuvent 8tre
admises ou connues implicitement par celui-ci, on alors déclarées explicitement
par le proposant. Celui-ci sera amend 2 expliquer, 3 justiffier une assertion non
admise par son interlocuicur, dans un sysidéme de référence. T'est souvent
celui qui perd qui veut expliquer pourquei il a perdu.

Au cours des échanges successifs de messages, ces enfanis sont amends,
s'ils le peuvent, 3 expliciter une partie du répertoire logique ot mathématique
dont ils se servent pour &ablir leur conviction.

Avu cours de ces échanges on peut observer des phases I *analvse dut svstéme
de référence: une assertion refusée est commentée, décomposée en une suite
d’assertions plus crédibles. Si les régles de ceite décomposition sont des répgles
mathématiques, le discours 5t une démonstration.

A d'zutres moments on observe une complexifioation ou au contrairs uae
smplification du systéme de référence : exemple : 1z dénition de I"addition
ayant permis d'écrire des nombres nouveaux de plugievrs fagons, il a fallu
indiquer cela par des &galités. Ex. : an cours du jen de la découverts (*), les
enfants remplissent le tablean de ces égalités jusqu’au moment ol il est néces~
saire de supprimer celles qui peuvent &tre déduites de certaines, déja écrites.

A Qautres moments ¢ncore on observe des processus de réduction de
chaines de propositions par usage implicite d'abord, puis explicite de théord-
mes et de définitions. Ce processus de réduction ressemble 3 celui qui est ¢n
usage an nivesu de la formalisation clie-méme,

{*) Cabior pour I'Enseigrement lémsntaive Jo3 msthématiques do FLEE M, de Bordesux n+ 5.

— B —
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e} Rénltar: thdories mathématigues,

Ainsi, au cours de Ia dialectique de la validation, les enfants dlaborent
et explicitent une ou des théories mathématiques, axiomatisfes de fagons
différentes suivant leur 8ge et lea situations auzquelles ils ont &6 affrontds,

Ii est évident que les situations choisies, comme les refations qui s*établis-
sent entre elies et ls petit groupe de jounes mathématiciens, jouent nn rle
trds important dans cefte élaboration, Car le modéle mental de Ja déduction
ogique devra &tre différencié progressivement de modéles voisins qus Pon est
loin de bien distinguer dans le vocabulnire courant et qui ¢’appliquent perfois
dans les mémes situations ¢

— Concondance ou comcomitance, association statistique de deux
assertions (elles sont vraies « souvent » mais sans plus, dans Jes mémes situa-
tions),

-~ Association commune d’idées ; elles sont prononcées souvent dans la
méme siteation,

—- Coungalité diterministe : A; est cause de A, si A; précdde A eisien
aacan cas A, ne se produit sans que A, ne ke soit produit au préalable, Autre.
ment dit, 8i A, entraine A; (sémantiquemsnt).

- Agsociation de situations par analogic : Passociation est féconde mais
le raisomnement par analogie est logiquement sans fondement : .

Par exemple:
dans I'exemple E, nous avons fait ou concln C
dans U'exemple E, nons avens fait ob concly €
dans Fexemple B, nous avons fait ou conddu C

% dore » {1) dans E,., nous ferons ou conclurons C!

Combien d'apprentissages sont basés sur ce modéle dangereux répéé
avee, par surcroit, une sanction terrible; celui qui ne senge pas A conclure
est dSclund non friellizen:...

1t est &vident que Penfant peut implicitement, tout comme Jes aduifes,
appliquer ses modéles ou ses propositions dans des ensemblex de valeun
varides : ensombles 3 denx valeurs {vrai ou faux} mais aussi 4 trois valeurs
{vrai, faux, on ne sait pas} ou plus {ceriain, probablement vrai, on nc sait pas,
probablement faux, certainement fanx}.

Cen enserbles peuvent 6tre utilisfs concurremment dans une méme
sitnation, en particulier dans les jeux de stratégic ot les conjectures s mélent
anx déductions authentigues.

Dans cette création de Ja pensée mathématique, Mexplicitation des systéd.
mes de validation ot la recherche de formulations convenables peut faire gaguer
beavcoup de temps,
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£} Variantes du schéma pédugogique. Role dw matire,

L'eafant doit construire Iui-méme sa comviction. 1l s'cst pas possible
ds démontrer guoi gue ce soit & un enfant qei ne posséde pas la notion de déduc-
tion. L'usage du répertoire du destinataire ¢st uae condition bien vonnue de
s communication.

Dang le schéna de la vaiidation, si le proposant ou Popposant est le
maltre Iui-méme, il est 4 craindre que la conviction consiruite chez I'enfant
50it de la méme sorie qu'une conviction morale, ou esthétique, ¢t ne s'sn dis-
tingue pas. .

1 est imporiant, cssenticl, que la pondération psychologique d'une tavie-
logie soit d'ane autre nature. Aucune considération autre que methématique
ne doit intervenir dans le jugement de Uenfant. Plus qu’aillenrs, lorsqu’il s™agit
de construire Ja notion de vérit€, Papprentissage ne sext & ren, le maitre doit
donic absolument s'e¢ffacer devant les efforts de Menfant méme 8'ils somt malne
droite, il doit 8tre exigeant sur la qualité des convictions et des preuves; cela
veut dire non pas qu’il va réfuter tout ce qui n’est pas une bonne preuve, mais
qu'il va prendre en congidération fes tentatives 4 ce sujet, encourager Penfant
& se poser devant les situations en mathématicien, en constructeur de moddles,
puis en logicien, en adulte.

Exn matiére de mathématique, Verreur est traumatisante et apprentisage
avifissant $'is sont pergus dans une relation faussée, En ce domaine, Pusage
incongidéré, par le maitre, de ses connaissances techniques a souvent le plus
déplorable effet.

Peni-étre les mathématiciens ont-ils été des enfants qui ont découvert
un jour qu’ils raisonnaient plus vite et mienx que leur maitre et qui ont ew
confiance en enx-mfmes,

Clest pourguol le maktre doit organiser le processus de mathématisation
et la validation par les enfants entre eux; mais {1 ne faul pas espérer que la
méthode de redécouverte, méme dans une petite sogiété ol lew relations seraient
tetfes que la découverte d’un ou deux serait trés vite wiilisée par tous, peoneite
aux enfants de reconstruire la mathématique. Le bon langage, ia bonne techni-
que, la formulation commode, le modéle intéressant, la théorie utile sont le
frnit de multiples recherches et de circonstancss de probabilité pacfois faible.
1 n'eat pas néoessaire d'organiser toufes les acquisitions sous la forme dhune
constraction, certaines démonstrations sont momentanément impossibles,
Lo maitre aide Penfant & passer sur les difficuliés mineurss. 1l ¥ a méme des
impossibilités absolues : par exempls, aucun raisonnement portant sur la
notion d’infini ne pent étre formulé A propos de problémes concrets. Tout cect
explique Ia complexité de Ienseignement des mathématiques et du choix
qu'il faut y faire.
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Un exemple de processus de mathématisation :
L’Addition dans les naturels : C.P. C.E.L

« En aviation, quand wne pidce casse i
faut chercher Je true pour seulager !z fatigue,
ou supprirner lo pidoe, ou changs ke pilote...
wlus on renfores plus on casse. »

A. Open
(Scuvenir d'une vieille tige. A, FAvsank

Pai toujours essayé de suivie, en enseignemeat des mathématigues,
le conseil de cetie « visille tige ». Car une méthode pédagogique s'apprécie
comme un avion A sa Mgdrerd, 4 son économie, & sa Snesse,

Draillcars Jes dernidres anndes &voquent irrésistiblement pour moi la
naissance de Pauto, de P'aviation ou de Ia radio. J'y persois s méme ambiance
de Hbertd et de facilité, Ie méme foisonnementi d'idées ingénienses ou nalves,
pratiques ou folles. On y voitf les mémes chercheurs de génie, les mBmes inven-
teurs souvent autodidactes, les mémes ingénicurs sudacieux bricolant avec
des moyens réduits face su méme enthousiagme of 4 14 meme mnblesrie dey -
foules, & la méme incompréhension de I'administeation, face 3 la méme inso~
lenite suffisance de certains pontifes abusant de lsur prestige, face 3 I'héroique
et obstiné soutien d'autres. ¥’y vois aussi e méme grouillement de mercantis
et de prophéies... '

1es méthodes nouvelies résultent de ia combinaisen de nombreux progrés
et d'importants changements de points de vee dans des domaines trés divers.
On n'optimise pas du premier coup sur un e champ de variation. Ces métho-
des se ressemblent & pen prés antant sutre elles gue les premidres « cages A
poules » : Pessentiel des solutions possibies v est probablement contena en
germe. Mais il est trop 18t pour déméler des procédés que IMavenir retiendra
de chacune, trop tot aussi pour les éprouver et les juger ea bloc,

Ies novateuts se soni surtont jusqu'd présent préoccupés Jaméliorer
Yapprentissage du raisonrement qui stait certainement fa partie la plus défec-
meuss des méthodes classiques, et un peu Pétede précoos des srructures mathé-
matigues. Je veux montrer avant 1a fin de Pannée que d'importants gains de
temps ot de qualité peuvent étre réalisés sur Ponseignement du celew! numérique
{et sur celui du calcul Jogique). ¥ai la conviction, étayée par mes expériences
personnelles, que nous pourrons alors renocuveler radicalement Papplication
des connaissances mathématiques et 'étude des problémes pratiques de toutes
sortes, En particulier je crois possible de banaliser le rmisonnement probabiliste
ef les probjémes lindaires d"optimmsation ausst bien que cenx de logique &1~
meniaire,

L’emaploi précoce et familier d'une formalization efficace m's paru éure
une des clés du probléme de V'enseignement de Palgébre, de arithmétique et
de la Jogique. T m’a semblé que 1'on pouvait gagner la plusieurs années si

—_T7 -
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Poy arrivalt A comprendre comment pouvait s’opérer I"acquisition d'un langage
formuel, la création d’une syntaxe, Paceroissement ou Ia reprise un répertoire,

C’est au cowrs des deux premidres amées de scolarité que la question
décisive de savoir si I'enfant disposera, 2 'école primaire, d’une écriture mathé-
matigue, est franchée et I'on ne peut Faire de pari intéressant en enssignement
élémentyire sans Favoir d*abord en partie résolne.

Clest une question difficile. Cest pourquoi depuis dix ans les travaux
portent essenticflement sur ces deux premiers corrs {CF - CE), Mais ¢"est anssi
POuUrquel BOUS PouvOnE maintenant espérer de nouveaux progrés dans ks
pondes qui viennent.

Pour iflustrer ces propos ef afin Je pouvoir faive d'utiles comparaisons,
Jai choisi de*résumer ici nne série de legons relatives & un sujet classique 3
addition des aaturels.

Ces legons, comme I plupart de celles que je concois & Pheure actuelie,
sont étayées par un engemble 4 hypothéses sur le processus de mathématisation
que j'ai exposées en mai 70 aux journées de PA.PM. de Clermont-Ferrand,

Définitions traditionnelles et défimitions actuelles de Paddition des
saturels,

Dass Ia méthode waditionnelle, on introduisaji directerent des assem-
blages de signes, tels que « 3 + 4 = 7 », ¢’est-3-dire des relations antre natureis,
Ces assemblages ne teaduisaient pas des énoncés, ¢'est-i-dire des constaiations,
mais un certain algorithume, I'apprentisssge consistait daos {‘association
répétée de Malgorithme ot de Pécriture. Le r8le des signes « + » gt « == » était
appris par habitude et lewr signification par une tradoction dans la lsngue
ordinaire. Les naturels n’étaient donc pas construits daprés une signification
oais présentés axiomatiquement. Célajent des & choses » qu'on ne montrait
pas mais gui vérifizlent toutes les relations scrites.

Ce provédé Hait raisoanable lorsqu’on a choisi Ia théorie des paturels
comme théorie pédagogique primitive. Cependant, aprés Péchec avéré des
méthodes dogmatiques, les pédagogues se sont lancés, par réaction, dans Jes
méthodes actives. Un reste de platonicisme sous-tendait toutefois Jes théorics
doat on s'uspirait poor effectver le passage de I'action 4 ia traduction syrabo-
lique. 1] s’ensuivit un gofit souvent exagéré pour e concret ¢t des errsurs
groseiéres daps Pemploi du matéricl et daans Iz rechexche doy sitwations favo-
rables 4 la mathématisation (par exemple I'emoploi des « constellations » pour
P'étude des naturels supérieurs 3 6). Pour que le sens du naturel ze développe
chez ui, il fallait que Penfant concrétise Palgorithme désigné, qw'il compte et
recomnpte ses doigts, des pommes, des bitons, eic.. 5i I'absteaction ne se
produisait pas, l'enfant s¢ noyait dans le concret : n'ayant qu’un langage,
il eanfondait le naturct et les eollfections manipuldes,

N J
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Nous avons fait un choix différent ; pour parler des objets physiques
et des collections qu’il manipule, nous avons introduit le langage de la théorie
des ensembles ou plutdt son écriture formelle. Celle-ci a été obtenue directe-
ment et non comme traduction de phrases en langue usuelle, Elle est utilisée
simplement pour la désignation.

Dans ces conditions, le naturel peut étre construit par des classifications
d’ensembles. Les ensembles d’ensembles doivent étre & leur tour désignés.
Nous verrons comment divers procédés de désignation sont successivement
construits par les enfants suivant leurs progrés.

Ces procédés de désignation, au fur et A mesure de la découverte des
naturels et de leurs relations, vont constituer un véritable modéle de la mani-
pulation des collections d’objets physiques. Ce modéle sera créé et utilisé par
I'enfant comme un langage par un travail sémantique et un travail syntaxique,
puis repris dans une véritable construction axiomatique. Les legons que nous
décrivons plus précisément illustrent ces trois points.

A. Désignation des nombres — Travail sémantique.

1. Rappel,

Dans Ia classe vn cardinal est interprété par une grande boite ol 'on a
placé certains ensembles en classant des collections de petits objets ou des
dessins les représentant. Suivant les connaissances des enfants, certaines boites
ont regu un signe : 11,9, 8,6, 3, 4, 2; d’autrcs n’ont pas de signes, par exemple,
celle que les adultes appelleraient 14, bien qu'elle contienne déja plusicurs
collections et qu’on sache en construire d’autres allant dans cette boite.

2. Premier type d’activité : ke jeu de Kim. Sujets mathématiques : partition,
écriture d’wn r-wplet de paturels. Infroduction dn zéro. Préparation 4 In
numération.

Nous avons utilisé le matériel préealeu! (Hachette) qui présente des collee-
tions de lions, de canards, d’écureuils, d’arbres, de maisons etc...

11 s’agira pour les enfants d'écrire une suwite de nombres naturels, nombre
de chevaux, de canards..., chacque suite décrivant un sous-ensemble du matériel.

Présentation du jeu:

Sur une table, une partic E {moindre que la moitié) du matériel dont on
dispose, et que I'on peut facilement grouper suivant un critére simple; les
lions, les canards..., une dizaine d’objets de chaque espéce. Sur une autre
table, Je reste des objets de la collection (de quoi reconstituer une collection
identique E"). Un linge va permettre de cacher la collection montrée aux enfants.

Déroulement du jeu:

I phase; Sur la premiére table un enfant constitue un ensemble A avec
des éléments de E,
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Uz second enfant vient alors observer cet ensemble A pendant ur court
instant puia va i la deuxiéme table od il doit constituer un avtre ensemble A’
ol il y aura « les mémes choses ot en méme nombre », gu'en A.

Le mod#le est alors caché sous un linge.

Lorsque Penfant déclare avoir fini, quelques délégnés de ia classe ¢compa-
rent Je modale et la copie. Cela suscitera un regroupement matériel des objeis
en ciasses ot une bijection ou vn décompte.

Dewxiéme phave : Dés que fa régle du jou est comprise, la maitresse forme
one premidre équipe de 2 enfants.

— Yo premier observe comme ¢i-dessus ef rédige un message qu'il porte
au second.

- L& second doit alors, grace au message, pouvolr faire Ia cople exacte.
du moddle. T est permis de disuter poor demander des renseignements mais
zeulement entre deux concours.

Chaque enfant observe 'efficacité des messages dans Ie jeu ot peut rempla-
cer un jousur défaillant. La deuxidme phase dure jusgu'd 'obtention d'un
premier message réellement utilisable.

Troisiéme phase: Course entre denx ou plusieurs £gaipes pour Pamélio-

ration des conventions. A fa fin de la deuxidme pbase on obtieat un dessin ou
au micux une éeriture du geare

(;{@i’?) ; 42?1 sﬁ;m}

{3 Lions; 4 canards; 5 écareils...}

Les enfants conviennent d'un ordee (par exemple : lions, canards, écurenils,
&léphants, arbresy que ia maliresse écrit an tablean; zlors les dessins sont
inutiles et une suite de naturels suffit.

Cuatrieme phase : Piusieurs groupes joucnt pour bien connaitre les conven-
tions de position. Introduction du zéro & "occasion d*une classe vide,

Cbhservations:

Les gufants m'ont tout d’abord méme pas compais I'atitité de dessiner
chaque objet : ils dessinaient wn seu! objet de chaqee type suns indiquer le
nambre des léments.

Ce qui refenait leur attention c'était la nature des objets et non leus nom-
bre 2 ils ont 48 trds surpris de voir la différence entre le moddle et la copis,

Tout de suite aprés ils ont dessiné rous les ohiets et bien vite les dessins
complets ont ét¢ jugés trop longs.

La solution {3 ...) leur a parn #xés satisfaisante, La maliresse a di intervenir
pour suggérer 'abandon de i= représentation dessinéz.

Elle a dispost les messapes obtenus dans en tableau afliché.

— T —
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3. Deuxitme type d'activitd ; Comparsison do pariftions,

H s'agit de comparer, en nombre, des ensembles comportant beaucoup
d’éléments {59). La seale technique de comparaison de deux ensembles que
connaissent alors les enfamts est Pinjection, mais comment I'exéeuter?

Les enfants doivent déclarer lequel de deux ensembles d’objets contient
Ie plus d’éléments. 8i les objeta ne paavent pas &tre appariés (inis face 3 face),
par exemple §'is sont desdinés, in techniqus des Baches est obligutoire mais
dés qu’il y a plus de vingt objefs elle est proprement inextricable.

A condition de présenter un nombre soffisant d’objets (au moins 50)
les enfants déconvrent eux-mémes aqu’il est avaptageux de procéder des deux
cOtds 3 des partitions en sous-ensembles disjoints de méme nombre d’obiets :

Yo o O
%0 00 o0
: o o
o 0020 %0 30
o © 4 o oY% o o

et de tenter de mettre ces sous-ensembles en bijection. Celte déconverto est
facilitée par le travail en groupe.

Les enfants sont répartis en trois groupes. Chague groupe doit comparer
deux ensembles dessinés sur deux grands papiers et comportant plus de cin-
quante £léments. 1 ne suffit pas de conclure, il fau? aussi montrer aux auires
groupes qu'on ne $'est pas trompé,

Les enfunts par exemple dessinent ceci:!

K dcrivent g > & ot disent « i aombre 4 Sléments de A c3t plus grand que celui de B,
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Ici, ils &criveni ¢ = J of diseni le nombire d'éiéments do C ese le mbine qee celui de D »,

Par des questions telles que ¢ ¢s-tu bien 50:7 Je ne sais pas, je ne vois pas... »
la maiiresse suscite des hésitations et des controverses.

H faut bien remarquer que Ja comparaison de deux cardinavx s'effectue
chez 'enfant & 'aide de procédés différents suivant le nombre d’objets dont
il s"agit; chaque modéle a ainsi un intervalle d’emploi privilégié ;

de | & 6 perception directe (& § ans); ‘

de 9 & 15 correspondance terme 3 terme, liens;

de 30 4 €0 ou 70, partition et correspondance entre sous-ensembles,

Il est aussi ridicule de demander une perception giobale du nombre de
IS ou 16 objets (anciennes constellations) que de faire tracer des liens entre
deux ensembles de quatre obiets. Les enfianis penvent enx-mémes découveir
les moddles mathématiques & condition de leur proposer des situations oi ils
sont plus uiiles que {oul aufre.

En développant ces considérations on peat établir ainsi les caractéristiques
informationnelles de Pemplol privilégié d'un modéle mathématique,

4, Trolsidme type d’activité : Ecriture du cardinal d*une coliection irds nombrense,

Devant une collection dun grand nombre $'obicis les enfants veulent
écrire un message permestant & d'autres enfants do péaliser un ensemble équi-
valent en nombre, Il leur faudra aussi comparer en nombre deux tels ensembles,
C’est Poceasion pour eux de découvrir que "addition leur permet d'écrire
des naturels, qui potir eux sont {rds prands, 4 Paide des guelques petits naturels
qu'ils connaisszent.

On utilise environ 200 objets pour une classe.

Les enfants sont répartis en 3 groupes autour de 3 grandes tables. Sur
chaque table un ensemble de plus de 60 objets {distribués & poignées).

La maitresse propose d'écrire le nombre de ces objets. L'écriture sera
transmise 3 un autre groupe qui devra reconstituer un eesemble équivalent.

— G
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Lo comparalson se fera direcioment sur loy ensembles d'objets {par bijection
ou tout autre moyen). Nous recherchons des écritures du genro (5 -+ 4+ 5 + 3
-+ 2 -+ 8 + 10) mais nous ne refusons aucune idée correcte, Le procédé a §té
découvert facilement par les enfants par référence au jeu de Kim.

Observations :

Les méthodes de détermination des cardinaux ont été différentes pour
Ies trois groupes

-~ La premidre équipe a compté ot £crit le nombre d’objets de Pensembie
{uns éldve sait mais eile est fa seule),

— La deuxiéme équipe 2 réparti fes abiels entre les individus. Chaque
enfani a compté ie cardinal d'une partie de P'ensemble, On a done pu introduire
tout naturellement Cécriture souhaitée.

— La troisidme €quipe 2 constroit systématiquement des sous-cnisembles
de 5 €éléments. Cette méthode pourra étre exploitée avec fruit quand on intro-
duira les systémes de numération,

Dans ogs deux derniors cas on obtient des dcritures du genre {5, &, 4, 8, 7,
12, 5) 0v €5, 5,5, 5, 5, 5,5, 5, 5, 8.

1t est facile d’indiquer alors 'éoritue habituelle S - 8§ -4 -+ 8 4 7 4 12
-+ 3 clle est adoptée sans probldme. Mais on peut attendre aussi la phase
suivante.

Remarque : Par exception (CP début décembre), dans ["un des groupes
une 8éve sait compter correctement un ensemble de 67 objets ot éorire « 67 »
mais c¢ renseignement n'est encore exploitable gue pour ue nembre infime
d’éléves, La maitresse ne refuse pas le message : le renseignement ¢st compris
ou non par les autres,

5, Quatridme type d'astivied,

Déhinition sémantique de 12 somme des natorels {2 par exemple); classe-
ment de réunions d'ensembles,

Lz jew consiste & réaliser, matérieliement ou sur un dessin, des réunions
d’ensembles ot A les classer le plus rapidement possible d'aprés lewr cardinal
{dang des boites, par excmpk).

1™ phase: Le mafire place sur une table deux boites « S» et « 3 » qui
contiennent respectivement des ensembles équivalents en nombre, de 5 objets
¢t de 9 objets. Si Pon utilise des dessins de ces objets on aura soin, dans cette
premiére logon, de ne prendre que des dessins d’ensembles disjoints. Dans
une autye pardic de la classe sont rangées toutes les boites que les enfants
ont 36 déji utiliser pour classer les ensembles rencontrés, Certaines n'ont pas
de nom.

N
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¢} Les enfants prennent un ensemble d’objets dans ls Hoiie 5, un dens fa
boite 9; ils en constituent la réunion, par exemple cn mettant les objets do
I’enssmble obtenu dans un sac. Ce sac ¢st transmis & un codquipier qui chexche
ke cardinal de cet enseuble, soit par bijection aver va ensemble figurant dans
ies boites dont il dispese, soit en comptant s'il sait. Mais il vaut micax que
Pensemble soit tel gu'il ne sache pas compter ses éléments.

B Le jgu recommence, toujours avec ies mbmes boftes mais avee des
dessins d’ensembies, en cherchant a boite 3 laguelle appartient la réunion;
on peut vérifier ep réalisant concrétement celte réunion 3 Yaide d’objets.

Le maitre organise uge course entre deux équipes pour classer le plus vite
posgible les réunions.

Trés vite Fone des deux équipes s'apercoit que la boite convenable est
{eujours Ia méme et elle s’abstieat de compter ou de vérifier ; elle gagne —
Pautee éguipe imite bientdt, vérific — Cette découverte est I'objectii de fa
premidre phase.

2% phase:

Méme jeu en remplagant la premiére paire de belies {5, 9) par une autre,
par exemple (7, 9). C'est une autre boite qui convient, valable quels que s0ient
les ensembles choisis. Nouvel exemple; explication de la démaverte Mais
nous voulons aussi une éeriture.

3¢ phase:

Le mafire met A 1a fois plusicurs boites d’zasembles 4 la disposition dey
joueurs, par caemple 7, 9, 6, 11 et il désigne 3 chaque fois une paire de boltes
{tellz que (7, 9% {11, 9, (6, T, =tc...). Les enfants découveeat que chaque paire
caractérise la bolts but, '

Pour faciliter 1z tiche if faut se rappeler dans quelle bolte if fallait mettre
la réunion précédemment faite avee la miéme paire. Le seul moyen commode
est de noier sar cette boite de quelle paire il s’agit, par exeniple (g, &) ou g + &,
le signe « 4 » ftant proposé par le maitre,

Nous venons de faire Pintroduetion da mgne « + # pour répondre au
besomn des enfants.

4* phase:

Catastrophe ! la réumion ef émipotence sont incompuatibles.

Maintenant le maitre place dens les boites des dessins d'ensembles qui
ne sont piug disjoints.

Les enfants réalisent la réunion. Dés la premiére série de vérifications,
ies enfants sont obligés de reconnaitre, non pas qw’ils s¢ sont {rompds, mais
gue l'algorithme mis au point préédemment pour classer les réunions e
convient pius : 1a réunion d’un ensemble de cardinal 5 et d'un ensemble de
cardinal 9 peut avoir comme cardinal 9, 10, 11, 12, 13 ou 14 suivant les cas,

Om peut aveir A équipotent 2 B et C équipotent & E 21 aussi A U € non
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équipotent.d B v D, Pourgaoi? Les enfants découvrent bientbt que cortaing
objets figurent deux fois par na dessin dans A, un dessin dans B alors qu'ils
n¢ figurent qu’nne seule fois dans ensemble téunion. Ils recoanaissess §’antant
micux ce fait qu’ils ont déji manipuld et désigné des intersections d’ensemblos.

Conclusion: Cu bien il faut vérifier chaque fois et s’assurer qu;il s'agit
d’une réunion d'ensembies disjoints, ou bien il faut compter chague fois les
éiéments de la réunion.

6. Concluxion,

Ainsi dans un premier temps le processus de formalisation directe intro-
duit Pemploi du signe « J- » qui permet simplement d’obtenir la désignation
de nombreux nouveasx naturels. Notre bofte sans nom de toot 2 heure (14)
s'appellera pendant quelque temps 8 -4 6. Ce nom suffit ampiement & désigner
et A définir Ia boite en question,

En proctdant A des partitions les enfants peuvent comparer ot dénombrer
des collections comportant jusqu'a une centaine d’objets en n'utilisant que
les tout premiers natorels, par exemple Iécriture « 8 -7+ 8+ 6+ 44 9
- 11 » est une parfaite désignation provisoire de « 53 », Quelle puissance tout
& coup! Les enfants, i [a conquéte du nombre, ont ie plus grand désir de manier
des naturels aussi grands que possibie. Suiveons-les dans cette voie ¢ les naturely
e! Paddition serven! @ construire de nowveaux natirels,

1’enfant utilise toutes ses connalssances non pour réciter mais posr biltir,
Nons avons constaté combien cette motivation puissante favorise les découver
tes ot les apprentissages.

Dans les méthodes traditionnelles fes enfants n'écrivaient 8 -+ 6 que
lorsqu’ils connaissaient 14. L7addition sexvait & décomposer cu gue Fon cotnais-
sait déja et, d= ce fait, perdait de son intérét, d’autent plus que I'on s’arrangeait
pour que les enfants manipulent en suivant ce qu'ils énongaient. A quoi peat
bien servir de s'arréter apris avoir compté jusgu’a 8, recommencer i comptet
jusqu'a 6, éerire 8 -+ 6 et enfin recommencer 3 compier les mémes objets
mais cette fois, sans s'arebter, de 1 & 147 H suffisait de commencer par 1a.

B. Relations numériques : syntaxe de Paddition.

Dans un premier temps, 'eraploi du signe « - » permet d'obtenir la dési-
gnation de nombreux nouveaux naturels; mais bientdt les enfants constatent
qu'ils ont ainsgi plusieurs signes pour un méme naturel : ils 8’en apergoivent
par des comparaisons d’ensembles ; 6 4 3 -+ 5 est le nom d™une boite, B 4 6
ausai mais, si I'on a marqué de ces signes deux boites différentes, tout ensetnble
apparienast i I'une appartient aussi & 'autre : il fant une seuie boite pour
laquelle nous avons deux signes ' « 8 + 6 et « 643 4 I». Sl y a lieu de
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communiquer & guelqu'un cette informetion nouy savons déjk &orive :
«§ - 6mb+ 3+ 5,

Ainsi par 'addition o obtient trop de noms de naturels ; nous allons
tenter de dominer la situation en éerivant des dgalitds et des inégalités puis en
essayant de réduire les éorituzes.

1l s’agit maintenant de réaliser dez ensembles dont le cardinal est donné
gous forme d'une somme, de comparer ces ensembles en nombre, d'écrire la
tonelusion de ¢85 comparaisons,

Un sutre but de ces activités st de faire découvrir aux enfants que 'on
peut parfois comparer des cardinaux écrits sous forme de sommes et cela
directement d'aprés les écritures, c'est-a-dire en utilisant ces messages comrme
des modéles.

Cette activité est importante car elle met pour 1z premidre foig en évidence
le rdle d'une représentation en mathématique au cours de la comparaison entre
des manipulations ¢’objets et la formalisation de cette activiié,

1. Egalité de cardingex.

a) 3 groupes doivent fabriguer des ensembles dont Jes cardinaux sont Jes
sulvants 3

— Pour e }*" groupe : 9 4+ 9+ 8+ 3 4 & (avec des jetons);

= Pour lg 2* groupe 4+ 5+ 3.4 839+ & {avec des bouchons)

— Pour Je 3¢ groupe 1 5+ 24 8 48 3- & 4 4 -+ 2 {avec des bixchet-
tes).

B) Comparaison de ces ensembles : Le premier travail se fait sur les écritures
de cardinsux ci-dessus. Une remarque est faite immédiatement par une enfant @
8 se trouve dans toutes ces écritures.

Puis, invitds 4 comparer les deux premiers cardinaux, los éléves procédent
comme Suit ;

94+ 948+ 348

Ay SN

On souligne ensuite les chiffres nor reliés : 9 d™une part, 4 ¢ 5 de Pautre,

Unte éléve affirme alors, sans pouvoir Pexpliquer, que les deux ensembles
sont équivalents. La classe vérifie le bien-fondé de cetie supposition en appa-
riant biichettes et jetons.,

Ceei améne & supposer que 4 1+ 5 & 9 pourraient désigner une méme
boite. On Je vérifie en compiant le sombre d’8léments de Ia réunion de deux
ensembles pris Pun dans la boite 4, Pavire daps 1z boite 5,

Einstinnrice rappelle Pemploi de = et Ia notation : 4 + 5 = 9 est propo-
sée. Un enfant propose alors de relier $ 2 4 4- 5 par une fldche dans les expres-
sions de cardinanx du schéma ci-dessus,
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On exprime ensuite Je fait que les deux ensembles vont dans la méme bolte :

$4+94+84+34+6=4-+54+34+8B+9+6
Remargue: La comparaison des cardinaux du §* et du 3* ensemble
devrait se faire de la méme manjére. La vérification a échoué, les enfanis

ayant égaré quelques biichettes, On peut éviter cet inconvénient en utilisant
des dessins d’ensembles au deu d’olbjets.

2. Inégalités.
De 1z méme fagon, les enfants conclueat

4+3+$+7<§+f+8+4

f i
i

3. Réduction d’écritures et substitations formefles,

Jew des téldgrammes @ counrse de relais.

Les enfants vont se transmettre de I"on 3 Yautre des messages : o promier
regoit Vinformation {sur le nombre de bijoux du trésor par exemple); c'est
344464842 1 le recopia et Je transmet au second. Celui-ci recopie
Vinformation et latransmet au troisidgme, Celui-¢i recopie I'information et Ia
transmet, efe... Mais il est entendu que Pon peut modifier I'éeriture du message
pouzvi que le natuest indiqué reste le méme. $°il y a course de telais, les enfants
ont intérét & réduire o message : par exemple les téiégrammes successifs portent

7+6--8+4+2 7+6-+10, 13410, 23, 23

mais il faut montrer ce que Pon fait, justifier. Clest ce qu'indigue le schéma :

746+ 84+ 2
A4

T4 6+ 6
NS

13 + 9
A4

N/
23

— 8 —
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Si Péquipe choisit P'éldve ls plus fort comme premisr messager, il saura
peut-fire exécater Popération et transmettre un natorel unigue. Mais il y a
risque d’erreur; on peut convenir que chague messager n'a le droif d’addition-
ner gue 2 naturcls,

Des enfznts pouvent vouloir vérifier en opérant sur des collections dobijels
ou des ensembles dessinés : en général, on vérifie le régultat et on ne se préoocu-
pe pas des intermédiaires, ce qui n’est guéee fructuenx. Par contee fes enfants
acceptent  immédiatement Paide offerte @'afficher un rédpertoire dégnlités
reconnoes vraies que Pon retrouve & plusieurs reprises. {(Ce scra 'objet de
Fétude suivante.)

Une expérience : Le jeu se poursuivant & "aide d'un répertoire, 1a mafiresse
a proposé de réduire I'éeriture snivante ¢

432 - 128 - 545 - 237 -+ 841 | 528

en utilisant le répertoire
432 4 128 = 560 545 - 237 =782
841 + 528 =~ 1369 560 -3 1369 = 1929

Les enfants savent copier ces naturels sans savoir les lire. Hs ont pourtant
compris Palgorithme et aboutissent & I'dctiture
1929 - 782

qul les satisfait, Hs n’casaient aucuncment de donngr ape signification A cette
deriture, estiment le message court of ne souheitent pas mHgux.

4. Conclusion,

Nous avons donc créd un langage aveo alphabet
a=1{0,1,23,4,56,7,8 9% 10, }}

nous surions pu le faire avee {0, 1, 2, 3, 8, 9, 13, 4}

@) Ce lanpage doit 8tre utilisé par les enforts > nous avons donc recherché
tes cecasions d'Studier kes partitions, jes sommes, Iz relation d*ordre dans les
sommes, les sommes de sommes, eie.. Et, pour multiplier les constatations,
nous nous gardons bien de nous limiter aux cas de la recherche de FPéeriture
canonigue d'un natarel (7 8 = 15) pour #crire & occasion par exemple
T4 8649

by It faud que les enfapts gient toujours fe choix du langage utilisé pour
déerire Ia situation : montrer trois doigts, tracer trois barres, ou ufiliser le
langage du modéle : apérer aves Ie signe « 3 », penser 3 Ia « boite 3 ».

¢} ¥'il s"agit de compter, nous cherchons & les conduire 3 priférer le
langage des naturcls aussi pouvent que possible comme plus commeds pour
eux que le langage des collections. 1 faut dviter & la fois Ia ropture avec le sens
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pour qu'ils oublient pas de quoi ils parlent, wals auasi 14 lourdeur qui risque~
rait d¢ les engluer danz les sigaifids concrets,

. Progressivement, ks enfants devront pouvoir faive mﬁanoe dy modéle
paur prévolt, obtenir des résultats, opérer rapidement,

Dans cotte phaze la syntaxe a £4¢ construits comme régle implicite de
cons{ruction et d’emploi des assemblages, Il reste & Pexpliciter et & prétiser
ses réglos de validits, Cest I'objet de la phase suivante qui correspond & la
dialectique de ia validation.

C. Ftude des répertoires d’égulités ;: Débui d’axiomatisation.
1, Censtitation du répertoire.

La ntaltresse affiche ies Egalités découvertes par les enfants au for et 4
mesnre qu’slles apparsissent : elles penvent servir & fuire dea calculs numériques,
3 comparer des résuliaty et, griice A des .tufmiﬁrtians Jormeiles, & établir de
neuvelles €galitds.

On peut par exemple instaurer une sorte de concowrs de découveries:
I"équipe qui propose une égalité nouvelle et qui prouve qu'elie est yraie gagne
ai point. Une égnipe qui prouve go'upe <galité proposée par I'autre 6qmpe:
ent inexacts en gagne denx.

Il faut vérifier : Ia poouve, c'est Ie retour 4 la sitoation, On contréle en
prenant des objets ponr réaliser les ensembles et en compiant,

Mais bien vite certains enfanis découvrent des procdés qui fournissent
une nouvelle dgalité & partir de celle proposée par 'équipe adverse sans recon-
rir-4 I'examen de {a situation

Par exemple A Pzide de 344=27

on construira 3144171 directement
ou encore 3+4+5=7+35

ou bien e contrafre,
2 Taide de T+94+3=3+4+11+ 85

on affirme par simplification T+9=11+3

Pour husiifier de telles transformetions d*écritare, les enfants finissent par
énoncer des régles relatives & I'équivalence d'égalités ou gueique chose d’sppro-
chant,

2. Riduction da répertolre.
Devant Ia prolifération des égaliiés, les enfants proposent @ -
a} De n’en éerire que guelques-unes, fey autres a'eh déduisant facilement.

#) De classer colles que Pon garde de fagon 4 les retrouver vite, Clest le
début de fa constitntion des tables d"addition, La mise en tableau de Pytha-
gore sera une application de Péude d'ensembles produits d'snsembles.
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¢) D'effacer du iabloaw certaines égalités & mesure qu'on o#t certain de
bien ez connaitre : il s'agit d’une convention entre tous les enfants qui doivent
savoir ce qu’ils ont mémorisé; cette pratique encounrage donc Papprentissage.

La réduction du répertoite d'égalités 4 vn minimum dCaxiomes et de
schémas de constructions constitee co fait un débur daxiomatisation de i
théorie des raturels,

Nous n’exposons pas dans cet artivie les exercices qui relévent d'an anire
processus de mathématisation gue nous utilisons cependant dans Is pratique
sopnaurremment & ceux-i.

R sagit du processus d’abstraction par Uemploi successif de différentes
interprétations du méme modde mathématique.

Alnsi les cafants manipslent un jen de baguettes logico-arithmétiques
dont la conception arithmélique remonte & Mile Haudemars (1927) et 4
Caisenaire. Ces baguettes sont, comme des ensembles, classés dans des boltes
qus sont désignées par des lettres. Une « somme » ¢st définie dans ensemble
des sssembinges de baguetfes, et par passage au quotient une addition qui
permet de désigaer de nouvelles boites.

L'emploi de poids, et d’objetz classés guivant Jeur prix permet de metire
en évidence des isomorphismes pour (N, --} et de préparer Ia notion de mesure,
Dienes 2 beaucoup &mdié cet aspect du processus de mathématisation.
Ce type d’abstraction joue saos dowte un réle important dans ia dialectique
de Paction et dans les partics sémantiques des processus de formulation.
Mais il s'agissait ici de donner un apergn d'un autre pspect, moins famidier,
ée oo processus de mathématisation.

Je remercie mon ami L. Duvert de m’svoir signalé queiques eereurs et
omissions et d'avoir sensiblement amélioré ia présentation de ces textes,

G. B.
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