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Rubrique des problémes de PAPM.

11 est créd, dans le M!e:m, une rubrique des probidmes. Cette rubtique
est pour le plaisir, celui qui nous fait choisir les mathématiques & vingt ans,
et non directement pour notre enseignement.

Le niveau ne doit pas excéder celui des classes préparatoires ou des
deux premidéres anndes de Faculid. Un certain caractére d’originalité dans
Iénoncé est souhaitd, ce qui exclt, en particulier, les applications immédiates
de théordmes classigues ou les probRmes déjA parus dans &’autres revues.

$i Paufeur d'un énoncé n’est pas en mesure d’en donner 1a solution, i] doit
accompagner son evoi du maximum d'informations concernast le probléme,
afin d’aider les responsables de la rubrique, Un gstérisque signale un probléme
dont la sohition n'est pas connue de ceux-ci, Le Bulletin publie les metlioures
solutions.

Enoneds et golutions sur fenjiles séparéed et tapées i In machine S.V.P.
N'oubliez pas de signer. Toute correspondance concernant Ia rubrique est 2
adresser 4 :

Gérard TETAC
Rubrique des problémes
LU.T. de Clermont
B.P. 19 « 63-Aubjére.

Enoncés.

Les solutions des probiémes suivants doivent nous parvemr avant le
31 décembre 1971,

Eooncé n® 1% : Louis Comter (Faculté des Sciences d’Qrsay).

Soit S{p, k) le nombre de partitions &1t k classes d’un snsemble & p léments
(ou nombre de Stirling de 2° espéoe : voir Particle de M. Glaymann, A P.M.,
janvier-février 1971, p. 87). Si p est premier, montrer que p divise les S(p, k),
St 2K K G po 1L

Fooncé n® 13 : Fugdne EuREART (Ecole Militaire de Strasbourg).

A et B étanl deux corps conveses fels que A = B, monwrer que Paire dela
surface qui limite A est inférieure & cefle de B.
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Enonct u* 14 1 Gérard Lerac (LUT. de Clermont),

Soit f une fonction continue sur les réefs postifs. Le oéitbre lemme de
Croft affirme que si pour tout x la suite { f{nx))yn posséde une limite sian - o,
il en cst de méme pour J{x) si x -+ 0. Peut-on dire que, si pour tout x, la suite
{f(nx)), 51 st monotone {ou bien bornée supéricurement), alors la fonction f{x)
est monotone {ou hien bornée supérienrement} sur les réels positifs?

Solutions.

Emoncé 8¢ 2 : (. LrTac, LU.T. de Clermont). \
Soit E 'ensemble des quadruplets de nombres » 0. Si ¢g=4{x, », 2. O
ast élément de E, on pose :
Silg) = {ly >}, |2 — pf, [~ 2, |2 £]) vt fry4lQ) = S2(fd@))-
Existe«t-il, quel que =oit g, un entier 2 tel que fi{@) = (0, 9,0, 0)?

Salution: {J. Duraesnoy, Faculté des Scicoces de Borderux).
La réponse est non. En effet, considérons le quadruplet g = (1, o, 2, ¢
ol o est In. racine réelle {supéricnre & 1) de "équation x® «—— X2 v X0 o § o= (35
on g ;
ffg) = (@ — 1, ofa — 1), a¥e— 1), (@* L a4 Die—1))=
(@ — 1, afx — 1), a¥a@ — 1), a¥o 1))

d'olt ful@) = (& — D, oo — 1), @Ma— I, a¥o — 1) £ (0,0,0,0) pour
tout entier n.

Enuvucé w* 3 : (1. Laco, Eeole normale de Caenl
Quel est le plus petit multiple de 49 qui s'éerit, en notation décimals,
& Taide du chiffre 1 seni?

Solution: {M, Bauvai, Lycé I.-Ferry, Versailles).
Le nombre qui, en notation décimale, s’éorit & I'atde de » chiffres 1 consé-

mﬂ; L » Il est divisible par 49 si ot seulement si 10" — 1 est divisible

cutifs est :
par 49. _
1° Tout d'abord, if st pécessaire que 10" = [ mod. 7,
16=3 102922 1P =326 10{=3%6=]8=4
I=Ixd4=12=510=3x5=15=1
Doric, « {1 est multiple de 7 » Squivant & : ¢ » st multiple de 6 ».
2° Modulo 49, 100 =2 ¢t 10" = 0P =22 = § =T 4+ 1.
10 =7 4 1Yo 1+ T+ 49CE - .., par la formule du bindme.
10% == | -} T mod. 49,
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Le plus petit nombre # tel que 10% — 1 soit multiple de 49 est dong 7.
Y2 nombre demands est celui formé en écrivant conséeutivement 6 X 7 == 42
fois Io chiffre 1.
-~ Autres solutions de 1 H. Baregris (Menton), P. Beiuavier {Lorgues),
A. BorreEro {Lycée Jules-Ferry 3 Cannes), G. Coquer (Centre Universitaire
de Valenciennes), J. Davrrevaux (IS E.A. 3 Muthouse), M, Dgroux (C.E.S.
Solre-le-Chitean), E. Buruart (Bcole Militaire de Strasbourg), J. M. Faure
{Bruay-en-Arbois), J. Horemaw (Lyeée Louis-Barthou 4 Pau), M2 P. LaxNg
(I.D.EN. Mérignac), J. C. Nepor (Aulnay-sous-Boig), F. PenNaMen (Saint-
Cuzer), Ch. RopriGuEz {Faculté desv Sciences Saini-Charles 4 Marseille},
Ml M. STROWSKY (Lezoux), M'"* G. Samparn (C.E.8. de Saini-Quentin),
Mif® M. Vian (étudiante & Orsay}) et Pautenr.

Géndralivation:: (J. LeGranD, Faculté des Sciences de Bordeaux).

On va résowdrs e probiéme en le généralisant un peu et cherchor quel est
le plus petit multiple de 7* ob k & N*, qui s’éerit en notation décimale & Paide
du chiffre | seul,

1° Soit A, = 11, ...['1 {z chifftes en notation décimale; » e N¥, il s’agit
de trouver It plus petit entier posinf = tel que :

| (1) A,==0(mod 79 |

Grona:
QA 10— et comme (9, 7% =1 1)
est équivalent 2 _
i 2 10" @ 1 (mod 7%) |

On a donc & trouver le plus petit entier n positif satisfaisant 4 (2).

2° Pour résoudre ce probldme on va utiliser quelques propridtés d’arithmé-
tique : :

a) Rappelons b= Théoréme d'Ealer :

« Soient § ef o1 deux entiers positifs tels que (&, m) = I; Pensemdle des

entiers n fels que:
p* = | {mod m)

e3¢ formé des priltipies d'un divisawr de @(m), oi @ dévigne I indicateur & Fuler »
et 1a définition soivante @

« Sofent f et m deux entiers positifs tels gue (B, m} == 1; on dit que B appar-
Hent & h moduio ™ 5i b est le pluy petit entier positd, tel ;

§* =1 {mod m). »
Daprés le théoréme & Euler, h est un diviseur de ¢{m).
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5 On va maintenant établir un lemme et un théordme qui conduiront
au résultat cherché.

Lemme.
« Soit p un nombre premier » 3 et & N* vérifiant
[ BPH =1 (moedp)
(@ B #1@modp?)
alors pour tout ke N* on a:
@ e = | (mod o8
5}y PP g 1 {mod ). »
1a démonstration se fait par récurrence sur N*. L2z propeiftés (4) ot {5)
sont vrazes pour ¥ — | d’apras {2} et {3).
Faisons Phypothése que (4) et (5) sont vraies pour k == g; on peut écrire :
Bo-ur™ = 1 4 Ap% od Ae N avec A # 0 {mod p)

q=3
BOH7 m (1 - ApF =1 4 Rp"t2 4 T CRAPY 4 Mp¥.
N et
O, sip—1z2carsx>letpz3, dotspzp42.
De plus, p étant premier, on a :
@gh=L pourl sgsp—1
On en déduit par application du théordme de Gauss
piCs, pour 2L g<sp—1. _
Il en résulte en remarquant que : gs+ 12 5+ 2 car (g— s 2 1
PR pa CIAp, pour 2 5 ¢ S p1
ce qui permet d'éerire
BIF1 = 1 4 Ap*tt + pp*t® L et pe N*; A # 0 (mod p)

ceci entraine (4) et (5) pour k£ = 5 + 1, d'od le résuitat.
Ce lemme établi, on en déduit e théoréme suivant :

i

Thiaréme,
« Soit p un nombre premier > 3 et fe N tel gue
{ B appartient 3 {p -~ 1) module p
| B0 # 1 (mod p)
alors § appartient 8 (p — 1)p*= modulo p* pour tout ke N*. 5
Le théordme est vrai pour & = 1 et de plus § satisfait aux conditions (%)
&t (3} du lomme,. )
Faisons Phypothése que le théordme st vrai pour & == & 2 1 of désignons

par 4 I¢ nombre auguel P appartient modulo p¥+,
4 est un diviseur de (™) = (p — 1)p*

i




Bulletin de TAPMEP n°281 - Décembre 1971

Be plus, on a ¢
dob, @ fortiori:

¥ == 1 (mod p+t)

P =1 (mod p%

<2 qui eniraine que # est un multiple du nombre auquel P appartieat modulo g*,
¢est-d-dire un multipls de (p— 13p**, d'aprds I'hypothése faite,
On a done
(p— V' = dd;
d = dfp—1p*

dydy = p.

ou bien 4; == p on bien 4, = 1.

{dh et doe N*}
d’oh il résulte

On 2 dose

Mais sid,=p ona

dob

d = (p— Lp*
B0 = | (mod p)

o gui est impossible; en effet, B satisfaisant aux conditions (2) ¢t (3) du lemme
satisfait 2 (5) powr k ==

11 en résulte que : 4, = 1, d'old d = {p — L}p" et T théoréme est vrai
pour k== 5= 1; il est donc démontré par cdourrence sur N,

¢} D'aprds 1® Je nombre n cherehé est le nombre auquel 16 appartient
module 5,

Or, 10 appartient 2 7 —1 = 6 maodulo 7; en effet on a {modulo 7) :

ﬁlﬂzz 3
i 10t= 9=2
W= 6
104218 =4
10° = {2 = 5
10 =15=1.

De plus, on peut éerire (modalo 49)
100 =m 10t X349+ D=2 X1 =2X I x 249+ 1)
= 2 ¢ 10% == 28 x 249 - 1) = 2*

1972 #£ 1 {mod 72).

Les conditions du théoréme de b} soni satigfaites avec p =10 et p==T.

Par suite, 10 apparticat 26 x 7' modulo 7* ¢f Je pluc petit multiple de Tt
Fécrivant en notation décimale & Paide du chiffre | seul admet donc; 6 X 7%t
chiffres,

d'ci

Jacquea LEGRAND
M. A. Départemenmt Mathématiques
Faculté des Sciencey de Bordeaux.
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