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Les treillis

par Maurice THUILIERE,
Santiage da Chill,

Mon attention avait &t¢ attirde par un articulsi ¢'une revue scientifique
américaine qui parlait d’une «x amusante » tranacription des notations de la
théorie des ensembles. 1l s'agissait de considérer Pensemble E des divisgurs
de 210 (16 é&dments) :

1,2, 3,5 6 7, 10, 14, 15, 21, 30, 35, 42, 70, 105, 210,

Pour deux éldments & ¢t & quelcongues de cot ensemble, on définit

—- la « réunion » {notée a v B) sera le PPCM de g et 4,

— 1" & intersection » (notde an B era le PGCD dea et &,

— on dirg que & est « inclys » dans b (notation a < 5) i ot sculement si
a ¢st un diviseur de b {au sens « large »),

L’article faisait alors remarguer que ¢es deux opérations possédalent
les mémes propriétés que union of I'intersection dans un ensemble de parties
et que, de plus, structuré par Ia relation ¢’ordre, 'snsemble des divisours
formait un ireillis. En désignant par « ensemble plein » Pélément 210 et « ensem-
ble vide » Pélément 1, il devenait possible de définir le « complémentame »
de a par la formule

& = %E {esturellement alors, & == a).

" Ces notations représentaient pour moi une nouveautd, mettant en évidence
certaines analogies entre calculs dans cet ensernble de nombres et calouls dans
Fensemble des parties d’un ensemble (et qui devait conduire 3 d’autres idées
que celles saggérées par la définition habimelle du POGCD et du PPCM
comme générateurs de ceptains sous-groupes de Z)

Je décidai de pousser un peu l'analogie, var Particle s™arrftait 14, Dans
un premier terups, j'improvisai rapidement up &noncé dexercice pour mes
€léves (nivean Premiére < frangaise). 11 s'agissait d’abord de leur faire recon-
naitre los progriétés habituelles du PGUD et du PPCM sous la forme énoncée
ci-dessus, de leur faire dessiner le treillis et, ce qui ¢iait le moins évident pour
eux, de leur faire trouver lz formule donnant le complémentaire (on caractérise
chague nombre par sa propriété, puis on prend la négation de cette propridté;
cxemple ; 42 est associé X Ia propriété « &re muitiple de 2, et de L, et de 7, ne
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pas &ire multiple de 5 »; sous cette forme, il devient lair que Ie complémentaire
de 42 est 5).

Je leur demandai alors de vérifier (sur des exemples) que Ies lois de Morgan
dtmient emcore valables..., puis de définir dans cet ensemble l’opératmn « diffé-
rence symétrique s,

Et c'sst 12, en préparant le corrigé que jallais lear fm, que je fis mes
« découvertes », En sont-eiles pour tout e monde?

Diabord, et je n'ai trouvé la remarque dans aucun livrs, o'est que Jes
propriétés du PGCD et du PPCM peuvent n’fire considérées que comme dez
conséquences des jois de Morgan et du calcul propositionnet,

C'est ma seconde remarque qui me remplit d*eathousiasme,

“Wons avons donc un sous-ensemble B do N, partiellemeni ordonné et
muni de deux opérations v ¢f A, On a, en outre, défini le complémentaire
d'en élément. On fabrique alors Iopération « différence symétrigue », notée w,
telle que awh = (a v 8} A (@ v B). On peut constater rapidament qu'nne méthode
pratique de ealoul de awh est de prendre les décompositions en facteurs premisrs
de a et b, de supprimer les facteurs commung et de prendre pour awb le produit
des Tanteurs restants. Aatrement dit, awb «= (g v 5} : {a A b) (division habituelle).

Alors (E, W) ést un groupe abélien, do noutre 1, et g™ = .

On vient ainsi de construire un sous-ensemble de N gui, muni d'uoe
oplration convenable, 8 vne structure de groupe abélien!

Me vinrent glora & T'espiit les questions subvantes ©

we pouvait-on définic Vopération w dans N tout entier?

— pour ie moins, pouvait-on Pétendre 3 certains sous-ensembles de N
pluz vastes que celui de Pexercice?

— pouvait-on trouver des interprétations géométriques simples?

Je m’aftaquai d'sbord 3 14 dernidre question :
1* g et & sont syméiriques par rapport au centre de symétrie du teeiflis!
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2° je fus bientdt conduit & situer les &iéments du treillis par les fléches
qmymmtnuqmmpmmt Jcnotal - uncﬂécheqmsmallmtdca,
— une fléche qui y arivait (e contraire, et je n’aurais peut-&ire pas trouvd),
Cect me donnait par sgemple

— {vert, direction 2) + vert

61 (blen, direction J) 105 ~= blen

+ {(noir, directicn 5} f—- noir

4+ (rouge, direction T — TOUZE
un caleul direct donze 6w1(}5r== 70.
wee YEIL
Or, comime représentation de 70, on découvre 70 i :‘:;‘
[ S rougr._‘.

Le caloul de awb se ramenait donc tout simplement... A la régle des signes!

Remplagant alors + par O of — par 1, on voit aisément que notre ensemble
(E, w) était isomorphe & {Z/2)4 +), I'sddition de deux quadruplets éraat
bien entendu définie par

a@bhoedt+ @ M, e\dy=a+a, b+, e+ d+ & {modulo 2)

¢k, fait remarquable, I'éément § st associé 4 (0, 9, 0, 0} et I'"diément 210 &
(., 4,1, D

Pour ¢e qui est des deux awtres guestions, on se rend d"abord compie
qu'i n"est plus possible de définic le complémentaire d’un ément.

avh

On peut cependant continuer & garder comme définition awh = "7\"3’

Dans N, 1 est encore dlément nentre, on a toujours awg = |, Vopération est
interne ot commutative, mais... ells n’est plus asvociative!

(MW3HWw3s == 3w3s == 3¢ glors que  3W(Pw3S) = Sudt s |,

Fen euis donc arrivé aux conclusions partisiles suivantes |

— 8i A est un sous-gnsemble fini de N tel gue chaque élément de A
admette une décomposition en facteurs premiers simple (C'est-d-dire sans
facteur promier de puissance supériesre & 1) ot si G est Fensemble de tous Ies
nombres premiers intervenant dans les décompositions de A, E, Ie treillis
consirgit sur G comme « base #, est un gur-ensemble de A qui forme un groupe
pour I'opération w; _

— oeci peut sans doute se généraliser 3 tout sous-ensembie A {méme
infini) de N tel que la décomposition en nombres promiers de chaque $lément
de A soit simple (je 2’ai pas charché & démontrer I'associativité dans ce cas).

. Ties gens plus courageux ou plus compétents que meoi powraient peut-
#tre mettre ceci en forme et en tirer partic...
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