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Une géométrie sur un cube

par Maurice GLAYMANN,
Directeur de VLR.EM. de Lyon,

1. Une remarque préliminaire.

Que faut-il penser de l'enseignement de Ia géométrie dans le cadre de
I'évolution actueile?

Nous pouvons affirmer que la géométrie n’est pas morte, bien au contraire!
Cependant, 'enscignement fraditionnel de la gfométrie est 3 repenser, var il
st trop renfermé sur lui-méme : on enseigne ja glométrie pour la géoméirie,
11 Faui dans une optique moderne forger ef utiliser des concepls gui permettent
d'étudier ia gfombtrio, mais ausai qui s’appliquent A d’autres domaines de ia
mathématique.

L'émde de Ia situation suivante est un zxemple de ce que nous pouvons
proposer & des enfants de Guatridme, voire méme de Cinguidme.

2. Etde du cabe.

L’analyse statique d'un cube présente pen d'intérét: par confre, Pétude
dynamigue d'un t2d solide permet dz mettre en évidence des groupes gui
apdrenit sur un ensemble,

Découpez dans du carton fort trois dquerres A, B, C qui seront assemblées
comme indique 1z figure. On obtient un coin.
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Constroisez deux ¢ubes dans du carton fort. Aves ces cubes fabriquez
des dés. Sur un dé la somme des points margqués sur deux faces opposées est
égale A sopt, Combien y a-t-il de dés distinets?

Pour ia face supéricure, il ¥ a 6 choix possibles. Prenons par exemple 13
dang ¢e cas 1a fave opposée sera notée 6. 1i reste alors 4 nombres digponibles.
Pour une face latérale, nous avons done 4 choix posmbles Prestons, par exciti-
ple, 2; la face opposée sera notée 5.

Pour les deux faces restantes, it ¥y 2 deux possibifités.

It existe donc deux types de dds.

i

I

Choisissons le dé II et placons<le dans le cbin, -
La face 5 est coatre A.
1.2 face 4 est conire B.
ia face § est contre C.

Le triplet (3, 4, &) permet de caractériser la position du dé par rapport
au coin.

A B C
{1l
5 4 6
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Notez que fa donne de deax nombres suffit pour repérer o &8, mais il
est plus commode de mrmmmdumplﬁ.

On peut alors rechercher les tnpim qui correspondent A toutes les posi-
tions du dé.

On peut poser aux enfantsdesquesﬁousdntype :

Le triplet {1, 2, 3} correspoad-il-4 une position du dé?

En estdl de méme du iiplet (2, L, 3)?

Remarque
I existe 48 tiplets; 24 correspondent aux différentes positions du dé I,

les 24 auires correspondent aux positions du dé 1T,
Pour ke dé I1, Tarbre suivant met en évidence hs 24 triplets gui Iui sont

ARSOUHES.
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Désignons par X Pensembile de ces 24 triplets,

3. Opérons sur le . cube.

Partons d’une position quelcongue du cube et appliquons la retation
d’un quart de tour antour de la droite X, rotation notée p.

Ainzi, 8 nous parfons de la position {2, 4, 6), 1a rotation p fait passer e &8
4 Iz position {4, 5, 6).

Ce que [OUS OOWTONS

@, 4, 6)»»---4{456)
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Plus généralement, si (g, b, c) désigne une position du dé, il est facile do
vérifier gue

@5,0) ~£es 4,00, 9
avec g Fda" =7
En utilisant plusicars fois de suile la rofation p, est-il possible de passer
de 1a position (2, 4, 6) A la position (3, 1, )7
En partant de {2, 4, 6) et en appliquant plusieurs fois ia rotation p, nous
obtenons la chalne suivante :

4,6 L 4,56 L. 53,6 L., 03,26 L. 2,40

Noos revenons donc & la posifion initiale.
Ce résultat peut s¢ iraduire par ke diagramme ;

p
{2,460 T T {4,5,96)
P P

(3,2,6) s (5,3, 6)
- P

Ainsi, & Faide de Ia rotation p, il n'gst pas possible de passer de Ia position
(2, 4, 6} a 1a position {3, Z, 1)
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Plus généralement, st (@, b, ¢) désigne une position du dé, en posant
g+a =T7eb+ 8 =7 nous avons le disgramme :

(&, b, c) p o (.b, &‘, C-)
|4 P
V', a, ¢) - - {a’, b, ¢}
, PA=pp
Ia rotation composée .
p-suivie«dep
puis
P =pop
et enfin
»* = pppp.
L'étude précddente montre que
, P

ol ¢ est la roiatiop qui ne modifiec pas Iz potiticn du dé.

L’ensemble G == {p, p* p*, e} mumi de 1a loi do composition précédente
est le groupe cyclique &’ordre 4. Co groupe apére sur "ensemble X des 24 posi-
tiopa du dé.

248 0«—323
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. Nous constatons Pexistence de 6 orbites ¢

0, ={(54,6},4,56), 53,6, 2,5)}' ' ’
O, ={(2, 1,43 (1, 5,4), (5,6, 4), (6, 2, )}
0, = {1,3,5), 3,6, 5.6, 45,41, 5%
O, ={{2,31),(3,51),(5.41),372 1}
03' == {{23 6: 3): (& 5: 3}’ (5, 1, 3): (1; 2! 3)}
O, = {(6.3, 2,3, 1, 2),(1,4,2), 4, 6. 2}
Comme (2, 4, 6) ot (3, 1, 2) sont-des &idments de deux orbites différentes,
i savoir O, et O,, il n'est pas possible de passer de la pmition 2,4,6) A 1a
position (3, 1, 2) uniquement & Paide de Ia rotation p.
Introduisons une seconde rotation g, rotation dun quart de tour avtour
de Ia droite Y,

Ainsi, si gous partons de ia position.(2, 45, 6’), 1& zo‘tntaon g fait passor ie dé
4 la position {2,1,4) :

246 L. (2,1 4)

Plus généramm, nous avons
(a, b c) . (& ¢, by
avec ¢ -+ &' = F
En utilisant alors les rotations p et g, est-il possible de passer de 18 position
{2, 4, 6) & 1a position (3, §, 2)?
Cette fois la’ répozxsc est oui.
Aprés quelques essais, on est conduil il solution :

(2»4’6) """'"""-J' (4';,5, 6)"*:"-'"-";\‘{5, ,_6)_—1‘ (3, 2*6} _q,,_,. {3‘ l, 2).
Existe-t-il d'autres possibilités? .
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E'éude d'yn: certain aombre de problimes du type pt&:édent cdrndmt
teut naturellernent & organiser la situation,
On obtient le sthéma suivant, ol les fldches maigres oormpandam & la
rotation g of les fldches grasses & la rotation g.

mm

458 838 T\ e

A\ N

2135w

421 e 541

4. Mathématisation de Ia situation.
Mous avens vu gue
pi=e

1a rotation p est d’ordrs 4.
1z rotation composée p suivie de g, notée pg, est Fordre 3

En effet,
{b, a*, ¢} w«-(-i——-(b, <, &'}
/
fa, b, ¢
9 q
{2, c, b').q—-.mp {c', a, b’
doin Tégalité

(pg)* =&
v 72§ -
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- De miéme, Ia rotation composée. p suivie de ¢ sulvie de p, nosds pgp, est
d’ordre 2. : '
Ea effet, -
(b, a’, ¢} .—q..(b, c', a")

{a, b, © (¢’ b, 2"}

p A

(b, 8, ::)-nmé-m b, ¢, a"
d'oll Pégalité
(i)t = .

Partons de ces irois dgalités que nous prendrons comme axiomes de la
situation :

) p=e
o) (pgP = e
@ (pgp)? = e.

A partit de¢ ces axiomes, cherohons 3 établir S'autres dgalités que I'on peut
draillenrs commencer par découvric expérimoniaiement or utilisant le dé, ou
ert explorent le schéma de la page 725

Démontrons par exemple !

@ 24P = 4Py
Posons
x=pgp e = qpq

L'axiome (3} dorne

X3 s g,
1 axiome (2) pgrgpy = e donne

XY ==,
En multipliant & gauche par x, il vient

p=x awe xb=—g
d'on
¥R
Pe méme, démonirons que

5} () =«
— T —
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Fartons de Uaxiome (pg)* = ¢,
- En pultipliont 4 gauche par g7, il vient
Piogt =
En multipliant & droiée par p, i vient
P egYp = pt.
Aprés simplification, nous obtenons
(gp)* = e,

Démontrons gue la rotation g est d'ordre 4,
L’axiome {pgp)* == ¢, compie tenu de (4) séerit

wq’pq = e.
En multipliant & gauche et 3 droite par p, il vient
Pgpaipap == ph
Compte lend de {4}, o a encore
@ag’apg = p*
ou encore
9pq'py = p*.
En multiplizat 3 droite et 4 gauche par p, il vient
Porg'pap = e.
En multipliant & droite et 4 gauche par pgp, il vient
(Par¥*e¥pgr)* = (pgp)*
Compte teouw du fait que :
» (pgp)t = ¢
i en résulie que
(€ gt =e
Le lecteur pourra Stablir & titre dexercice les dgalités suivastes &
qapqz =pF
) —e
'y = p*
gip" = pPgh.

Notons que nous aurions pu prendre un autre systéme d'axiomes.
Ainsi, par exempls : '

pr=e
qgt=¢
{pg)t =<e.

— T2T -
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Cependant, un tel systéme, trop symétrigue, rend les démonstrations
pius difficiles, 11 est alors intéressant de montrer que Jes sotations p et ¢ sagen-
drent v groupe H d'ordre 24 qui opére iransitivement sur Pepsembie X,

Pour trouver los éiéments de H, nous pouvons utiliser Je schéma de la
page 725 ¢t cheminer sur ce schéma en partant d’ane position initiale du dé.
On est conduit & Ja représentation suivante, en partant de (2, 1, 4).

La recherche des sous-geoupes de H est instrustive; nous en avons mis a0
en évidence, le groupe engendré par g,

I} est important de présenter aux enfants plusieurs modéles d'uce méme
stractare; en désignant par 1 P'ensembie {I, 2, 3,4} et par a et & les deux
bijections dans U

) |
23 B 2 4
“ 34 Jear2
4 1 4 i,
1} est facile de vérifier gue
gt =i
b=
(abp =¥

ol § désigne la bijection identique de U.
Le groupe engendié par a et b ost isomerphe an groupe H. Cependant,
if opére sur un ensemble & guatre Eléments,
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\

De méme, en reprenant Te ¢é et en utilisant d"autres rotations, par exemple
P &t r, oft p est la rotation d’un tiers de tour auiour d'ane diagonale, on est
conduit aux axiomes

T
~7

prt=e
rtesg
{pr)? o= p.
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Pour la rotation r on & :
@b, ....f.a..“(b, ¢, o)

avee g-ba=Tetefo="1L .

Ici encore, nous obtenons un groupe X ¢’ ordre 24 qui opére sur X.

Dans ce cas, nouz obtehions e schéma précident,

La comparaison des deux groupes X et K conduira fos onfants § des
découvertes utiles.
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