
Le produit thalésien des scalaires. 

en géométrie plane euclidienne 

par C. FRAsNAY 

(Université Paul-Sabatier, Tuulouse) 

N.D,L.R. - Cet article évoque une axiomatique de la géométrie rpti ne 
correspond pas aux llOUJ'ellUX programmes du premier cycle. Némrmow, il 
n'a pas paru inutile de rappeler dons notre Bulletin qu'il existe différentes appro­
ches de la géométrie plane euclidienne, et que l'énom:é de Thalès y apparatt 
c/wque  fois comme une artlculatwn essentielle. En mesurOllt robstacle que 
représente la démonstratwn de cet énom:é  qtlQnd on part de prémisses légères, 
011 comprend mieux la force d'outres conceptlollS qui l'introduisent d'emblée à 
tilre d'axwme. 

Nos idées sur les fondements de la géométrie ont été profondément 
écla.itées par le célèbre ouvrage de Hilbert : « Grundlagen der Geometrie » 
(1899). DePuis cette époque, d'autres approches de la géométrie plane eucli­
dienne ont été proposées, des simplifications ont été apportées aux démons­
trations initiales de Hilbert, et l'évolution de nos conceptions touchant la 
théorie des ensembles retentit encore sur la géométrie. De tous ces travaux, 
il se dégage quelques principes concernant, notamment, les types de corps 
ordt»tné8 dont la géométrie plane euclidienne a le plus grand besoin pour se 
fonder rigoureusement. L'opération de multiplication (dans un tel corps de 
scalaires jaugeant un plan euclidien) peut alors se redéfinir au moyen de la 
COIIIitrw:tion de Thalès: d'où son nom de produil thalés/en. 

1. - Afin de justifier la li. consistance» (non-contradiction relative) 
de la géométrie plane euclidienne au selu d'une mathématique basée sur telle 
oU telle théorie des ensembles (0), il est indispensable de démontret au préalable 
l'existence d'un corps ordonné quadratiquement clos (corps ordonné dans lequel 
tout 6.lément positif est un carné). 

1) Dans les anciens programmes, le premier corps ordonné que rencon­
traient les élèves était le corps Q des rationnels (ISSU de l'anneau ordonné Z). 

(f) On salt (Bulktin n' 2aQ) que 1. th/mie des _mbles peut être futitiste ou _'" 
do eo,ncoptlon ZP ou KM, ote. 
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Tous les corps ordonnés minimaux sont isomorphes à Q, et ils s'avèrent 
notoirement insuffisants en géométrie plane euclidienne en vertu du théorème 
de Pythagore; ce théorème implique que, si x et y sont des scalaires de notre 
géométrie, alors yx' + y' doit ètre aussi un scalaire de cette géométrie. Or, 
pour x = y = l, Yi ri Q est connu dePuis l'Antiquité. 

La géométrie plane euclidienne exige donc, tout d'abord, un corps ordonné 
dans lequel toute somme de carrés soit encore un carré ; on dit alors que ce 
corps est pythagoricien. On peut démontrer que tous les corps ordonnés pytha­
goriciens minimaux sont isomorphes et, si P désigne l'un d'eux, on peut éga­

• 
lement justifier : Viri P (alors que Yi e P). Tout corps ordonné quadrati­
quement clos est évidemment pythagoricien; par contre, le corps ordonné 
pythagoricien minimal P n'est pas quadratiquement clos. 

Étant douné un corps ordonné pythagoricien K, on peut prendre comme 
modèle d'un « plan Il la classe K' des couples M = (x,y) d'éléments de K, 
munie de la fonction {( distance » d définie par la formule : 

d{M" M.) = Y<x1  - x.)" + CYl - y.)'. 

Pour cette distance d dans K', on peut vérifier quelques axiomes de nature 
géométrique qui constituent notre idée d'un plan, notamment : l'axiome 
d'incidence, l'axiome d'Euclide, l'axiome des pliages, l'axiome de Pasch (ces 
a~jomes seront explicités plus loin) ... 

2) Toutefois, sous la seule hypothèse que la jauge scalaire K soit un 
corps ordonné pythagoricien, il n'est pas encore possible de montrer que le 
plan (K', li) vérifie l'axiome du compas: « Si une droite possède un point 
intérieur à un cercle, alors elle rencontre ce cercle. »En effet, pour a e K, a > l, 
introduisons la droite D(a) d'équation x  = a - 1 et le cercle C(a) d'équation 
x' + y' = (a + 1)' ; D(a)  et C(a)  ne se rencontrent en un point (a­l, lb) 
de K' que si a = ha. Ainsi, l'axiome du compas exige que le corps ordonné K 
soit quadratiquement clos. Un contre-exemple est fourui par le corps ordonné 
pythagoricien minimal P (non quadratiquement clos) : la droite D(lf2) et le 
cercle C(Yi) ne se rencontrent pas dans le plan po. 

On peut démontrer que tous les corps ordonnés quadratiquement clos 
minimaux sont isomorphes. Si L désigne l'un d'eux, le plan euclidien L'est 
dénombrable, et tous les points de ce plan sont constructibles au moyen de la 
regIe et du compas à partir des deux points (0,0) et (1,0). On peut justifier 
3 

ViriL. 
3) Avec les nouveaux programmes du premier cycle (basés sur une théorie 

des ensembles de type « ZF, jnfinitiste »), le corps It des réels est le premier 
corps ordonné que rencontrent les élèves ; It est construit à partir de l'anneau 
ordonné D des décimaux. C'est sous son seul aspect de corps (ordonné) que It 
est invoqué en Quatrième, en vue d'introduire la notion de pkm  ajJine.  En 
Troisième, pour introduire la notion de plan métrique (euclidien), on ajoute 
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uniquement le fait que le corps ordonné Rest qll&.dratiquetnent clos. Tant 
qu'il ne s'agit que de rendre consistante la géométrie dite élémentaire,  le seul 
intérêt de R provient de l'opinion suivante (non dépourvue de subjeetivité) : 
parnù les corps ordonnés quadratiquement clos, R est le plus facile à 
construire - en mathématique infinitiste, du moins. 

Au cours d'une conférence effectuée en mai 1971 (*), nous avons étudié 
quelques traitS d'une autre mathématique fondée sur une théorie des ensembles 
de type « KM, finitiste ». Dans cette mathématique, il existe un corps ordonné 
quadratiquement clos (on construit aisément L pat récurrence à partir de Q) 
mais, par contre, il n'existe pas de corps ordonné complet. Ainsi, avec L' 
conune modèle, la géométrie plane euclidienne reste consistante en mathéma· 
tique finitiste, bien que R n'existe pas. Cette remarque montre clairement 
qu'il faudrait tempérer les affirmations, plus ou moins péremptoires, selon 
lésqueUes le corps des réels serait « indispensable Il à l'édification de la géo­
métrie. 

2. - Étant donné un plan euclidien E jaugé pat un ensemble G de 
scalaires, portons exclusivement notre attention sur la structure (a:, 8) de groupe 
(additif) ordonné dont est naturellement muni G : a: est l'opération d'addition 
(dans G) et 8 est la relation d'ordre total (dans G). 

Dans E, soit r = (A" AJ un repère (couple d'axes ayant même origine, 
de supports distincts). Pour u e G, u  > 0, x e G, ye G, définissons le scalaire 
JI; = Il(u)(r)(x, y) (produit thaJésien de x et de y, dans le repère r, pour l'uuité u) 
de la manière suivante : la droite joignant les points (II, 0) et (0, x)  admet 
comme pataUèle une droite passant par les points (y, 0) et (0, z). 

A chaque couple (u, r) (fonné d'un scalaire Il> 0 et d'un repère r du 
plan) est ainsi associée une opération interne Il(u)(r) dans G, selon laquel1e : 
(x, y) ...... z (quand x, y parcourent G). On dit que Il(u)(r) est la multiplication 
thalésierme d'unité u,  relative au repère r. 

(.) « Fini~ finitisatiôn, finitisrno » (loumêe~ nationales: de l'A.P.M.E.P .• Toulouse)~ 
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Dès lors, voici le théorbme fondamental qui doit se substituer à 1'6IIoncé 
de TbaIès : « Soit E un plan euclidien de jauge G, et salt u un élément 8trictemetlt 
positif de  G. 

1)  Toutes les multiplicatlollS thal~sle1rnes lI<u){r) (dans G) sont identf4Ues: 
elles ne dépendent pas du repère r et (par l'abus d'écriture habituel) on peut 
désigner par lI<u) la valeur collStante de la fonction r 1-+ lI<uXr). 

2) La  structure (<X.II(U),6) de  support G (d'addition <x, de multipli­
cation lI<u), d'ordre 6) est une structure de corps ordblUlé quadratiquement clos, 
d'unité u. » 

Si, dès le départ de l'womatique, la jauge scalaire 0 est munie d'une 
structure (IX, Â, 6) de corps ordonné quadratiquement clos d'unité u, et si 
- pour la multiplication Â - l'énoncé de Thalès est pris comme wome 
(c'est la situation du nouveau programme de Quatrième, avec 0 JI., u = 1), 
alors la démonstration du théorème sur la multiplication thalésienne se réduit 
à fort pen de choses. L'énoncé de Thalès donne : !'(u){r) = Â quel que soit 
le tepère r de E. Pour une autre unité v, posons (pour abréger) : 

!'(u){r){x, y) = x T y,  !'(v){r){x,y) "" x .L Y. et Il = vT w 

(west donc l'inverse de vau sens de la multiplication iuitiale Â). On démontre 
alors la formule : 

x.L Y = wT (x T y). 

Ainsi, pour chaque unité v (fixée dans 0), la fonction r 1-+ !'(v){r) est bien 
une constante. 

Mais, dans cet article, nous allons nous intéresser à une womatique 
aux prémisses plus légères, et le théorème sur la multiplication thalésienne n'y 
sera pas ({ escamoté » (si l'on nous permet ce mot) par un axiome fort. Au 
départ, on suppose que la jauge scalaire 0 est seulement munie d'une structure 
(<x, e) de groupe (additif) totalenrent ordonné, non téduit à {O}. Cette structure 
est suffisante dans la première partie du développentent de la géométrie plane 
euclidienne, partie qu'on peut appeler la géométrie additive, comprenant 
notamment les rubriques suivantes : isométries (symétries, translations, 
rotations), parallélogrammes, repères et projections, orthogonalité (et théo­
rème de l'orthocentre), théorie des angles, condition angulaire de cocyclicité 
de 4 points. C'est à propos du théorbme de Thalès qu'on aborde pour la 
première fois la géométrie multipl/cati.., et il faut remarquer que ce théorème 
est précédé par un lemme qui appartient à la géométrie additive : « Dans le 
plan euclidien E, soit f  une projection sur une droite 0 (parallèlement il une 
direction A). Si M est le ruilieu de 2 points A et B de E, alors f(M) est le ruilieu 
des points fiA) et AB) » Oemmc de Thalès). 

Ayant choisi dans 0 un élément Il > 0, destiné il servit d'unité, on consi­
dère tout d'abord les multiplications thalésiennes !'(u)(r) associées aux repères 
orthogonaux r = {A.. AJ de E. Ces opérations sont identiques, en raison 
de l'isométrie permettant de passer d'un repère orthogonal à un autre repère 
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o11hogonal. Pour abréger, nOlIS 

noterons dans ce qui Vil suivre : 
ax = lI(u){r) (a, x), produit thalésien 
relatif à un repère o11hogonal r. 

Dans la définition du produit ax 
thalésien ax, il est clair que a et x 
jouent des rôles différents : déjà se 
PO'" la question de la commntativi-
té (ax = xa 1). 

~~ ____ ~ __ ~ ____ ~Â1De la définition  découle  aussi-
o  u  xtôt l'équation d'une droite  : d'abord  

d'une  droite  passant  par l'origine  
et le puiut (u, a) (équation  y = ax),  
puis  par  translation celle d'une droite passant par les points (0, b) et (u, a + b)  
(équation  y = ax + b)  (').  

n reste à étudier les propriétés de cette multiplication thalésienne.  

1) u joue bien le rôle d'élément neutre à droite (au = a) et à gauche (ua = a).  

2)  Tout  scalaire  a  '" 0  est  régulier:  
­ à  gauche: ax=ay"'x=y,  
­ à  droite:  xa=ya ... x=y.  
Corollairement  :  ab = 0 .... a = 0  ou  b 0  (faire  les  figures  corres-

pondantes ). 

3)  Le  produit  de  deux  scalaires  positifs est positif. La  règle  des  signes 
(__)x = aC­x) = -{ax) résulte  de  petites  symétries. 

4) Tout scalaire  a '" 0  admet 
un  ÎIlverse unique. 

Étant  donné  deux  droites 
D,  D'  d'équations  respectives 
y ax+b,y=a'x+b', on ob-
tient aisément les critères  de paral-
lélisme (D Il D' .... a = a') et  d'or. 
thogonalité (D -LD' .... aa' = ­u). 

(La figure  cÎ"'COntre  met  en 
-1 

évidence le  point  (a, 0).  Une  ro-
tation  de  centre  0,  d'amplitude 

-1 

­90·, en déduit le  point (0, __ ), 
d'où  le  critère  d'orthogonalité.) 

5) Distributivité à droite: on 

(.)  Nou.;  reprenons  ici  le lbèroe d'une  conférence  faikl  en  mats  1969  devant  les  memb~es 
de  la  rélionale  toulousaine  de  l'A.P.M.E.P.  Cette  oonférence  avait suscité  un  document~ rédigé 
par M. F'P.AYSSB et djlfusé dam les Ammlu du C.R.D.P. de Toulouse (tnai t(9). 
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commence par établir o(d + tf) = ad + ad en utilisant le lemme de Thalès., 
et on en déduit plus généra1ement O(X + y) = ax + ay  en notant d la 
moyenne de x et de y. 

6) Mais la oommutativité ne s'obtient pas si facilement. Voyons à quelle 
ligure géométrique correspond la propriété ab = ba (ci-dessous). C'est un cas 
particulier de la figure suivante (avec A. B, C sur A, et A', B', C' sur Ag, ces 
points étant distincts de l'origine) : 

« Si AB'II NB et si BC' Il B'C, alors AC' Il NC». C'est un exercice inté­
ressant de géométrie élémentaire (multiplicative) que de démontrer cette pro­
priété, dite« de Pappus-Pa.scal. »En 1909, Hilbert ra démontrée en géométrie 
additive en utilisant la théorie des angles et le lemme angulaire de cocyclicité 
de 4 points (propriété des quadrangles inscriptibles). 

La même année 1909, un autre mathématicien allemand. Schur, publie 
un ouvrage (de même titre « Grundlagen der Geometrie lI) où il donne une 
nouvelle démonstration du lemme de Pappus-Pascal avec des moyens beaucoup 
plus économiques, puisqu'il utilise seulement le théorème de l'orthocentre 
(compte tenu de l'axiome des parallèles, on sait que la concourance des hauteurs 
résulte de la concourance des médiatrices). En 1911, Halsted cite déjà la 
démonstration de Schur dans un livre d'enseignement intitulé « Géométrie 
rationnelle ». 

On remarquera que le lemme de Pappus·Pascal permet également d'obtenir 
l'assocùztivité de la multiplication thalésienne. Nous chercherons à obtenir la 
formule (ca)b = (cb)a qui fournit simultanément la commutativité (par 
c = u)  et l'associativité. 

Voici tout d'abord la démonstration de Schur qui est à la portée d'un bon 
élève de Troisième. 

Les hypothèses sont : AB' Il A'B et BC'II B'C. On introduit alors le 
point 1 de A, tel que B'l .L C'A. 

Le point C'est donc orthocentre de AB'I, donc C'l .L AB'. Puisque 
C'l .L NB, C'est encore orthocentre de BA'I, donc A'I .L BC', 
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Puisque A'I J. B'e, B' est orthocentre de CA'J, donc B'j J. A'C et 
finalement: AC' Il A'C. 

(Les cas particuliers où 1 se confond avec l'un des points A, B, C sont 
encore plus faciles à étudier.) 

Pour en déduire la formule mixte de commutativité-associativité 
(ca)b = (cb)a, il suffit, dans la figure de Pappus-Pascal, de prendre respecti-
vement a. b, u comme abscisses des  points A. B,  C. et ch, ca, (ca)b, c comme 
ordonnées respectives  des  points  A'.  B',  C'  et J  (point auxiliaire sur  A.). Par 
définition de la multiplication thalésienne,  J est tel que CJ est parallèle à  A'B 
et à B'A : il eu résulte bien (ca)b = (cb)a comme ordonnée du point C  (*). 

7) La distributivité d gauche résulte  de  la commutativité et de  la distri-
butivité  à  droite. 

En résumé, étant parti du groupe additif totalement ordonné G, on a  pu 
(grâce à une définition inspirée du théoréme de Thalès) doler G d'une structure 
de  corps ordonné. 

3.  ­ Il restait, pour relancer l'intérêt des études de géométrie élémentaire, 
à simpJifier l'axiomatique de Hilbert. Cette tâche a été exéeutée par G. Choquet 
en  1955 dans un article intitulé « Sur l'enseignement de la géométrie élémen-
taire »,  chapitre V,  d'un ouvrage collectif: « L'enseignement des Mathéma-
tiques» (publié par les Éditions Delacbaux et Niestlé). 

Cette axiomatique de la géométrie plane a été développée dans des articles 
successifs   :  

1955  :  article  initial de  G.  Choquet,  déjà cité.  
1959  :  C.  Frasnay  (dans  la  revue  Alger-Mathématiques),  
1960  :  G.  Choquet  (Bulletins nO  209­213  de l'A.P.M.),  

(.) En prenant u, Y. l' comme abscisses respectives de A, B. C, ct x éOnlme ordonnée de B'~ 
le lemme de Pappus~Fascal donne aussi la formule 'x T y  ­ v T (x L y) de changement d'uoité 
dans la multiplicatÎon thalésienne (u• .. étant unités respectives. de T, J.). 
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1962 : C. Frasnay (Bullelill n° 223 de l'A.P.M.), 
1967 : C. Frasnay (Bullelin n° 258 de l'A.P.M.), 
1968 : 1. Couget (Note aux C.R. Acad. Sc., 101" avril). 

On  se donne une jauge G, c'est-à-dire un groupe additif totalement 
ordonné. Ce groupe G n'est pas nécessairement R (même si, par la suite, on 
souhaite n'utiliser pratiquement que le seul cas G =  R). Pour l'enseignement 
élémentaire, cette jauge G reste indéterminée au départ. 

On considère ensuite un espace G-métrlque E dans lequel les distances 
d (M, N) appartiennent à G (le plan usuel sera donc un espace R-métrique). 

L'application d de E' dans G vérifie les propriétés habituelles des dis­
tances : 

d(A, B) = 0 - A = B, d(A, B) = d(B, A), d(A. C) .;; d(A, B) d(B, C) 

(noter que la dernière condition implique nécessairement d(A, B) ;;. 0, en 
faisant C =  A). 

On remarque que la jauge G est ell ... même un espace G-métrique : il 
suffit de prendre la distance d(x, y) =  lx ­ yi (où lai désigne le plus grand des 
scalaires a et --a dans G). 

Entre deux espaces G-métriques E, et E", une isométrie est une appli­
cation (1 de E, sur E. qui conserve les distances (il  en résulte immé­
diatement que (1 est iqjective, puisque (1(M) =  cr(N)  entralne successivement 
d,(CJ(M), cr(N» =  o. d1(M, N) = 0 et M =  N). Par isométrie avec G, G+ et 
les intervalles [0,1] de G, on en déduit la dèfiuition des G-droites, des deml­
droites et des segments de droite. 

Cela posé,  voici un énoncé possible des axiomes de la géométrie plane. 

Axiome 1 ..  Par deux points distincts de E, il passe une droite et une seule. 

Axiome 2: Pour toute droite D de E, il existe une isométrie involutive (1 

de E telle que (1(M) =  M pour tout Me D. 
(Une isométrie iIIva/utive CI  est assujettie à (1 " 1E  et CI 0 CI  =  1., OÔ 1. 

désigne la transformation identique de E et (1 0 (1 la composée M ..... (1 (CJ(M». 
Puisque  les axiomes 1 ct 2 sont vérifiés dans tout espace de dimension 

Il  ;;. 2, il nous faut maintenant un axiome « planificateur» qui assure n =  2­
Ce sera l'axiome de Pasch. 

Axiome 3: Si aucun des points A, B, C n'est situé sur une droite D, le 
nombre des segments [A, BI, lB, Cl, [C, Al qui rencontrent D  est pair (c'est­
à-dire 0 ou 2). 

Axiome 4 (axiome d'Euclide) : Si un point A n'est pas  situé sur Une 
droite D, il existe au p/ùs une droite D' de E passant par A et ne rencontrant 
pas D. 

Axiome 5 (axiome du compas) : Si une droite D possède un point intérieur 
à un cercle C, aiors D et C se rencontrent. 
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A partir de ces axiomes, on développe d'abord toute la géométrie additive. 
On  introduit ensuite une multiplication thalésienne dont, nous l'avons vu, la 
sewe propriété délicate à démontrer est la commutativit6-aasociativité ; 
(ca)b =  (cb)a. 

En 1959, nous avons justifié cette propriété d'une Ioute autre mauière 
que Schur en utilisant un théorème de géométrie additive, celui des « perpen­
diculaires isotomiques » : 

Deux droites D, D' sont isolomiques pour un segment [A, Bl d'une droite 
A lorsque : ou bien D, D' sont parallèles à A; oU  bien D, D' coupent A en 
deux points M et M' tels qne [A, Dl, et [M, M') aient même milieu. Le 
théorème des droites isolomiques s'énonce aiors : « Si deux droites D et D' 
sont isolomiques pour deux côtés d'un triangle, elles le sont aussi pour le 
troisième côté. » Les cas particuliers D Il D'et D ..L D' relèvent de la géomé­
Irie additive (par le lemme de Thaiès pour D Il D', et par la théorie des droites 
de Simson pour D ..L D'). 

Un peu plus tard, en 1962, nous obtenions une autre méthode en démon­
trant que le théorème de l'orthocentre n'est que la traduction géométrique 
de la règle algébrique des proportions (dite encore «  règle des moyens et 
des extrêmes »), apportant ainsi une simplification - est-elle ultime? ­
dans  la démonstration de la commutativité-associativité de la multiplication 
thalésienne. Voici la méthode en question : 

Soit a, h,  c,  d quatre scalaires non nuls de G vérifiant ah =  cd.  Dans un 
repère (Al' A,) du plan, le triangle formé par la droite Aly = 0), la droite Dl 
d'équation y ­a(x ­ b)  et la droite D. d'équation y ­c{x ­ dl, admet 

­1 
comme hauteurs la droite A,(x =  0), la droite D~ d'équation y =  a (x ­ d) 

­1 
et la droite D; d'équation y = c (x ­ hl. 

­1  ­1 
Puisque D; et D; se rencontrent sur A. il en résulte: a d =  c b. 
(Penser à la règle usuelle : 

ab = cd=>  ~ = ~).
a c 
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A partir de la régie des proportions, on achève par une méthode-purement 
algébrique : . 

a) Commutat/vlti: 
-1 -1 

PuiSQue x x =  y y =  U,  OB en déduit 
xy=yx.  

b) Associativité restreinte:  
De u(xy) =  xy, on déduit  

­1  -t 
Y = u y  = x  (xy).  

c) Associativité générale:  
-1 -1 

De  x  (xy) = z (zy) = y,  on déduit : 
x(zy) =  z(xy) 

et (par  commutativité) 
x(yz) =  (xy)z. 

L'ensemble G· =  G -{O} est donc bien un groupe commutatif pour la 
multiplication thalésienne (d'unité u). 

Avec cette méthode utilisant des moyens simples : orthocentre, régie des 
proportions ... , la multiplication thalésienne de Hilbert devient accessible à 
l'enseignement élémentaire. A côté du corps ordonné Q des rationnels, dont 
la connaissance nous vient de l'Arithmétique, la géométrie fait donc apparaitrc 
les corps ordonnés pythagoriciens et (moyennant l'axiome du compas) les 
corps ordonnés quadratiquement clos. 

4. - Pour terminer, examinons la démonstration du théoréme de Thalès 
(d'après l'article « Deux structures équivalentes pour la géométrie plane ". 
n° 223 du Bulletin de l'A.P.M.). 
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Dans le repère (A" AJ, soit D" D. deux droites d'équatioWl respectives 
y == QIX, y = DaX-

Une parallêle (variable) à A. coupe D, en M et D. en N : il s'agit de 
OM 

montrer que le rapport - est alors constant. 
OR" 

(D" D. étant arbitrairement orientées.) 
Sur A.. soit P le point d'ordonnée OP = OM. 
Quand M parcourt la droite D" la droite variable MP garde une direction 

fixe (perpendiculaire à la bissectrice de l'axe A. et de l'axe porté par D,) : il 
el<iste donc une constante 01 pour laquelle la droite MP prend l'équation 
y =  hlx +OP =  o,x +OM.  L'abscisse m de M  vérifie donc 

OM =  Il,m-o,m =  (a,-oJ)m 

en utilisant pour la premi6re fois la distributivité à gauche de la multiplication 
tba1ésienne (démontn!e après la commutativité). De même, il existe une cons­
tante h. pour laquelle l'abscisse n m de N vérifie : 

ON  (a. ­ h.)n. 
Donc: 

Remarque: 

Du théorème de Thalès résulte l'invariance (pour u fixé) de la multipli­
cation tba1ésienne lI(u)(r), quel que soit le repère r.  Puis le développement de 
la théorie redevient très classique. 

Il)  Examinons par exemple le théorème de Pythagore. Sur A.. soit A le 
point d'abscisse x ~ o. 

Sur A .. soit D un point d'ordonnée y  oF O. Sur le segment lA, DJ (de lon­
gueur z), l'origine 0 se projette orthogonalement en H. La symétrie par rapport 
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à: la bIacetrIce do l'angle (jAR transforme 0 en M et H en N, de sorte que : 
IxJ = AM, AH = AN. La droite MN étant parallèle à At.  le th6or6me de 
'l'haMII  dorule  : 

donc : 
x·=AB.AfL 

De  même: 
y·=AB.BH 

et 
x' y' = AB(AH + BH) =  z'. 

Le corps des  scalaires est donc bien pythagoricien. 

b)  Par allleunl, si 0 < a < 1, plaçons sur A, les points A" B" HI' 
d'abscj . 1 1 1

sses respectives, - ï' î' a - 2:' 

Si l'axiome du compas est imposé (axiome 5), la droite d'équation 

x =  a - 21 
rencontre en 0, le cercle de centre 0 et de rayon î'1 

La formule 

précédente (O,A,)' =  A,B,.A,H, fournit OtA, =  Vii. Il eu rèsulte que le 
corps des  sca.laires est quadratiquement clos. 
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