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Le produit thalésien des scalaires.
en géométric plane euclidienne

par ., FRASNAY
(Université Paul-Sabatier, Touwlowse)

N.D,L.R. — Cet article dvoque une axiomatique de la géométrie qui ne
correspond pgy aux nowveaux programmes du premier cycle, Néanmoing, il
7a pas parn imatile de rappeier dans norre Bullctin gw'il existe différentes appro-
ckee de lo géométrie plane euclidienne, &f que P'émoncé de Thelds y apparalt
chague fois comme une qrticilation essentielie. En mesurant ['obstacle que
représente lg démonstration de vel dnoncé quand on part de prémissex Idgires,
or comprend micwx la force d'autres conceplions qui {'introduisent d’embide @
titre d'axiome.

Nos- idées sur les fordements de la géométrie ont éi profondément
éclairées par le eélébre ouvrage de Hilbert : « Grundlagen der Geometric »
(1899). Depuis cetts époque, d’autres approches de la gométrie plane euchi-
dienpe ont &é proposdes, des simplifications ont &té apportées sux démons-
trations initinles de Hilbert, et I'Svolution de nos conceptions touchant la
théorie des ensembies retentit encore sur Ia géomsétrie. De tous ces travaux,
ii se dégage queiques principes concernant, notamment, les types de corps
ordonnds dont o géoméirie plane suclidienne a le plus grand besoin pour se
fonder rigourewsement. Lopération de multiplication (dans un @ corps de
scalsires jaygeant un plan enclidien) peat nlors se redéfiniv au moyen de la
construction de Thalés » d’ob son nom de produit thalésien.

1. — Afin de justifier la « congistance » (non-contradiction relative)
de la géométrie plane euclidienne au sein d'une mathématique basée sur telie
ot telle théoric des ensembies (%), i) est indispensable de démontrer au préaiable
Pexistence d'un corps ordonné guadratiquement cios (corps ordonué dant leguel
tout élément positif est un carrd},

1} Dans kes anciens programmes, e premier corps ordonné que rencon-
trajent les $ldves était le corps Q des rationnels (issu de 'anneau ordonné Z).
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Tous les corps ordonnés minimaux sont isomorphes & 43, et ils s"avdrent
notoirement insuffisanis en géoméirie plane euclidicnne en vertu du théoréme
de Pythagore : oz théoréme mmplique que, si x et ¥ sont des scalaires de notre
ghométrie, alors Yx® -+ y* doit tre aussi un scalaire do cette géométrie, O
pour x ==y == 1, Y2 ¢ Q est connu depuis ' Antiquits,

L2 gdoméirie plane euchidienne exige dosg, tout d’abord, un corps ordonnd
dans lequst toute somme de carnés soit encore un carré : on dit alors que ce
carps est pythagoricien. On peiat démontrer que tous les corps ordonnés pytha-
goriciens miaimau:’c‘ sont isomorphes of, si P désigne 'un d'eux, on peut éga-

lement justifier : 2 ¢ P (alors que 2 P). Tout corps ordonné quadrati-
quement clea est évidemment pythagoricien; par contre, lo corps ordoané
pythagoricien minimal ¥ n’est pas quadratiquement clos,

Etant donné un corps ordonad pythagoricien K, on peut prendre comme
modéle d'un « plao » fa classe K2 des couples M = (x, 3} d"éiéments de X,
munie de ia foaction « distance » d définie par la fonmule ;

d(My, My) == Y xy — %" + (g~ 3™

Pour cette distance d dans K3, on peut vérifier quelques axiomes de nature
phométrique qui constituent motre idée d’vn plan, notassmeni ; [axiome
dincidence, Maxiome d"Buclide, axiome des pliages, Paxiome de Pasch (ces
axiomos seront explicités plus loin)...

2) Toutefois, sous la seule hypothése que la jauge scalaire K soit un
corps ordonné pythagoricien, il n’est pas encore possible de montrer que lo
pian (K2, d) vérifie I'axiome du compas ! « §i une droite posséde un point
intérieur 4 un cercle, alors elle rencontre ce cercle, » En effet, pourgae K,a > 1,
introduisons la droite IXa) d’équation x = a — 1 ¢t le cercle C(a) d’équation
o ¥ e (g - 1) 2 EX@) et C(a) ne so rencontrent en un point (g1, 23)
de K* que si ¢ ~= $% Alosl, "axiome du compas exige que J¢ corps ordonné K
soit quadratiquement clos. Un contre-exempie est foweni par lo corps ordonné
pythagoricien minimal P (non quadratiguement clos) : la droite DY) ot le
cercle C{3) ne se rencontrent pas dans fe plan P%

On peut démontrer que tous les corps ordonnés quadratiquement clos
minimaux sont isomorphes. 5i I désigne 1'un d’eux, le plan euclidien L9 est
dénombrable, et tous les points de ce plan sont constructibles an moyen de la
r;‘,gie «t du compas & partir des dewx points {0, 0) et {1, 0} Oni pent justifier
V2¢X.

3) Avec les nouvesux programumes du premier cycle (basés sur une théorie
des engsembics de type « ZF, isfinitiste »), le corps R des péels est fe premier
corps ordonnd que rencontrent les éléves : R est construit A partir de 'annean
ordonné D des décimaux. Cest sous son seul aspect de cerps (ordonné}y que R
est invogué en Quairidie, en vue diintroduire la notion de plan affire, En
Troisikme, powr introduire la notion de plan mdtrigue {euclidien), on ajoute
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uniquement le fait que fe corps ordonnd R est quadratiquement clos. Tant
qu'il ne s’agit que de rendre consistante la géométrie dite Slémentalre, le seul
intérét de B provient de I'opinion suivanie [non dépourvue de subjectivité) :
parni fes corps ordonnds quadrariquemsnt clos, R est le plus facile &
construire — en mathématique infinitiste, du moins.

Au cours d'une conférence effectude en mai 1971 (*), nous avons #udig
guelques traits d"ane autre mathématique fondde sur une théorie des ensembles
de type « KM, finitiste ». Dans ceite mathématique, il existe un corps ordonné
quadratiquement clos {on construit aisément L par récurrence & partir de Q)
mais, par contre, il n'existe pas de corps ordonné complet, Ainsi, aves L®
conume modéle, {a géométrie plane cuclidienns reste consistante en mathéma-
tigue finitiste, bien que R n'existe pas. Ceite remarque montre clairemgnt
gu’il faudrait tempérer les aflicmations, plus ou moins péremsptoires, selon
lésquelies ke corps des réels serait « indispensable » A édification de la géo-
métrie,

2. — Etant donné un plan euclidien £ jaugé par un ensemble F de
scalaires, portons exclusivement notre attention sur Ja steucture (x, 0) de groupe
{additif’} ordouné dont est satarellement musi G ; « est Popération daddition
(dans €3} et & cst la relation d’ordre total {dans (7).

Dans E, soit r = {4;, Ay} un repére {couple d’axes ayant méme origine,
de supports distincts). Pour we G, u > 0, x ¢ G, y € G, définissons le sealaire
z w W)r)x, ¥} (produit thalésien de x et de y, dans o repére r, pour Funité &)
de Ta manidre suivante : la droite joipnant les points (w, 0) ot (0, x) admet
comme paralléle une droite passant par les points (v, 0} et 0, 2).

43

Hi

; [#] u ¥ -"‘3‘
A chague couple {v, r} (Formé d™un scalaire w > 0 et d'un repére r du
plan) est ainsi assocife une opération interne piw)r) dans G, sclon laguelle :

{x, ») r z {quand x, y parcourent G). On dit que p()(r) o8t [a pultiplication
thalésierne d'unitd u, relative an repire r.

{*) « Finitade, finitisation, faitisme % {Journécs naticnsles de UALP.M.E.P.., Toulouse).
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Dés lors, voici 1 théordme fondamental qui doit se substituer A époncd
de Thalds : « Soit B un plan eucitdien de jivige G, o1 soit Vgt diément strictement
positlf de G.

1) Toutes ies multiphications thaldsiennes p(uY(r)} {dany G} sont identigues:
clles ne dépendent pas du repdre » ot (par I"abus d'€criture habituel) on peat
désigner par plw) la valeur constante de la fonction r -+ w(u{r).

. 2) La struciure (w, j((u), 8) de support G {(Paddition g, de multipli-
cation W), d ordre 8) est une structure de corps ordonné quadratiquement clos,
dwité v, »

i, dés le départ de 'axiomatique, ia jauge scalpire G est munie d'une
siructure &, 3, 8) de corps ordonné quadratiguement clos d'unité w, et si
— pour la muttiplication A — Pénoncé de Thalds est pris cormme axiome
{c’est la situntion du novvean programme de Quatridme, avec G == B, u = 1},
alors Is démonsiration du thédordme sur la rultiplication thaléslenne se réduit
4 fort peu de choses. L’énoncé de Thalds donne : p(u)r) == A guel que soit
_ 18 1epére r de E. Pour une autre uniié v, posons {pour abréger) :

W)z, v = xTy, pr)e, Y)=x Ly, et u=vTw

(w ast donc I'inverse de v au sens de la mushtiplication initiale X). On démontre
alors Ia formule
x1ly=wT{Ty

Ainsi, ponr chaque unité v (fixde dans G), fa fonction ri-» piv){r) est biep
une constans.

Maijs, dans cet erticle, nous alions nous intéresser & une axiomatique
aux prémisses plas égéres, ot le théerdme sur la multiplication thalésisnne n’y
sera pas « escamoté » {si Pon nous permet ce mot} par un axiome fort. Au
dépast, oz suppose que la jauge scelaire G est seulement munie d*une structure
(=, 8) de groupe (additif) totalement ordonné, non réduit 4 {0}. Cotte structure
est suffisanie dans |a premitre partie du dévsloppement de la pfoméirie plane
euclidienne, partic qu'en peut appeler ln gdométrie addirive, comprenant
notamument les rubriques suivantes 1 isoméiries (symétries, translations,
rolations), parallélogrammes, repéres et projeciions, orthogonahté {ct théo-
me de I'orthocentre), théorie des angles, condition angulaire de cocyelicits
de 4 points, Clest & propos du théoréme de Thalés qu'on gborde pour ia
premidqre fois fa ghométrie multiplicative, et il faut remarquer que ¢e théoréme
est précédé par un lemme qui appartient & Iz géométrie additive : « Dans le
plac euclidien E, soit f une projection sur une droite I {parallélernent & une
direction A), Si M est le milieu de 2 points A et B de E, alors f{M) sst le milieu
des poinis fA) et AB) » (Jemme de Thalds).

Ayant choisi dans G un éiément u > 0, destiné & servir d*umnité, on consi-
dére tout d’abord Jes multiplications thalésiennes p(e){r} assocides aux repéres
orthogonarex r = (4,, A de E. Ces opérations sont identiques, en raisen
de Pisormétrie permeiiant de passer d'un repére orthogonal & un autre repére
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orthogonal. Pour abréger, nous A,
noterons dans ce qui va suivre *
ax = wEXr) (g, x}, produit thalésien

relatif & un repére orthogonal r.

Dans la définition du produit ax
thalésien ax, il est clair que @ ot x
jouent des 1dles différents @ déja se &
pose la question de la commutativi-

16 {ax «= xa 7).
e 1a définition découle aussi- -ty
16t I'équation dune droite : Pabord O # x

d’une droite passant par Vorigine
et le point i, @) (éguation y = ax),
puiz par transiation celle d’une droite passant par les points {0, b} et (u, 2 +- )
tdquation y == ax + b} {*).
1 reste & &tudier les propriétés de cette mudtiplication thalésienne,
1) ujoue bien le rdle d'dldmens neuire & drofte (au - @) et & gauche (ug = 4},
2) Tout scalaire ¢ # O cst régulier:
— Adpgauche i ax =ay=>x=}¥,
— A droite ; xT=pF=> xR
Corollairement ;: ab <=0<a=0Q ou b =0 (faite les figures corres-
pondantes).

3) Le produit de deux scalaires positifs est positif. Le régle des signes
{—a)x = a{~x) = —(ax) résulte de petites syméiries.

4) Tout sealaire  # 0 admet
un inverse umigue.

Ftant donné deux droites
D, D/ déquations respectives
ye=ax 4 b, y=a'x -+ &, onch-
tient alsément les oritéres de parael-
Biisme (D] D’ < a=a) et d'or
thogonalitd (D LD« a8’ = —u).

(La figure ci-contre met en

—1
évidence le point {a, ). Une fo-
tation de eemtre (3, d'amplitude
e
968 an déduit le poiat (0, —a },
d'ob Je crittre d’orthogonalité.}
SY Distributivité & droite - on

Nous reprenons ici fo thime d'une conféroncs i en muary 1969 devant les membres
de lé?éﬁona&c toulousaioe de A P.M.E.P. Cotte vonférence avait susciié un document, rédigh
par M. Fravsss et diffush dans les Arnnfes du C.R.D.F. d¢ Toulouse {mai 1969),

— TB7 -
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commence pac ftablic od -+ dY = ad -+ ad en utilisant le lemme de Thalks,
ot on on déduit plus génfralement o(x 4 ¥) = ax 4 2y en notant 4 Ia
moeyeane de x et de y,

&) Mais la commutativité ne s'obtient pas si facilermnent. Voyons & quelle
fignre pioméirique correspond la propriété @b = ba (ci-dessous). Clest un cas
particulier de la figure suivante {avec A, B, Csur A, et A', B, C sur A, ces
points étant distinets de origine} :

« Si AR || A'B et si BC')] B'C, alors AC' || A'Cx». Clest un exersice inté-
ressant de gloméirie élémentaire (muliiplicative) que de démontrer cette pro-
pridté, dite « de Pappius-Pascal. » En 1909, Hilbert I'a démouirés en glométrie
additive en utilisant Ja théorie des angles et le lemme anpulzire de cocyclicité
de 4 points (propriété des guadrangles inscriptibies),

&y FYAPS
b
A
#b
haA B
cl
E
a
r - 1 ry i

La méme annde 1909, un auvire mathématicien allemand, Schur, public
un ouveage {de méme titre ¢ Grundlagsn der Geometrie »} ot il donne une
pouvelle démonstration du Jeaume de Pappus-Pascal avec des moyens beaucoup
plus &conomiques, puisquiil utilise seulement le thdoréme de I'orthocentre
{eompte tenu de "axiome des paralidies, on sait que la concourance des hanteurs
résulte de la concourance de¢s médiatrices). En 1911, Halsted cite déja la
démonsteation de Schur dams un livre d'enseignement intitalé « Géométrie
rationnelie ».

On remarguers gue le lemoe de Pappus-Pascal permet également d’obienir
Vossociativité Je Ta muitiplication thelésienne. Nous chercherons & oblenir ix
formuie (ca)p = (cb)z qui fournit simultanément la commmutativieé {par
¢ = i) ef Passociativité,

Voici tont d'abord la démonstration de Schur qui est i la portée d'um bon
é2ve de Troisiéme, '

Les hypothéses sont : AB'[| A'B et BC'|| B'C. On introduit alors le
point 1 de A tel que B'Y L C'A,

Le point €' est done erthocentre de AR, donc C'1 1 AR. Puisque
T L A'B, € eat encore orthocenfre de BA'Y, donc A'l 1 BC.
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Puisgue Al L B'C, B est orthocentre de CA'L, done B'E L A'C et
finalement : AC |} A'C.

{Les cas particuliers ol [ se confond avee I'un dey points A, B, C sont
encore plos faciles & &tudier.)

Pour en déduire la formule mixte de commutativité-associativitd
{ca)d = (ch)a, il suffit, dans Ta figure de Pappus-Pascal, de prendre respecti-
vement 4, b, ¥ comme abscisses des points A, B, C, ¢t ¢b, ea, (ca)b, ¢ comme
ordonnées respectives des points A', B, C° ¢t J {point auxiliaire sur Ag). Par
définition de Ja multiplication thalézicnne, J est tel que CJ est paralléle 3 A'B
¢t & B’A : il oo résulte bien (ca)h = (cb)a comme ordonnée du point C (*).

7) La distributivité & gauche tésultz de la commutativité et de la distei-
butivité & droite.

En résumé, &tant parti du groupe additif tetalement ordonué G, oz a pu
{grice 3 une définition inspirée du théoréme de Thalds) doter G d’une structure
de corps ordomié.

3. — M restait, pour relancer Vinténét des études de pométzic Siémentaire,
& dimplifier Paxiomatique de Hilbert. Cette tiche 4 éi€ exé&utde par G. Choquet
ei1 1935 dans un article intitulé « Sur 'enseignement de iz péométrie Siémen-
taire », chapitre V, d’un ouvrape collectif : « L'enseignement des Mathéma-
tiques » (publié par les Fditions Delachaux et Niestlé).

Cetie aziomatique de Ia pdoméiric plane a été développée dans des articles
successifs :

1955 : asticle initial de G. Choquet, déjd citd,

1959 : C. Frasnay (dans la revue Alger-Mathématiques),

1960 : G. Choguet (Bullerdes n° 209-213 de PA.P.M.),

—————

(*) En prenant o, 7, v commne abicisses respectives do A, B, C, et x comme ordonnée de &/,
le lemme de Pappua-—l"ascal donpe aussi Ja formule txy Ty m v T (x.l. _rl] de changement J unité
dans [a maltiplication thal&ienne (@, v étant unités respectives de T

— 00
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1962 : C. Frasnay {Bulletin n° 223 de A P.M)),
1967 : C. Frasnay (Bulletin n® 258 de I'A.P.M.),
1968 : J. Couget {Note aux C.R. Acad. Sc., 1% 4vril).,

On se donne wne jauge G, c'est--dire un groupe additif totalement
ordonné. Ce groupe G r'est pas néoessairement R (méme si, par la suite, on
souhaite s’utiliser pratiquement que le seul cas G = R). Pour Penseignement
élémentaire, ceite jauge G reste indéterminée au départ.

On considére ensuite un 2space G-métrigue E dans lequel les distances
d {M, N) appartiennent & G (le plan usuel sera donc un espacs R-métrigue),

L'application o de E® dans (G vérifie les propriéiés habituelles des dis-
tances

d(A, B) = 0 e> A = B, d(A, B) = d(B, A), A, C) € d(A, B} + d(B,C)

(noter que Ia derniére condition implique nécessairement 4(A, B) » 0, en
faisant = A).

Ou remarque que la jauge G ost clie-méme un ¢space G-métrique - i
suffit de prendre la distance d{x, y) == |x — p| (ob |4} désigne le plus grand des
scalaires g ot —~a dans GJ.

Entre deux ¢spaces Ge-mdtriques E, et B,, unc itométrie et une appli-
cation ¢ de E; sar B; qui conserve les distances (il en résulte immé-
diatement que o est injective, puisque o(M) = o(N) entralfne successivement
d{o(M}, o(N)) = 0, 4{M, N) = 0 et M == N). Par isométrie avec G, G* et
les intervalles [0, /] de G, on en déduit [a définition des G-droites, des demi-
droites et des tepmenis de droite.

Cela posé, voici un énorcé possible des axiomes de la gSométrie plane.

Axiome 1 Par deux points distincts de B, il passe une droite et une seale,

Axiome 2: Pour toute droite I} de E, il existe une isométrie involpiive o
de E telle que o(M} = M pour tout MsD.

(Une isométrie involutive o est assujettic A o # Iy et odoo = 1, ol g
désigne Ia teansformation identique de E et ¢ o ot 1a composée M v o fo{M)).

Prisque fes axiomes 1 ot 2 sont vrifiés dans touot espace de dimension
7 > 2, il nous fant maintenant vn axiome ¢ planificatesr » qui assure g = 2,
Ce sera Paxiome de Pasch.

Axiome 3: 51 ancun des points A, B, € n’est situé sur une droite I3, le
nombre des segments [A, B}, [B, €, [C, Al gui renconirent D est pair (c'est-
d~dire 0 ou 2).

Axiome 4 {axiome d’Buclide) : Si un point A n'eat pas siiué sur une
droite D), il existe o plus une droite D' de E passant par A et ne rencontrant
pas D

© Axiome § (axiome du compas) : 8i vae droite D posséde un point intérienc
& un cercle C, alors I» et C &8 renpontrent.

— e —
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A partir de ces axicmes, oo développe d’abord toute 1a géoméirie additive,
Cn introduit ensuite noe multiplication thalésienne dont, nous Pavons vy, ia
seule propricié délicate 3 démontrer est 13 commutativité-associativité
{ea)l = {ch)a.

En 1939, neus avons justifid cette propriété d'une toute autre manibre
que Schur en utitisant un théordme de péométrie additive, celui des « perpen-
dicnlaires isotomiques » :

Deux deoites 13, D' sont isotomigues pour un segment [A, B) d*une droite
A lorsque ¢ on bien I, D’ sont paralléles & A; ou bien D, I coupent A en
deux, points M ot M’ tels gne [A, B], ef [M, M'] aient mfme milien, Le
théoréme des droites isotomiques s’énonce alors 1 « 5i deux droites D et B
sont isotomiques pour deux cdiés d'un triangle, elles e sont gussi pour le
troisigme obté. » Las cas particuliers D | D' et D 1L D' reldvent de Ia géomé.
trie additive {par e Jemme de Thalds pour D || D, et par la théaris des droites
de Simson pour D 1 D).

Un peu plus tard, en 1962, nous obtenions une autre méthode en démon-
trant gue le théoréme de V'orthocentre n’est que la traduction géométrique
de la rigle algébrique des proportions (dite encore « rigle des moyens et
des extrdmas »), apportani sinsi une simplification — esi-clie uitime? —
dans ia démonstration do Iz commutativité-associativité de la multiplivation
thalésienne. Voiri I méthode ¢n guestion ;

3¢it @, b, ¢, d quatre scalaives non nuls ds G vérifiant ¢b == ¢d, Dans un
repére { Ay, Ay) du plan, le triangle formé par la droite Ay == 0), la droite D,
d'équation y = —a(x — &) et la droite I, d'éqoation y == ~——c{x -—-d) admet

comme hauteurs la droite Ag(x = = 0), 1a droite D] d’équation y =a (x w dy
et Ia droite D5 déquation y = ¢ (x — &)

S —
Puisque D; et Dj se rencontrent sur Ay ilenrésulte ta d=¢ 5,
{Penser 4 la régle usneile :

abmcd»§=§).
a ¢

~— T —
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A partir de la régle des proportions, on achéve par une méthode pnrement
nlg!bnqne :-
a) Commutativiié:
—1 -1
Puisque x x =y y =u, on en déduit :
Xy = yX.
b) Associativité restreinte :

De u(xy) = xy, on déduit :
—

—]
y=uy=x(xy).
c) Associativité générale;

!If)c_.1|:l (xy) =_; {zy) =y, on déduit :
x(zy) = z(xy)

x(yz) = (xy)e.

L'ensemble G* = G — {0} est donc bien un groupe commutatif pour la
multiplication thalésienne {d™unité z).

Avec cette méthede utilisant des moyens simples : orthocentre, régle des
praportions..., la multiplication thalésienne de Hilbert devient accessible 4
I'enscignement élémentaire. A cdté du corps ordonné Q des rationnels, dont
la connaissance nous vient de I'Arithmétique, la géométrie fait donc apparaitre
les corps ordonnés pythagoriciens et (moyennant I'axiome du compas) les
corps ordonnés quadratiquement clos. '

4, — Pour terminer, examinons la démonstration du théoréme de Thalas
{(d’apréa I'article « Deux structures &quivalentes pour la géométrie plane »,
n® 223 du Bulletin de 'A.P.M.).

et (par commutativité)

— 712 —
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Dans le repdre (A Ag, soit Dy, Dy denx droites d’Squations pespectives
F o= Xy ¥ = dgX,
Une paralléle (variable} & Ay covpe D, ea M et Dy en N ; il s’agit de

montrer que le rapport g est alors constant,

(Dy, Dy étant arbitrairement oriontées.)

Sur A, soit P le point d"ordonnée GF — OM.

Quand M parcourt ia droite DD, 1 droite variable MP garde une direction
fixe (perpendiculnive 4 la bisssetrice de Paxe Ay et doPaxe poriE par D) 1 if
gxiste done une constante by pour Izguelle i droite MP prend Péguation
¥ == byx 4 0P = b;x 4+ OM. L'abecisse m de M vérifie done 3

OM =g —bun = (& — dm
en utilisant pour 1a premiére fois la distributivité & gauche de la multiplication

thalésienne (démontrée aprds la commutativité). De méme, il existe une cons-
tante b, pour laquelie I'zbscisse # = m de N vérifie :

6& = (a, ‘—"bg)ﬂ.,
Done :
oM _a—b
m Gy ba' -
Remarqgue

Du théorime de Thalds résulte 'invariance {pour v fixé) de la multipii-
cation thalésienne p(x)r), quel que soit le repére r. Puis le développement de
1a théorie redevient trds classique.

a} Examinons par exemple le théordme de Pythagore, Sur Ay, soit A le
poin d'abscisse x 9 O

Sur A,, soit B us point d’ordonnde ¥ # 0. Sur le segment [A, B] {de lon-
gueur 2, Pongine O se projetie orthogonalement en H. La symétrie par tapport

joa
B \M

/ L .

o2 M A

Sl
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& Ia bisssctrive de Panglo OAB transforme O en M et H on N, de sorte que :

jxf = AM, AH = AN. La droite MN étant parailéie 3 A, le théoréme de
Thalls donne :

¥ _AO AN AH

[~ . pe—
ot L —

AR T AR T AM T i

¥ = AB BH
x% 4 y? = ABAH + BH) == z%,

Le corps «es scalaires est dono bien pythagoricien.
5) Par ailleurs, si ¢ <a < 1, plagons sur A, les points A, By, H)

. . i 1
d'abscisses respectives, — s 5 B3

]

Si I'axiome duo comipas est imposé {axiome 5), la droite d’équation

x= xz-—-—%rencontre en O, le cercle de centre O ot de rayon % La formule
précédente (O,A)% = AR, .AH; fournit OA; = Va. 11 en résuite que le
corps des wosinires est quadratiquement clos.

— T14 ~~




	Etudes
	Produit thalésien des sclaires


