
Axiomatique  unitaire 
en  Théorie  des  ensembles 
par C. FRASNA y (Université Paul Sabatier, Toulouse) 

I. Préambule, cadre logique, abré.ÙlIioos. 

Il  Dans  la  Théorie  dont  nous  allons  préciser  l'axiomatique,  les  objets  sont 
­ comme de  coutume  ~ des  classes (possédant  tel  ou  tel élément) ou des éléments 
(appartenant  à  teUe  ou  telle  classe).  Les eftSembles sont  !es  cJasses­­éléments.  selon 
le  diagramme  suîvant  : 

élément  non..,lément 

ensemble  classe  pure 

non­­classe  élément  pur 

Formellement,  I"axiomatique  unitaire règle  l'emploi  de  2  symboles (spécifiques) 
primitifs,  qui  sont:  l'objet  '21  (vide)  et  le  prédicat  binaire  Ë (appartenance).  Elle 
se place « d"entrée de jeu  ))  dans la Théorie, et  sous une forme abrégée qui ne néces­
site pas plus de 6 symboles dérivés: 4 prédicats unaires [CI (classe), El (élément), 
Ens (ensemble), Part (partition)] et 2 prédicats binaires [t (non-appartenance), 
C (inclusion)]. 

Le Uen établi entre les notions symbolisées par :.3. E, CI assimile les éléments 
purs â des corpuscules: objets. autres que la classe vide ~,). auxquels rien n'appar~ 
tient, Ces corpuscules constituent un ensemble : ta matière M de la Théorie. Bien 
entendu~ on pourrait décider - par un axiome auxîHake (M = 0) que la 
Théorie soit immalérielle (sans corpuscules) : dans ce cas. les notions d '{{ élément )) 
et d .(( ensemble)) coïncideraient. 

A ropposé. on peut décider que la matière M de la Théorie sera (par exempJe) 

un ensemble de caractères d'imprimerie tels que : 00 , Cl, IJ], [2J, [l]. E3, 
El (ou IIIl, Cl, @] d'une part (alphabet primitif), [!SJ. E3, El, [2J, ID, 
El, [J, li:] , ~, ~, IEn~, etc ... d'autre part (alphabet dérivé). Les suites 

finies d'éléments de M sont alors les mots d'une langue formelle dont on doit pré­
ciser la grammaire (règles de construction de la classe des mots significatifs: termes: 
et rormules). 

La synonymie de deux mots se marque au moyen du symbole métalinguis" 

tique Par exemple : §l [2J rn· 
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2)  L~axiomatlque unitaire fusionne deux conceptions importantes de la Théorie 
des  Ensembles:  celle  de  Zermelo­Fraenkel  (conception  sans  univers,  dans  laquelle 
tout objet est un élément) et celle de Kelley­Mo",e (dans laquelle il  existe des el ....s 
pures,  dont  la  plus  grande  est  l'univers). Dans  une  Théorie  « ZFt immatérielle  » 
(comme  dans  la  Mathématique  de  N.  Bourbaki).  les  notions  de « classe n.  d'« élé­
ment)) et d .«( ensemble )) colncident. 

Par ailleurs, on est amené tout naturellement (dans le cours de la Théorie) à 
préciser la notion de finitude. Toute classe pure est infinie. Par contre. en ce qui 
conœrne les ensembles. on débouche sur une al~ema.tive entre deux versions : la 
version fini/isle (dans Laquene tout ensemble est fini) et la version infini/Isle (dans 
l.quelle il existe des ensembles infinis). 

3) Toute axiomatique de la Théorie des Ensembles présuppose un cadre logique. 
L'axiomatique unitaÎre peut ainsi s'inscrire: soit dans la Logique sélective, soit 
dans la Logique descriptille. 

Dans l'un et l'autre cas, les schémas d+axiomes logiques règlent remploi de 
13 symboles (7 primitifs, 6 dérivés) qui sont : la variable muette X et l'a<:œnt 
(donnant les v.riables pari.nies X', X", X"', etc.••); 1.. 5 conneeteu", l (né8lltion), 
V (disjonction), 1\ (conjonction). => (implication), .", (équivalence); les 2 prédicats 
= (égalité), ~ (non-é8ll1ité); les 3 mutificateu", de quantification 3 (existence), 
V (universalité), 3 1 (existence et unicité); enfin un mutificateur (séleeteur ou des­
cripteur) qui est à l'origine de l'écriture des tennes ; T (en Logique sélective) ou 
j (en Logique descriptive). 

Les deu~ modes logique. (sélectif, descriptif) ont une plus ou moins grande 
capacité de préhension des termes. En effet, si x est une variable parlante dans 
une formule q>. et s'il existe des objets vérifiant 1> dans les occurrences de x~ la 
Logique sélective distingue parmi eux un objet privilégié : alors ('t'xYp désigne cet 
objet. La Logique descriptive exige davantage: s'il y a existence et unicité d'un 
objet vérifil!.nt q> dans les OCCurrences de x, alo", (ix)P désigne cet objet. 

A un détail près (absence de l'axiome de fondation), la Mathématique de 
N. Bourbaki repose sur une variante de l'axiomatique du type: (( sélectif. ZF. 
immatériel, infinitiste ». A l'opposé (en vue de l'étude des langues formelles), la 
Métamathématique selon l~jdéal de D. Hilbert pourrait se baser sur une axioma­
tique du type : ( descriptif, KM. matériel. finitiste }). 

4) Dans certaines formules, on abrège l'écriture des connecteurs en pratiquant 
la rel.tivisation des quantificateurs. Ainsi: (3 x)[:I, (3 1x)[:I, (Vx):> signifient respee-

Q • cr 

tivement : (3x) (ot fi [:1), (3 1x) (a: fi :», ('Ix) (ot => ~). 

Voici maintenant les définitions des 6 abréviations (Spécifiques) annoncées 
précédemment : 

(x rF y) (l(x E y». 
(x ç y) "" ((Vu) «u E x) => (u E y»). 
(CI(y» «y ~ ;0) V (3x) (x E y». 
(EI(x» == «x ~ ;0) V (3y) (x E y». 
(Ens(x» '" (Cl(x) 1\ E1(x». 

(Part(x» == ( CI(x) 1\ (Vu) ('Iv) [tu = v) .... (3 t) «t E u) 1\ (t EV»)) 
uEx 1IEl: 

(Celte dernière- abréviation aura un rôle plus tardif.) 
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Il.  Présentation  de  l'axiomatique  unitaire. 

L'axiomatique  unitaire comprend  2  schémas  d'axiomes S,(<p.  x). s,ra,  x) (d'où 
résulte  une  infinité  d'axiomes  implicites)  et  4  axiomes  explicites  Ath  Ah  A.,  Ali 
communs  aux  deux  versions  (finitiste,  infinitiste). 

L'orientation  de  la  Théorie:  soit  vers  ta  version  flnÎlÎste,  soit  vers  la  version 
infinitiste,  nécessite un axiome explîcite additionnel:  soit  l'axiome de finWsation Ai. 
soit  l'axiome d'in/inÎlisalion Ar" (négations  fun  de  l'autre). 

Enfin.  la  formule de sélectiol1 A"  joue  un  rôle  à  part.  Dans  une  Théorie  sélec-
tive,  ou dans une lbéorie descriptive finitiste,  on démontre que As  est un  théorème. 
Par  contre,  P.J.  Cohen  a  présenté  en  1963  une  Théorie  descriptive  infinitiste  dans 
laquelle  la  négation  de  Â:,  était  un  théorème.  Lorsqu 'on souhaite  pouvoir  disposer 
de  Ar.  dans  une  Théorîe  descriptive  infinitÎste~ on  doit  donc  en  faire  un  axiome 
explicite  additÎonnel  (axiome  de  sélection,  ou  axiome de choix). 

1)  Les deux scMmas d'axiomes (implidtes). 

8,('1'. x) :  Schéma de séparatio•.  

Soit  <p  une  formule.  et soit  x une  variable  parlante  dans  qï.  

La  formule  suivante  est  alors  un  axiome:  

[ 
(3,,)  ('Ix) (<p  = (x E  a)) ]  =  [ (3 v) ('Ix) (<p  "'"  (x EV»)  ]_ 
Cl(u) CI(v) 

" SJO,  x) ;  Schéma de substllulÎon.  

Soit  6 un  terme,  et  soit  x une  variable  parlante  dans  O.  
La formule  suivante  est  alors  un  axiome  ;  

('Ix) EI(a)]  =  [(YU)  (3 v) (\Ix) (0  E  v) 1 
[ Ens(u)  Ens(v)  x E  U 

2) Les quatre 4Xiomes exp/t'elles ('ommuns (aux  deux  versions). 

Ail : Axiome constitutif 

[ (\Ix) (,y) (x E  y) 1\1 [  (3y) (\Ix) (x ç y) 1 
­ Al  ;  Axiome d'extension. 

(\Ix) (Yy)  [(X ç  y) A  (y ç  x) = (x y) 1 
Cl(x) CI(y) 

Az  :  Axiome d~é('hanKe (entre  appartenance  et  inclusion). 

(Vu) (h)  (\Ix) [ «x E  u) = (x C.  v) A  «x ç  Il) '* (x E  v)) ] 
Ens(u)  Ens(v) 

­ As  :  Axiome de fondation. 

(Vu) (3 x) (\ly) (y if: x) 
Cl(u)  x El/Y E  U 

U""" 0 

3)  Les axiomes explicites additionnels. 

- At : Axiome de finitisation (pour  la  version  finitiste).  

(Yu) (3 x) (Yy) (x ri y)  
Ens(u)  x E  U yEU  

u""" 0 

­ 621  -

Bulletin de l'APMEP n°280 - Automne 1971



A'1 : Axiome tfÎl/jini/i:iation (pour  la  version  Înfinitiste).  
(3.) (Vx) (3y) (x El')  

Em(u) x E u J'  c Il  

Il ,,:1  
As  :  AxùJ1lle de  s~/l!('lùm (seulement  pour  la  version  infinitiste~ en  mode 
descriptif).  

(Vu)  (3 v) (Vxl  (3 11') (y E xl  
Part(u)  x E u y E y  

lIT.  Quelques  remarques  Sur  1.  développemenl  d.  la  Théorie, 

Introduisons  d'autres  prédicats  dérivés:  Elp  (élément  pur),  Clp  (classe  pure), 
C  (inclusion  stricte),«  (appartenance  ou  égalité). 

(Elp  (x)) ~ (l CI  (x)) 
(Clp  (x» '" (l El  (x)) 
(x C  y) «(x ç  y) Il  (x yI) 
(x« y) ~ «x E y) V (x yJ) 

1)  Pour  ep  «x E  Dl  Il  (x * x», le  schéma  Sl«;>,  x) donne  le  théorème: 
(Vxl  (x <t 0),  d'où  résulte:  (Vx) (Elp  (x) ~ (x C  ("J).  En  faisant  intervenir  A" 
on  obtient:  (Vx) «x ç  0) "" Oy) (x E y)) ct,  par  conséquent: 

(Vx) (El  (x) "'" (31') (x E y»  
(Vx) (El  (Xl  V Cl  (x»  
('Ix) (31') «x E  y) V (y EX)  

2)  En combinant Sh Stl  Au;  Ah  At,  on obtient  les  termes:  usuels: single/on ;a f 
(d'un  élément  a)~ intersection x il J'. booléen p(x)  (classe  de..­::  ensembles  inclus 
dans  x), v  x (union  des  ensembles  appartenant  à  x)~ aouble/on ~a, hi (de  deux 
éléments a et  b)~ réunion x v  Y. successeur OT = li V  ;0: (d'un élément  a). couple 

(a, h) ) lal. {a. bl  ~ (de  deux éléments  li et b). produit x X  y, ."  Il  en  résulte  les 

concepts  de  graphe. lOllctiolt, application  de x dans  y, injection, équipotellce. etc ... 
Ainsi  :  ~   u F  p(x) .", Ens  (u) Il  (.  x)  

u E  UX  .",  (3v) «u E  v) A  (v EX»  

El  (y) "" ("x) «x yI  .",  (x E 1'+))  

Posons:  0  "'"  0,  l  '"'  PlO),  2  P(I).  L'introduction  du doub1eton  la,  b}(de 
deux éléments a et 1»  s'effectue en appliquant le schéma S,(6, x) li l'ensemble.  ~ 2 

et  (par  exemple)  au  terme  descriptif: 

6 (Iy) [«x ~ 0) Il (y a» V «(x 1) Il (y ~ h» V «(x <t 2) Il (y 0))1 
Il  existe  alors  un  ensemble  v tel  que  a E  v~ bEl', permettant  d~appliquer Je 

schéma  Sl(ep,  x) à  <p "'" «x ~ al  V (x hl), Ainsi,  pour  deux  éléments  distincts 
a et  b, l'ensemble  2  ~ P(P(0»  .pparalt comme le  prototype du doubleton la,  1>1. 

3)  L'axiome  de fondatÎon  A3  rend  les  Mathématiques  {(  décentes)  cn  jnter~ 
disant  (x E x) et  les  cycles  d'appartenance  tels  que  :  (x E y) Il  (y E xl, 
(x E  y) Il  (y E  Z) Il  (z E  x), etc... 
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C'est aussi un axiome de commodité quj permet. par exemple. d+alféger la 
définition des ordinaux et des naturels : 

Od  (y) ~ (I/x) [(X «y) .~ (CI  (x) II  (ux ç  xl)] 

Nat  (y) ~ (I/x) [(X « y) = (CI  (xl  /\  (ux C  Xl)] 

x =1= il; 

L'axiome A:I permet alors de montrer que le prédieat«. restreÎnt aux ordi­
naux. est un prédieat de c( bon ordre ». 

On obtient~ par ailleurs. les théorèmes suivants : 

«x « y) /\ Nat  (y» '"" (Nat  (x» 

(Nat  (x)) '" (Ens  (x) /\ Nat  (x+» 

(Od  (x) /\  Od  (y)) ~, «x« y) <.>  (x ç:  y» 

4) Parmi les nombreuses C'draetérisations de fa finitude, on peut adopter 
(x est  fini) ~ (x est  équipotent  à  un  naturel). 

a) L ~a;l{iomatique unitaire finitiste repose sur les 2 schémas Sb Sz et sur les 
5 axiomes ~, Ah A~h A~, A... L'introduction du foncteur d'union v permet de 
donner à l'axiome de finitisation A., la forme équivalente B. 

(I/x) «x eux) ",. (x 0)) 
Ens  (x) 

(d'où résulte irrunédiatement que tout ensemble ordinal est un naturel), Dans cette 
version finitiste, On démontre que tout ensemble est fini. 

Soit p une partition dtune elasse a vp. Lorsque Q est un ensemble.. l'équi­
potenee de tI avec un naturel entraîne : 

(3 q) (1/x) (3 1y) (y E x) 
xEpyEq 

En faisant intervenir l'axiome de fondatîon A,; on peut étendre ce résultat à toute 
partition p d·une classe pure a. Finalement, la formule de séleçtion AI est une 
eonséquence de Sb Sb Au. Ah Ag, As, At (même en Logique descriptive), 

b) L+axiomatique unitaire infinitiste repose sur les 2 schémas St. St et sur les 
6  axiomes A;.,  Ab A;.,  A"  A'"  A"  (Si  la  Logique sous­jacente est sélective, A, peut 
être  ôté  de  l'axiomatique.) 

L'axiome d·infinitisation A' .. peut prendre la forme équivalente B', : 
(3 x) «x ç  ux) /\ (x 0)) 
Ens  (x) 

Dans cette version jnftnitiste. on démontre que les naturels 9lflstîtuent un ensemble 
ordînal înfini : cet ensemble fil est tel que fil v  fil. 

S) La forme  donnée à  l'axiome constitutif A;.  permet d'énoncer de  nombreux 
théorèmes COmmuns  aux  théories  (ZF) et (KM). Il n'en  reste  pas  moins  une  alter. 
native  entre;  \  A'.; (Yx)  (3y) (x E y) (conception  ZF)

tAu. ; (3y) (Yx) (x ç:  y) (conception  KM) 

a) Introduisons deox mutificaleurs spécifiques Réf/mod. et EI/mod. en posant, 
pour une variable parlante x figurant dans une formule fP ou dans un terme 0 : 

(Réf/mod.  x) q>  == (3 Il) (1/x) (q>  "'"  (x E  Il)) 
a (u) El (x) 

(EI/mod.  x) a  ""  (Ifx) (El  (0)) 
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~- Lorsque  ~a formule  (Réfjmod.  x) rp est  un  théorème,  on  dit  que  (  la  for~ 
mule  9 est  réCérentiable  modulo  x  n.  Pour qu 'jJ en soit  ainsi  quelle  que  soit  ~~ .il 
faut  et  il suffit  que  la  formule  partieulière  « x = x» soit  référentÎabJe  modulo  x. 
Cela  revient  à  imposer  J'axiome  AnrJ  (conception  KM).  Le  schéma  de  séparation 
(pour  toute  formule  9 CQmportant  la  variable  parlante  x) devient  alors  : 

(3 v) (ltx) (" "'" (x EV» 
Cl  (v) El  (x) 

~ Lorsque  la  formule  (EI/mod,  x) 6 est  un théorème,  on dit  que « le  terme  8 
est  élémentaire  modulo  X}). Pour  qu'il  en  soit  ainsi  quel  que  soit  O.  il faut  et  il 
suffit  que  le  terme  particulier  « x» soit  élémentaire  modulo  x. Cela  revient  à 
imposer l'axiome A'{)  (conception ZF).  Le schéma de substitution (pour  tout terme fi 
comportant  la variable  parlante  x) devient  alors  : 

(ltu) (3 v) (\Ix) (6  E  y) 
Ens  (u) Ens  (y) x E U 

h) l'axiome  A",  introduit  dans  la  théorie  (KM) une  classe  V  (l'un;yers) telle 
que: (\Ix) (El  (x) <>  (x E  V).  Il  en  résulte  que  V  est  une  classe  pure. 

Signalons  également  que  l'axiome  de  fondation  Aa  peut  prendre  dans  (KM) 
une  forme  équivalente  Ba  (utilisant  le  foncteur  P  et  le  symbole  d'univers  V)  : 

(\Ix) «p(x)  ç xl  ~ (x ~ Vl) 
CI (x) 

A  l'analogie existant entre l'axiome  de  fondation  A"  et l'axiome de  finitisation 
A"  correspond  naturellement  une  analogie  entre  les  énoncés  B:.  (caractérisation  de 
l'univers  V) et  B4  (caractérisation  finitiste  du  vide  0), 

e) Dans  la  Théorie  (KM), le  schèma  S,  permet  d'introduire  deux  classes  w 
ot  n telles  que  ; 

(\Ix) «x E  w) ..,. Nat  (x») (\Ix) (x E  Ol  ""  (El  (x) Il  Od  (xl) 
Ces  classes  w et n sont  des  ordinaux  infinis,  La  classe  n  des  ordinaux  élé~ 

mentaires  est  une classe  pure  (c'est  d'aHleurS  le  seul  ordinal  non élémentaire), 
Nous  avions  déjà  mentionné  t'existence  de  w  dans toute  Théorie  inftnjtiste  : 

(ZF)  ou  (KM). 
D~une manière un peu abusive ­ mais suggestive ­ on peut associer  à  chacune 

des  quatre  théories  (ZF) ou (KM), finitiste  ou  infinitiste.  une « situation» des  ordi· 
naux.  (:)  et il dans cette  théorie: existence ou inexistence, appartenance ou  égalité ... 

finitiste  infuùtiste 

inexistence  de n 
(ZF) -------:-------1 

inexistence  de  (:)  1 existence  de (:)1 
:  1  eltistenœ  de  ù)  et  0 
1(KM) --w-~-1-l---:---W-E--:n--1 

C.  FRASNAY,  28  juin  1971  ' . 

•  Une  première  6bauche  de  cet  article,  terminée  le  18  mai  1971,  avait  élé  distribuée" 
Toulouse,  lors  des  Journées nationales de  l'A.P, M,E.P., pour prèluder a  la conference de J'auteur 
sur  le  sujet:  Finitude,  finîtisation.  Onirisme ».1( 
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