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Axiomatique unitaire
en Théorie des ensembles
par C. FRASNAY (Universitd Paul Sabatier, Toulouse)

{. Préambule, cadre logique, abréviations.

1) Dans la Théorie doni nous allons préciser PaxiomatiGue, les objets sont
— gomme de contyme — des clavzes (possédant tel on tel dément} ou des diéments
{appartenant i icllc ou ielle classe). Les ensermbles sont les classes-&éments, selon
ie diagranune suivant :

&lément non-€iément
classe || srsemble classe purg
nen-classe II élément pur

Formellement, 'axiomatique wniigire régle Pemploi de 3 symboles (spécifigues)
primitifs, qui sont : Pobjet @ (vide) et le prédicat binaire & {appartenance). Elie
s¢ place « d’enirde de jen » dans la Théorie, et sons une forme abrégée qui ne néces-
site pas ples de 6 symboles dérivés : 4 prédicats vazires [Cl (classe), El {éiément),
Ens {ensernble), Part {partition)] et 2 prédicais binaires {¢ {non-appartenancey,
C (inclusion)}.

Le lien établi entre [os notions symbolisées par 7, &, 1 assimile les Sléments
purs 4 des corpuscides | obiets, autres que la classe vide o3, auxquels rien n'appar-
tient, Ces corpuscules coostituent un ensembile : la maridre M de Ta Théorie. Bien
entendu, on pourrait décider ~- par um axiome auxiliaire (M = &) — que ia
Théorie 20t immatérielle (sans corpuscules) : dans ¢e cas, les notions &'« élément »
et d'w ensemble » coincideraient.

A Vopposé, on peut décider que la madére M de la Théorie sera (par exempie)
un ensemble de caractires dimprimerie tels que < (X3, [, (11, (4], @, =,
) e B [, d'une part (aiphabet primitif), {A]. [, H, ¥}, B}.
=. & . . . [Engd, ete.. drautre part (alphabet dérive). Les suites

fnics d'éléments de M sont alors les mots d’une langue formelle dont ¢a doit pré-
ciser la grammaire (régles de construction de la classe des mots sigaificatifs : toomes
st [ormules).

La synonymis de deux mols se piarque an moyen du symbole méialinguis.
tique #=, Par exemple : B3 .
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2) Liaxiomatique unitzire fusionns deux conceptions importantes de la Théorie
des Ensembiles : celle de Zermielo-Fraenkel (conception sans umivers, dans laquelle
tout objet est un élément) ot celle de Keiley-Morse (dans laguelle ii exisle des classes
pures, dont Ia plus grande st Uunivers). Dans une Théorie « ZF, inunaiérielle »
[comme dans }a Mathématique de N. Bourbaki), les notions de « classe », &'« &é-
ment » et d'w ensemide » coincident.

Par aillours, on est aerené tout naturellement (dans ie cowrs de la Théorie) 4
préciser 3 notion de faifude. Toute classe pure est iofinie. Par contre, en ¢ gui
concerne les ensembies, on débouche sur une alternative entre deux versions : fa
version fAediiste (dans laguelle tout ensemble est fini} ot la version infaitisre (dans
lnguelle il existe des ensembles infinis),

3) Touts axigmatique de la Théorie des Ensembles présuppose un eudre logique.
L.'axiomatique unitaire peut ainsi s'inscrire : soit dans la Logigue sélective, soit
dans la Logique descriptive,

Dans 'un et Vautre cas, les schédmas d'axiomes fogiques réglent Vemploi de
13 gymboles (7 primitifs, 6 dérivés) qui sont ;| la variable muetie X et 1'accent
{donnant les variables parfantes X, X, X', ete... ¢ et § connectenns 7 (négation),
¥ (digjonction), A (conjonciion), = (implication), -« ({quivalence) ; ks 2 prédicats
= (égnlité), 75 (non-égalité) ; fes I mutificatears de quantification 3 (existence),
¥ {universalité), 37 {existence et unicité}; enfin un mutificateur (sélecteur ou des-
eriptewr)} qui est 4 "ovigine de Pécriture des termes © ¢ {en Logique sélective} ou
{ {en Logique descriptive).

Los deux modes logipues (sélectif, descriptif) ont wne plus ou moins graade
capacith de préhension des termes. En effat, si x est une variable parlante dans
une formule P, et #'il existe des objets vériflant ¢ dans les otcurrences de x, la
Logique séfective distingue parmi eux wn objet privilégic : alors {ex)p désigne cet
objet. La Loglque descripive exige davantage : 5%l ¥ 4 existence et unicité d'un
objet vérifiant p dans les occurrences de x, alors {ix}p désigne cet objet.

A un détail prés {absence de axiome de fonrdation), la Mathématique de
M. Bourbaki repose sur une varisnte de "axiomatique du type : « séievtit, ZF,
immiatériel, infinitiste ». A 'opposé (en vue de Iétude des languss Formelies), la
Métamathématique selon 'idéal de . Hilbert pourrait se baser sur une axioma-
tgue du type ° « descriptif, KM, matéricl, finitiste ».

4) Dans certaines formuies, on abrége 'écriture des connectaurs en pratiquant
la relativisation des guantificateurs. Ainsi : Jx), (3%)5, (vx)3 signifient respocs
X

tivement ; {3x) (2 A 3, (3 {=z A §), (V.x)qiar. waﬁ}.

Vioici maintenant les définitions des § abndvistions (spécifiques) annoncées
précédemment

(x ¢ 9= (x € 1)

<y m ([(Ya) {0 € X} = (0 € p1)).

(O = (v = @)V 3x)(x € )

{EKx)} = ((x = &) V (3p} {x € »)

{Ens{x}) = (Clx} A Ex}).
Part{x)) = f CHO A (V) ¥y He = v} & QD el A & v)}]) .

uEX vEX
{Cette derniére: abréviation aura un rdle plus tardif}
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II. Présentstion de I'axiomstigae uniteire,

L axiomatigue onitaire compeend 2 scidmas d’axiomes Sy{p, 23, S(0, x) (doi
résulie une infinité d'axiomes Implicites) et 4 axiomes eaplicites A, As Ag A;
communs aux deux versions {finitiste, infinitiste).

L'orientation de la Théorie : soit vers la version finiliste, soit vers la version
infinitiste, nécessite un axiome explicite additionnet @ g0it Uaviome de finitization A,,
soit Paxiome d'infinitisarion A’y (négations §'un de 1"autre).

Enfin, la formale de sélection A joue un rile 2 part, Dans une Théorie sélec-
tive, oy dans uzne Théorie descriptive finitiste, on démontre que A, est un théoréme.
Par contre, P.J. Cohen a présantd en 1963 une Théorie descriptive infinitiste dans
laguelle ia négation de A; était un théordme. Lorsqu’on scuhaite pouvoir disposer
de A; dans une Théoric descriptive infinitiste, on doit donc en faire un axiome
explicite additionnel {axiome de sélectipn, ou axiome de choix),

1} Les deux schdrmas d’axiomes (mplicites},
~ S, X3 1 Schémia de séparation,
Soit ¢ une formule, €t soit x une variable parlante dans ¢.
fa formule suivante est alors un axiome :
[ (A Ivx) {o = (& € a)} ] = [ (Av) (vxi g = {x & V) ]
Cle) Cliv}
------- SdB, ¥} Schéma de subsiftution.
Soit § un terme, €f soit x une variable parfante dans 0.
La formule suivante ¢st alors un axiome .
{ {¥x} B} ] = [ va) (@v) (v diew ]
Ens(u) Ens(vy x ¢ 2

2y Les guarre gquiomes explicites communs {aux deux versions)
e Ay 1 Axiome constitutif.

[ nEneen|vienmoec]

— A, i Axiorme d'exitension.
(¥x} {¥¥} [ xCHADC )= (x = » ]
CHx) Cly)
~ Ay 1 Axiome d'échange (entre appartenance ot inclusion).
Yy 3w (¥x) [ {xeH=CNA{Cw =>x ¥ ]
Bos{z) Ens{v)
— A,y 1 Axtome de fondation.
Vuy Qx} (¢ (¢ x
Cu) x w0 y2a
w7 ®
3} Les axiomes explicites additionnels.
- Ay ¢ Axiome de foritisation {pour lka version finitiste),
fvu) @Axn vyy (&)

Ensfy) x €d y &
o
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— Ay 1 Axiome infinitisation (pour la version infinitiste),
) vxy @y (xe»
Ens{u) % €4 y €4
# 7o
— A, : Axiome de vélection {seuloment pour la vertion infindtiste, en mode
cescriptif i
(Vi) G (Vx} @Y% (€ x)
Partiu) XEU yEY

HI. Quelqoes remargques sar le développement de la Theéorie,

Iniroduisons d'autres prédicats dérivés © Elp (8lément pur), Clp (classe pure),
C {inclusion siricie), < {appartenance ou égalité).

{Elp (3} = (1 <l (a1}

{Clp (o) = (7 El (1)}

(xC o= {(xC 3 A

G 3 ={xeNnyix =y

) Por 9 = ([x € 3} A {x ¥ X)), k schéma 8,(p, x} deonnc le théoréme :

vx) (x ¢ @), d'oi résulte : (Vx} {Elp {x} = {(x C }). En faisant intervemir A,,
on obtient : (¥x) ((x C @) == (Ay} (x £ )} ct, par conséquent :

{vx) (Bl (x) < (3) (x € )
(v} (Bl {x3 v O ()
V0 G (b €NV O € )

23 En combinant 5, 8y Aa A, Ay on obtient les tormes usush : singleton {a !
£ un dément al, intersection x v y, boglfen Plxy {Glasse des ensembles inclus
dans x), \/ x {union des ensembles apparienant i x), domblefon la, b! (de deux
Hémenls 4 ot ), réunion x U y, suceestesr 8 = a @ @) (d’un &émem ¢), couple

(2, 5) = | 0}, 3, b} (e deux éiéments a et &), produic x X 3, ... U en résultc les

concepls de grophe, fenciion, applicetion de x dans y, infection, équipoience, eic...
Alnsi we Plx) = Eps (@A (v X)
#eyx e (3 {eed Al ex))
El {3 = () {(x p) = x ")}

deux &éments o ot 5 s'effectue en appliquant fe schéma S0, X) 3 Ponsemble o = 2
2t {par exemplel an terme descriptif ¢
8= () [(x = DAL =)Vl = DAY = )V (¢ YA = 0]

11 oxiste alors un snsemble + 8l que ¢ € v, b € v, permenant d'appliquer le
schima S,(p, x) 3 ¢ = ({x = a} V (x = 5)). Ainsi, pour deux ¢Ements distincts
a et b, l'ensemble 2 = P(P(@)) apparait comme le prototype du doubleton la, bi.

31 L'axiome de fondation A, rend lea Mathématiques « déoenies » on inter-
disant {x € x) &t les cycles dupparieriance tels que @ (x € M A (p € x),
(x e A (p &2y Al & xh el
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Clest aussi un axiome de corumnodité gui permet, par exemple. d'alléger a
définition des ordinaiex et des marurels

\ 0d () =0 [« 9~ @ 0 A ur Tyl

'(' Nat () = (¥x) [(x @ ¥ = (C {(x) A {(ux© .r)}]

x
L'axiome A; pstmet alors de montrer que le prédieat <, restreint aux ordi-
naux, est un prédieat de « bon ordre »n.
On obtient, par ailleurs, les théorémes syivants :
\ ((x < 3 A Nat (33} = (Nat (x)}
- (Nat (x)) == (Bns (x}) A Nat (x*))
f (Od () A 04 () = (k& ¥ = (x C )

4) Parmi les nombreuses caractérisations de la finitude, on peut adopter :
{x est fim) = {x est équipotent 4 un naturel}.

a) L’axiomatique unitaire finitiste repose sur fes 2 schémas §,, §; et sur les
5 axiomes Ag A, Ag A, A,y Llintroduction du foncteur d'union « permet de
donner 4 "axiome de finitisation A, la forme équivalente B, :

(¥x) ((x € wx) = (x = @)
Eng {x}
(d’olt résulte immédiatement gque tout ensemble ordinal est wn naturel), Dans cette
wersion fnitiste, on démonire que tout ensemble est fini,

Seit p une partition d'une slasse @ = Wp, Lotstpes @ ust 4n ensemble, 1'éqoi-

potence de ¢ avec un natarel entraine :
Ga 0 @Y% (rex
rEpreg
En fajsant intervenir 'axiome de fondation Ay, on peot élendre oo résultal 4 toute
partition ¢ d'une casse pwre . Finalement, 1o formule de sélection A, est une
eonsdquence de 5,, §;, A, Ay A Ay Ay (méme en Logique descriptive).

by L*axiomatigue unilaire infnitists repose sur los 2 sehémas S, S, et sur les
6 axiomEs Ag, A As, Ag Ay, Ag. (81 1 Logigue sous-acents est sélective, A; peut
Bre 6té de axiomatigue)

L'axiome d'infinitisation A’', peut prendre fa Forme équivalents B,

Gx) {xGwnAlx @ a))

Ens (X}
Dans cette version infinitiste, on démontre que les natarels gonstituent un ensemble
ordinal infini ; cet ensemble w est &) que w = Lw.

3 La forme donnée 3 Paxiome constitutif A, permet d'énoncer de nombreux
théorémes communs aux théories {ZF) st (KM}, U w'en reste pas moins uns alter-
native entre ! { A (Y0 @y} (x & y) (conception ZF)

[ A% @n () {(xC N dconception KM)

) Introduisons deux mutificaieurs spécifiques Réf/mod. et El/mod. e posant,

pour une variable parlani¢ x figurant dans une formule ¢ ou dans un terme § :

{Réfimod. x} 9 = Fu) ¥x} {p = {x & u)}
Cl {u) EF (&)
(Eljmod, x) B = (vx) {El ®))
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— Lorsgue ta {ommmale (Bafimod, x) @ est un thédordme, on dit gue « la for-
muke ¢ £5t réfdentiable modulo x », Pour qu'l en soit ainsi quelle que soit @, il
faut ef it suffit que fa formule partiealidee « x = x » soit éférentiable module x.
Cela revient 3 imposer Paxiome A', {conception KM). Le sehéma de séparation
{pour ioute formule @ comportent la variable parlante ) devient alors :

Av ¥xi (p = (x €9)
Cléy) Bl {x)

— Losque la formubs {(Efymoad, x) § est un thiordéme, on dit que « le terme 8
est lémentaire module x ». Pour qu'll en soif ainsi quel que soit 8, il faut et i
suffit que Je terme partivulier « x » spit &lémentaire modulo x. Cela revient &
imposer I'axiome A, {conception ZF). Le schéma de substitution {pour tour terme G
comportant la variable parlante x) devient alors :

{¥u) {3} vx) (B g
Ens {u) Ens(v) x & »

8 L'axiome A", introduit dans la theorie {(KM) une classe V {univers) telle
que : {¥x) (Bl (x) = {x & V)}. Il en rézuliz que V est une classe pure.

Signalons égalernent que Paxiome de fondation A, peut prendre dans {KM)
use forme équivaiente B, (utilisant e foncteur P et le symbole d’univers V) :

¥z} {Bx) Tx) = (x = V)
Cl(x)

A Panalogie existant entre "axiome de fondation A, ¢t Paxiome de finitisation
A, correspond natursliernent une analegie ontre leg énoncés B, {caractérisation de
{*univers V) ot B; {caractérisation finitiste du vide =3

¢) Dans la Théorie (KM}, v schéma 8, permet d’iniroduire deux classes
et 12 telles que :

1 {¢x) f{x & e} < Nat {x)}
{ ¢xy (2 & (D) o [(BlL{x) A Od (x))

Ces classes w of £ sont des ordinaux infinis. La classe £ des ordinaux &é-
mentaires est une ¢lasse pure {c'est d'aileurs le seul ordingl non &démernitaire).

MNous avions d&id mientionné [existence de w dans toute Theéorie infinitiste :
{ZF) ou {KM}.

D*une maniére un peu abusive — mais suggestive — on peut associer & chacune
des quatre théories (ZF} ou (K M), finitiste ou infinitiste, une « sitvation » dcs ordi-
naux ¢ et £} dans celte théorie : existence ou inexisience, appartenance ou égalité...

| foitiste | infiitiste
' inegistence de 12
i {ZF} jrene
! inexistence de o | existence de
existence de ¢y et {1
(KM
| w = I m e L)

C. FRAZNAY, 28 juin 1971 *.

* Une premidre thauche de cet artlole, terminéds lg 18 mai 1971, avail &ié digiribude
Youiouse, lors des Journdes nationales de PA P M.E.P., pour préiuder & fu confirence do Pautowr
sur be sajet 1o« Finiteide, finitisation, fnitisme »,
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