Axiomatisation de la droite
(revue de quelques structures possibles)

¥. CoLMiz,
LR.EM. Faris.

A. — Quelques généralités.

Poir comprendre Ies liens st les différences entre les rédactions sueces-
sives du programme de Quatridme, il est ntile de ne pas perdre de vue les
faits mathématiques suivants,

1. = ‘Fransport de stracture.

Soieat E et F deux ensembles; supposons qu'il existe une bijection
de E sur F, suivant le diagramme :

i

g,
Soit également ¢ une permutation de F {(bijection de F sur fui-méme),
F2r

On peat associer f et o de deux manidres différentes :

i) En composani f ¢t @ on obtient une nouvelle bijection de E sur F.
E L. F 2,F

g=gof

)
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{#} On pent « trangporter » ¢ sur ¥ & aide de 7 (le torme exact eat :
transmuer}, On obtient alors une pormutation ¥ de E suivant ie disgramme

e l.¥
“I’f,_1 ¢ Fauflogef
Bl ¥

Miustrons cecl par Pexemple s simple svivaaot -
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» le procddé () conduit an schéma suivant pour la détemnna:uon de
P'image de g par I'applicetion g
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O
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s le procédé (i} conduit an schéma suivant pour 2 détermination de
Timage de 2 par Papplication ¥

-
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et ok & :

Soit maintenant donnée sur ¥ nor plus une seule permutation, mais
une famille 8 de permutations formant un sous-groupe du groupe de toutes
les permutations de F.

En gppliquant le prookdé ) on obliest une famille F de bijections de
E sur F; go appliquant le procédé (if) on obtient un ensemble 2 de permo-
tations de E.

Complétons 'exemple précédent en choisissant § = {g,, 03, I} avee :

B
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B= {Ig, ¥y Woj avec Iy = f~toIgo £y Wy = Togo fi¥y = f“logyo f

: h o W,
ﬂ‘ -i—s— 4;- -
F LY ] &ip FRY ]
h rP B = nix
Ll mim o BF mip
T

Eiudlons F et X (dans le cas général).

1° K ext ur sous-growpe du growpe de toutes les permutations de E.
En effet :

@) Sip et g8 enposani Wy == f~lop, e fet ¥y=f"togyofona
YioWy=Fflogefof logo feflofgopglof

Wio Wy est un étément de JC puisque @, o @, o5t un élément de B,

8 Ip = f~ 1o Igo f. Iy est P'élement nentre.

¢) f~lop™ o § ¢st Pinverse de ¥ = f~ oo f.

De plus Papplication ? 1 § - K définie par?'(tp} == f~topo J est
ur homomorphisme bijectif de & sur X; antrement dif X est isomorphe
ag

Le lecteur est invitd, s'it je désire, A vérifier cet isomorphisme dans
Pexemple précédent en comparant les tables de & et de K.

2® La famille F z éé construite par le procédé 7y & partir de fet du
groupe 9.
F=I{pofivel)

Soit g un élément quelconque de ¥,

Pensemble ¥ = {po g; g ¢ §} obtena 3 partic de g et § par le procédé (i)
est égal & F.

En effet, puisque g ¥, 1 existe un éiément ¢, de 9 el qQue g == gy 0 £
Soit alorsg o g un élément quelcongue de &7 ; on peut éerire (9o g =go o f
et comme @ o @; e3f un élément de 8, o g est bien up fémeni de F. Avtre-

ment dit F' < F. En permutant dans 1a démonstration précédente les rdles
de F et &, on obtient 1 F <« F, On a bien : F = F",
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Remarquons dussi que puisqus F = {g; g ==@o f,peGlona :

S={o=gof} ge¥}

On peut done reconstitwer l'ensemble des deux familles de bijections
¥ et 4§ ai on connait :

Soit la famille ¥.

Soit 1a famille ¥ ot un &ément de Ia famille F.

3* Lz groupe X ne dépend pas de Péliment [ choisi dans In famille &
pour le constraire.

En effet : soit g un aytre éiément de la famille ¥ il exisie ¢, danz § tel
que g==ggofel faagilog i W=7"tcgof on peut derire :

Y=g logo9ogrlog

ol 9,0 0o By ¥ est un Elément de §, de méme 5i W =g lopogon a :
Yoeflogriogagofol giiogop el

Comme nous "avons déj vu les deux applications de € sor X, Fet'g,
définies respectivement par f{g) = f~iopo fef g(g) = g=}o go g sont des
isomorphismes de § sur ¥. Dags le cas oi le groupe § est commutatif, fef g
sont épaux (car on a alors 9 o po @, = @ =@, ¢ po ;1) (C'est le cas dany
I"'exemple donné),

£° Si on comsiddre igalement Ia familfte 5% = {f1; f& G} debijections
de F sur E on pétablit la syméirie entre les deux ensembles E et F i bien que
finzlement on dispose de :

- wH groupe de permutations de ¥ : &,

- g groupe de permuistions de F ; 8,

— une famille de bijections de E sur F ; F,
—~ pae famille de bijections de F sur E : 51,

On peut reconstituer le tout A partir des données suivanies ¢
Soit &) F
HF
¢} 8 et un élément quelcongue de F
a3 § et un élément quelconque de F1
" e) K et un &lément quelcongoe de F
) ¥ et un &ément guelcongoe de 1
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H. — Application ¥ on processas de mathématisation.

I* Ce qu'on peat enfendre par mathématisey.

Désignons par § vne situation (manipulation, dessin, efe)) que nous
avons &4 commencée 3 étudier; supposons que pour pouvoir parler de
cette situation, par exemple communiquer & auirui ou Roter pour ngus-
 méme des remseignements 3 propos de cette sifuation, nous ayons élaboré
un schéma de type ensembliste dans lequel certaines manipulations sont
traduites par des permutations d’un ensemble E formant un groupe #,

Nous sommes un peu dans ia position d”un botaniste gui vient de cueillir
uwne fleur dont il distingue au premier abord cortaines carsctéristiques, ce
gui lui donne des dléments de classement {notre schéma B, ¥); il va essayer
d'identifier a fleur dans une flore en utilisant ces renseignements clairement
formulés, mais aussi dautres remseighements incomplétement formulés.

Abandonnons les fleurs pour revenir 4 nos mouions, ¢est-a-dice 3 5, E
¢t K. Comme le botaniste, pour des taisons emcore incompldtement for-
mulées, noes avons Pintuition que parmi un ceriain hombre de structures
mathématiques que nous connaissons (notre flore) Pensemble F et e groupe §
doivent convenir eomme modéle. Motre intuition peut Btre guidée par des
considérations telles que les suivantes !

g) Dass la situation il y a autre chose que ce que pous avons déj
schématis€.
B De méme F est muni d'ung structure plus riche que celle définie par &

{par exemple ua sur-groupe de 89), ¢f noLs soupeonnons un lien eatrs ces
deux f3its,

¢) Mous espérons bien que la strocture de F va nous permettre de
compléter le schéma.

1l aous reste & fairs la comparaison entre Iz schéma et Je modéle, cest-4-
dire trouver un éiément de ia fapsille F de bijections de E sur F (Que nous ne
connaigsons pas encore) permettant e metire en évidence 'isomorphisme
de § sur XK,

2* Axigmatisation,

) Le but de axiomarization, ici, est une fois fe travail exploratoire
suffisamument avancd, de dire conurent on transporte la strociure du modaie
au schéma en donnant up peiit nombre de propriétés dont les autres pourront
se déduire.

Rappelons que Ia structure du modéle est définie par je groupe 9 de
permutations de F.

Nous pouvons procéder des deux maniéres différentes suivantes 3

{i} Distinguer au départ une bijection de E sur F et dire comment se
construit 1a famille F.
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(i} Donper d’un seul coup toute la famiile F ot dire comment on passe
dan &ément de F & un antre,
Nous oblenons alors deux iypes de définition axiomatique >

o) Premiére définition correspondant au prooédé () :

On appelle bidule & rouleties un ensemble E (dont les léments sont
appelés rovleties) muni d'une bijection f de E wur F et de toutes celles g
qui s’en déduisent de la maniére suivante :

p &tant un &iEment du groupe § de permutations de F on a @

g=9of

La famille F des bijections g s’appelle une structure de carrosserie
du bidule & roulettes.

B} Deuxitme définition correspondant au procédé (i)
Un ensemble E dont les &éments sont des roulettes est appelé bidule
4 roylettes si on @ :
Donnédes; Une famille F de biiections de Esur F.

Axiome : Si f et g sont deux éléments de F g o 1 est une permutation
de F qui est élément de 8.
1.a famille 7 s"appslle une structure de carrosseriedubidule & roulettes,

b) Remargues:

a) Ces denx axiomatiques sont équivalentes dans ce sens que toutes
les deux permettent ls construction compidte de X, F et F1,

B) Laxiomatique (&) fait jouer un rile privilégié 3 une bijection parti-
culidze de E sur F, suivant en cela le procédé de recberche exploratoire; il
fant slors montrer que ia stencture définie de la méme facen & partir d'un
aytre élément de F o5t bien la méme. Ce souci r'existe pag dans Paxioma-
tique (B), on dit qu'elle est intrinséque,

+) Soit B’ un deuxidme bidule 3 rouleties muni d'une structure de carrose
serie F°; choisissons un élément dans chacun des ensembles 5 et 57, soieat
Fetf; posons A ==f""1of h est une bijection de E sur E’ et Papplication
g+ g'o k est une bijection de F' sur F; h définit un isonwrphisme pour la
structure de carrosserie du bidule 3 roulettes (E, F) sur e bidule & roulettes
{E, F).

La structure de carrosserie est wiivglente, mais on peut définir g prior]
plusieurs isomorphismes puisque f et f7 peuvent &ire choisies arbitrairement.
Ii o'y a pas d'isomorphisme privilégié (ou canonigoe).

8) F loi-méme peut 8tre considéré comme un bidule A rouleites munj
d'une structure de carrosserie; il suffit dans ia définition de prendre E=F
el f==1p, o a alors ¥ =86,

309 —
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8) Danz le cas d'une structure univalente, les mathématiciens utilisent
souvent le procédé d'idemtification ; cela consiste A dire que, tant qu'on st
botne A utiliser la structure donuée, on B’a pas besoin de s"ocouper de Pobjet
précis qui supporte cette structure, que par suite tous les objets supportant
cette structore sont considérés comme indiscernables et portent le méme nom.
Cette convention & pour avantuge une économie de pensée, mais pour incon-
vénient une Kgére déformation de la réalité mathématique; en particutier ici
si E« F F est un groupe alors qu’il ne I’est pas si E #£ F,

C'est dans cette optique que 'on dit quelquefois que IR est une droite
réelle,

Nous allons mamtenant montrer comment ce Jui précide pennet
d'expliquer les variations de rédaction d’un projet 4 lautre du programme
de Quatritme,

B, — La droite.

On peut entendre sous o¢ nom différentes structures plns ou moins
riches ef la définition axiomatique qu'on en donnera dépendra évidemment
des maanipulations faites ¢t par suite du schéma ensembliste construit. D'une
manidre précise dans le schéma le choix poriera essentieliement sur le groupe JE;
il $'en suit que dans la définition axiomatique le cheoix portera sur 8.

1. — Siructure euclidienue.
I* Manipulation.

a) Les bamdes gradudes ou dchefles: Ce sont des bandes de papier sur
lesquelles sont {racées des traits transversanx, Ces échelles sont éguivalentes
il est possible de les placer deux & deux le long 'une de 'autre de maniere
que chaque trait de P'une soit en face d’un trait de Pauire si réciproguement,
On peut indifféremment atdiser "une ouw autre de ces #chelies.

Chague échelie est réguiidre physiguement a0 sens suivant, Plagons eette
échellc le long d'upe ligne; sur cette ligne tragons deux repires ¢ ot B e face
de deux traits ¢ ¢t & de Péchelle choisis arbitrairement; si aprés un glissement
arbitraire de la bande de papier e long de la ligne on a placé un trait 4, de
Péchelle en face de o, alors il y a un trait by en face de B, et de plus le nombre
de traits enfre ¢ et b est le méme qu'entre g, ¢t &,

b} Une ligne &iant tracée, on transporte sur celle-ci la structure commune
des échelies, ¢'est-d-dire qu'aprés avoir placé wne bande de papier graduéo
ie long de la Lgne on trace sur celle-ci un repire en face de chaque trait de
PécheBe. On constate en effet que, quelle que soit Péchelie utilisée, si on Ia
place le long de 1a ligne de maniére A mettre un repére de Ia ligne en face
d’un trait de I'échelie, alors chague trzit de Péchelle so trouve en face d'un
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r¢p§re de la ligne ot réciproquement (sauf éventuellement prés des extrémités),
Cedi eat vrai en particulier si on s’est contents de changer la position de la
premitre échelle par glissament le long de Ia figne,

c) Affinement des dchelles: Soit p un entier natusel (p > 2). En partant
d'une bande de papier gradué on dessine une dchelle p fois plus fine en tragant
p— 1 traits eatre denx traits conséoutifs de Iéchelle donnée de manidre 2
obtenir une nouvelle échelle régalitre.

On peut dire gu’on a obtenu ua affinement par p de I'échelle, en par-
tageant en p chaque interstice. 5i on réitére I'opération on obtient un affine-
ment par p*; on dira plutst un affinement d’ordre 2 par p, Si p n'est pas trop
grand {en pacticulier 5i 7 = 2) on obtient des affinements d’ordre 4, 5 ou 6.
On est iimité par Pépaisscur des traits.

d) Comparaison des affinements: Deux échelles équivalentes donnent
par affirement de méme ordre par p deux nouvclies échelles équivalentes.
Au contraire, deux affinements par p et g d'ordres quelconques ne donnent
pas d'échelles dquivalentes, si p ef g sont deux naturels premiers entre enx.
Plus précisément si on dispose les denx &chelles, 'une le Iong de Pautre en
mettant dewx 3 deux face A face les trails initisux, ies nouveaux traits ne sont
jamais face 3 face.

¢ On pewd reporicr les qffimements sur la ligne en prenant soin de conserver
les repéres initianx (cormespondant aux échelles mon affinées).

4 Schémaiisation,

Nous voulons doaner un schéma ensembliste de fa Ygne qui permette
de sendre compte des manipulations précédentes {report de graduations,
régularité des graduations, glissemcnt des bandes gradufes, affincment des
échelles, eic.).

Soit doic E un ensemble représentant la ligne L.

&) Pour pouvoir rendre compte du fait que si on considére trois repéres,
il ¥ on a un gui se trouve entre les deux autres, nous allons munir B d'an ordre
total {noté <} de telle fagon gue si o, & et ¢ désignant ves trois repdres, b se
frouve entre @ ¢t ¢ nous ayons soift @ < b < ¢ soit ¢ < b < 2. Bn fait I'ordre
inverse feraif sussi bien affaire ot fous n"avons pas & choisir entre les deux
pour i mormesnt,

8) Le fait qu'on puisse reportfer foutes lee graduations qu'on veut conduoit

3 supposer qu'entre deux éléments distingts on peut towjours ca trouver un
troisiéme; autrement dif :

VeV¥h (a<b et ad B> dcfae<hb et asf c et b # ¢)

¢} Lea plissernent d'une bande graduse le long de lIa ligne pormet d'établir
une correspondance terme A terme entre los repéres, auy replre qui se trouve
en face d'un cerfain trait dans la premidre position on assecie le repire gai

s
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8¢ tfouve en face du mbme {rait dans a seconde position. La traduction easem~
bliste sera une bijection de B sur lui-m8me conservant I'un et 'antre des
deux ordres; ceci nous oblige en fait 4 idéaliser notre ligne de fagon gu’elie
n’ait plus ’exirémités et & supposer que E w'ait ni premier ni dernier élément
(pour U'un ou P'autrs ordre). -

) Les différents glissements de la méme bande de papier se traduisent
par un groupe de pernuiations de E (chacune conservant Pordre).

¢) Notons ¥ le groupe associé & la graduation initiale et H¥ Ie groupe
associé & l'affinement d’ordre & par p. &, est un sous-groupe de HE quels
que soient p et k; plus générlement H est un sous-gronpede Hy si k < &',
Par contre si p et g sont premiers entre eux Hji n HY = R,

F) Tous les groupes précédents sont commutatifs ef sont évidemment
tous des sous-groupes du groupe de toufes les permutstions de E (qui lui
west pas comrnuiatif).

Fizons z et posons X, = n Hj Cest encore un groupe commuiatil (¥).
kal

Par contre Ja réunion de B et JE, (p # g) nest on général pas un groupe
et il o’y a pas de raison a prieri pour que Ie groupe engendré par cette réunion
soit commutatif,

£) En fait pour le moment notre position n'¢st pas trés briliante; rien
ne nous garantit que tout ce que nous exigeons de notre schiéma soit possible.
Nous avons cependant le droit de tirer Jes conséguences de ces exigences.
Nous espérons ainsi aboutir soif § une contradiction, soit & des résultats nous
rappeiant guelque chose de connu et qui nous permetiront de frouver un modéle.

Nous sommes un pes dans la position dir botaniste gui ayant une fleur
essale d'imaginer le fruit parce gue dans s& fore seuls les fruits sonf dessinds,
Nous allons chercher nofre fruit,

3° Axiomaiisation.

a) 8i sur B parmi tous les groupes envisagés nous ne rotenons gue le
groupe X, nous pouvons penser comme modéle A Uensemble 'V, des nombres
& virgule dans le systétme de numération a base p. (I, ensembie des décimaux,
si p == 10) muni du groupe G, doat les éléments sont les permutations de Ia
forme xr+x + a (@e ¥V,

b} Seient p ¢l q deux entiers premiers entre eax, (R, J,} a pour modéle
(V,, Gp} et (E, ¥ ) a pour moddle {V, G ). Ces deux modéles rendent chacun
compie d’'une partic du schéma, mais iis son¢ incompatibles car V, # V.

(*} JE, mst whw partic da protpe de toutes its permatations Je Fet on a ;8
e HE donc ¢ ta HY ¢t ¢ AX, sl g et 4 sont £idmienty de 5213 ¢ .
axemple k < &° ot wlogs comme KE < HY ¢4 &€ HE done ¢, $ K, ol de plns v 4 = doe paisque
HE est commutatil,

— 392 —
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{en fait V, NV, = &) et sor V, on ne peut pas construire de groupe iso-
morphe 4 K, de m&me que sur ¥V, on ne peut pas construire de groupe iso-
morphe 4 J,.

Si donc on vent rendre compie de Pexistonce des deux groupes ¥, of
K & 1a fois, il faut trouver un ensemble pies « riche » que ¥, ot V (*).

¢} Nous connaissons ws tel ensemble: IR {cnscmble des réels),

Notons ¢, la permutation de R définie par x++x 4 a,

L'ensemble {p,; ae R} est un groupe commutatif; notons le §. Soit p
un entier naturel; particalarisons 4 en ne retenant que les nombres de la
forme 4 = zp~k (ol z &£ & ot k e IN); lee 9, correspondants forment un sous-
groupe de §; notons le §,_ : it a les propriéiés que nous exigeons de X, (et
pourra lui ére isomorphs).

L'intersection de tous les sous-groupes §, est {@,; ae Z}; notons ce
gronpe §,.

4} Nous pouvons mainienant axiomatiser; ¢’est-2-dire que nous allons
remplacer notre brouillon de schéma précédent par un schéma propre construit
en nous appuyant sur certaines propriétés de JR. I nous famdra vérifier que
o schéma cofrespond bien 3 nos evigences. Remarquons cependant gue si
1a correspondance entre notré modéle et notre schéma est mathématique,
il n’en est pas de méme entre la situation et le schéma, et la réponse A Ia Gues-
tion de savair si tout ce qui est mis dans le schéma correspond 2 la situation
n'est pas du domaine des mathématigues.

e) Conformément & ce qui o &8¢ dit dans A nous donneron& ies deux
définitions snivantes.

@) Premidre définition correspondant au procédé {¥) :
On gppelle droite (**) wi ensemble E, dont ley dléments sont appelés points
munti &’uree bijection  de F sur R et de toutey celles g qui §en déduisent de la

manhiére suivante: il existe wn réel a (dépendant de ) tel que pour fout point
M de Foon ait: g(M) = f(M)+ a,

#) Deoxiéme définition correspondant au procédd {7 ¢

Un ensemible E dont les éléments sont appelés points est une drolte si on a:

Ponndes, Une famitle F de biféctions de E sar R.

Axiome. $i f ef g sons deux éifmenis de F i existe a ¢ R (dépendant de
f et §) tel que pour tout point M de E on ait:

2(M) = I(M) + «

_ {") En fait biea souvepnt Pensemble D sufiit su physicien.
£**) It fant noter qu'it e slugit paa cncore de 11 drolte enclidiesne, maie dane structare
modns tiche ainsi qu'il ast cxpliqod dana oo qui sait,

— 393 —
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4" Remargwes sur ooy définitions,

a) La premidre définition fait jouwer un role particufier & la bijection f
de F sur K. Représentons cette bijection (ou plus exactement ia bijection
réeiproque -1 en wiilisant la notation indicielle, <’est-d-dire en notant M,
ie point de E dent limage par f est ¢ {fiM,) =2 ou f~Ya) = M,). '

Ceci correspond sur le dessin & une graduation mumérigue obtenue en
numérotant les repdres tracds sur une ligne L.

1l fawt cependont moter gue:

®) Généralement on ne dessine d*abord ainsi que les iraifs correspondant
aux entiers relatifs (de petite valewr absolue car la ligne est Hmitée),

B) Dans les dessins on ne note pas toujours M, mais @ tout simplement,
ce gui revient plus ou moins A sssimdler ;

— lg ligne gradude 1.,

— 1o schéma ensembliste de cette ligne L,

— IR.

51 comme on I'a vu (A, II, 2, &) Passimilation entre iR ot E est & Is riguenr
acoceptable, elle est cepensdant loin de clarifier les choses. Par contre des assimis
ations entre L qui est une réalité physique ¢t M2 ou E qui sont dos dtres mathé-
matiques est totalement abusive. En particalier méme si la graduation n'est
pas régulitre physiquement, rien n'empéchera la régularité dn modéle décrite A
Faide des groupes § ot X, simplement Padéquarion du modile mathémastique
3 la situation physiqee ne sera plos.

Répétons encorc une fois aves A. Revug

« H n'est pas possible de trouver ume axiomatique de la droite
esmpichant un il de caoutchoue d'éfre élastique. »

%) Le dessin est un support A Pistuition et permet de fixer les idSes.
Mais it ne faydrait pas qu'il devienne un carcan et guien particulier fe fait
draveir choisi une bijection particulizre de E sur R (Jef. (o)) empéche de
penser aux antres Eléments de F, c’est-d-dire de changer dorigine. La défi-
nition (B) qui ne privilégie aucun dié¢ment de F conduit % les considérer toutes
3 Ia fois; elle n’empiche pas, au contraire, pour résoudre un probléme donnd
dutiliser un ément g de F, puisqu'il est Ioisible de choisir celui qui simpki-
fiera Ie plus ks guastion (et gqui n’s aucune raison 4'6tre f).

b) Ordre et distanwe:

o} IR est un ensembie totalement ordoané. 8i g est une bijection de
E sur R, éiément de F, on peut 4 I'aide de g transporter sur E Pordre de R
en posant P<{(} si g(F) < £{Q). L'ordre ainsi défini sur F ne dépend pas de g
ceci résulte de ce que fontes les permutations 9, de B sont croissantes, Clest
donc en faif la domnée de F qui permet de définir un ordre sur K.
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Noes sommes maintenant en présence dan ordre toial sur E; or dans

nos exigences sur e schdma nous avions dit ne pas vouloir distingoer entre

un ordre et son inverse; nofre schéma n'est pas encore conforme ¢t nous allons
devoir fe medifier; pour cela nous serons guidés par fes remarques suivantes :

) Au cours de la description de la régularitd physique des Schelies
(B, i, 10 g} nous avons remarqué que le nombre d'interstices entre les traies
de Péchelle placts en face de deux ropéros deait le méme pour les deux positions
de I'dchoble. Traduisons cetie constatation dans le schéma. Soient P et Q
deux points de E; suppesons par exemple P < J; les deux positions de fa
graduation numérique se traduisent par deunx bijections g, et g, de E sur R
éléments de F et les nombres dinterstices sont respectivement g,{Q) — g {P)
et g(Q)— gu(P). On a bien Sgalitd puisqu’il existe g ¢ R el que pour toat
M de E on ait g,(M) == g,(M) + &,

v) Sur IR il exisie une dstance {*) canonigue définie par {x, ¥+ |x — 3|,
Si f&F on pewt poser d(P, Q) = |AP) —JIQ)]; on obtient ainst une distance
sur E et le fait que chague ¢, soit une isométrie sur R permet d'affirmer que
les éléments de J€ sont des isomdrries (**) sur E, et encore que jg(P) — g(Q)|
= |f{P) — Q)] quel que soit I'ékément g de F (en réalité du fait que toutes
les applications sant creissantes on a méme I'égalité plus précise g(P) — 2(Q)
== F{I) — Q). Ceci revient & dire que la distance définie sur E Iest & partir
de n'importe quel diément de F.

3) I est facile de vérifler que routes les isomérries de IR sont de la forme
Py X x4 agou'f, : ¥t x4+ b

Les ¢, sont des applications croissantes (conservant FPordre),

Les W, sont des applications déeroissantes (renversant P'ordre}.

8i bien que le groupe 3 des isoméiries de JR n'est plus associé & Pordre
canonique de R mais au couple des denx ordres : Pordre canonique et son
INVETSE.

g) Nous tenons done ka sohution de notre probléme : il suffit de rem-
placer dans ce qui précdde le groupe § de permutations de R par ir groupe 3
des isométries (***) pour ne plus pouvoir choisir entre les deux ordres inverses
T'un de IPautre sur E.

(*} On dit qu'une application 8de A X A dans R* oot one distance sar Asiona :

T ¥axve 8le, ¥} == 0 2% X on yr

Hy ¥x¥y 8{x, ¥} = Ky, )

Hi} Yxy¥s  Sx,p) < dlx, 0 + Mx ) Godpelitd triangulaivg,

La distance suchidienns dans lo plaa vérific cve axiomwes of 4 doand palssance av conoept.

(*% Une isom&tria sur A 26t une application do A dang A qui conserve la distance; autrement
dit k : A - A ost une Boméite o

¥y 30z}, A} = #Hx, ¥)

452} 1 convient de Temarguer que kb grospe J aest pax conmumutatil,
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Au paint de vue de la monipulation, 5i f : E — IR correspond 3 une certaine
position d’un¢ échelle Ie long de L, Papplication g = ¥, o f corregpond & In
position obtenue aprés un retournement de Péchelle ot non un glissement,
si bien qu'en parcourant I'échelie towjours dans le méme sens on parcourt
maintepant ta ligne dans Pautre sens.

2 Structwre euclidienne,

Nous alions maintenant la définir axiomatiquement; elle permet de
dégager la notion de distance {d’oh son nom). Comme plas haut nous aurons
deux définitions,

(2} Premidre définition correspondant au procédé {)

On appelle droite euctidienne un ensemble E, dont les éléments soni appelés
points, nwni & une bijection § de E sur IR et de toutes celles g qui 5'an déduisent
de fa manidre suivante:

» Soit i existe s ¢ R tel que pour tout peint on ait g(My = (M) + a.
» Soit il extste be R rel que pour tout point on ait g{M) = —{{A) + b

(f) Deuxidme définition correspondant au procédé (i) :

Un ensembie E dont [es éléments gont gppelés pointy est une droite eucli-
dienne si on a;

Donnée : Une famille & de bifection de E sur R,

Axiome : Sf [ ef g sont denx éléments de & on a:

» Soit il existe a & R tel gue pour tout peint om ait g{M} = f{Af) + a

v Soit il exisie be R rel que pour tout point on ait g{M) = —HM) + b

Remargues ;

a} La premidre définition est celle qui fignre dans Pannexe du programme
de Quatrigme,

b) Comme il a ét€ dit en (A, 11, 20, b, §) on peut canoniguement munir R
d'mre structure de droite eunclidienne.

., -~ Dyoite affine,

La structure suelidienne nous a permis de rendre compte des manipu-
lations suivantes sur Iz ligne : changement dorigine ot changement de sens.
En affinant les échelles nous avons prooddé également 4 un troisitme change-
ment : fe changement dwnitd. Cest |a stracture afline qui va nous permetire
d’en rendre compie,

I Manlpulation.

Soient o et B deux repires sur la ligne L; en utilisant Véchelle inifiale
nous comptons a inferstices entre o et B; si nous utilisons un affinement dordre
1 par p nous comptons »#.p interstices. Cecl veut dire que si ¢ ot b sont les
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nombres correspondant & a et B dans la premidre gradustion numérique
et @, et &; les nombres correspondant dans 1a deuxidme graduation numérique
OB 8
o Soit by« ay = p{b—a) si les graduations sont de méme sens.
o Soit a; — & == p{b— 4} & les graduations sont de sens inverse.

2° Schématisation,

La famille § de bilections de E sur R n'est pas suffisanie pour rendre
compte de la manipulation précédente, ainsi que des autres changements
d*umité posgibles. En effet, comme Bous pouvons choisir arbitrairement les
denx premiers iraifs d'une graduation, noms devons exiger que quels que
soient Ies points distincts P et Q de E, il ¢xiste une bijection g de F sur R
telle goue g{Q)— g(P) = 1. Comme nous voulons conserver les propriétés
déjd acquises nous sommes amends & remplacer le groupe 3 dey isométries
de IR par le groupe £ de toutes les applications Eqb de 1z forme :

Eab : x—rax - b aver ¢ 9 0 ¢f b guelcongse,

Ceci conduit aux définitions axiomatiques suivantes,

3° Difigitions axiomatigues de Ia siructure de droite gffice.
{a) Premijére définition comespendani an procédé ) -
On appelle droite affine un ensemble E, dont les dléments sont appelés

paints, muni I*ure bijection £ de E sur IR et de towtes celles g qui §'en ddduisent
de la manigre suivante; { existe a % 0 et b élémenis de IR tels que pour tout

point & de E on qit:
B(M) = fM) + b

{{) Deuxiéme définition correspondant au procédé (¥} :
Un ensemble E d'éléments appelés points est ume droite affine réelle s'il
vérifie les axipmes swivamis:
Ay 1 A tout couple {A, B} de points distincts de E est associé une bijection
f de E sur R telle que 6 er 1 solens les images respectives de A et B.
2 Si e g sont deux Mjections de Ia famille considérde il exisie deux
réel.s a. et b tely que powr fout point M de F on gif:

M) =afiM)+b avee a#0

Remargues. — g3 La desxiéme définition figure sur le projet de progranune
de povembre 1970,

b On peut muanir R canomiquement d'une structure de droite affine;
<’est souvent & cette structure gque fait référence I'expression drmte réelle
ou droite numérigue,

Conclusion. — MNous espérons svoir montré en quoi Paxiomatisation
ressemble au menu d’nne auberge espagnole : « On n’y trouve que ce gu'an
¥ a apporté, »
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