La Géométrie

document de travail de PLR.EM. de Lyon,

rédigé par L. DuveRT, R. GAUTHIER,
M. GrayMaNN, A. GOURET et A. Myx.

1. — Introduction.

Ce document a été écrit A I'intention des maitres; il a pour objet de pré-
senter, dans le cadre des nouveaux programmes, la géoméirie en classe de
(Quatriéme; mais il ne peut en aucune fagon éire considéré comme un cours
pouvant étre présenté tel quel aux enfanis; cependant, nous avons largement
tenu compte de la recherche effectuée par I'équipe lyonnaise dans les classes
expérimentales ¢t pour certaines partics de ce docoment — indiquées par
un trait en marge — nous avons reproduit des fiches de E. Galion 4, édition1971.

La géométrie reste pour le moment un domaine privilégié du raisonmement
déductif, mais il faut rappeler gu’'elle a une origine purement expérimentale,
et que dans sa forme définitive, c’est une véritable théorie mathématique;
I'enfant aura fait un progrés considérable, Iorsqu’il aurz saisi ce cheminement.
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2. — Propriétés d'lncidence.

T est un ensembie,

D est un ensemble #son vide de parties propres de T (1),

On dit que D est un ensemble de droites mathématiques du plan T domt
les éléments sont appelés points dans le seul cas ol les deux axiomes soivants
sont vérifids

&) Premier axiome d'incidence.

Toute paire {2) de points de T est incluse dans yne droite et nne seule
de I (3.

b) Denxitine axiome d'incidence {ou axiome d"Enclide),

Pour toute droite J de D et powr tont point x de T n'appartenant pas
4 d, il existe une droite & et une seule disjointe de 4 et dont x est élément,

Vocabaiaire : Si le point x appartient & ks droite 8§, on dit encore que &
passe par x.

Conséquences
Théordme 1.

3i Pintersection de deux droites contient au moins une paire de polnis,
aqlors ces dewx droites sont dgoles.

Thdoréme 2.

1] existe dans § ou moins trois points W appartenant pas & une méme drodte.

En effer, <’il n'y avait que deux points dans &, Ia droite passant par eux
ne serait pas une partie propre de 7.

(1) Une partle propre de T esi une pantie de T distincte de F o non vide,
(2) Le mot paire désigne un ensembie de cardinal deux.
(3) Cet axiome ne veut pas dire (encore) gue toute dralte coniiont au moine une paire,
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TM"&M 30

H existe damx T au moins trois ldments,

@.M——w-

Théoréme 4.

B existe au moins dewx droites disjointes dans D.

Démontrez ce théorime,

¢y Définidon,

On dit que deux droites I, et D, sont séeanter si leur intersection est un
singieton.
X &ant le point commun & D; o 13, ;

D, N Dy == {X}
Axzire définition.

Deux droites paralléles sont deux droites non-sécantes,
Démontrez que si Jes droites 1), et I, sont paraildles, alors .

o hien D, = D,
ou hien D, Dy = o3,
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Théoréme 5.

Le relation dans D ; « ... est paralidle d... » est wie relation <’ égaivalence.

Démontrez c¢ théordme.

(L axiome d’Budlide n'intervient gue dans la démonstration de la transt-
tivits,) Cette relation J¢'équivaience détormine wne parfition de D; les classes
s’appellent les directions.

A titre d'exercice, démonirez que fouie droit¢ contien{ an moins ums
paire de points.

Notation

La droite contenant Ia paire {X, Y} sera désormais désignée par DX, Y},
¢t pariois XY.

d) Etode du modéle 3 neuf points,

VYoir le rapport du Groupe de Lyon sor Pexpérimentation en Quatridme
{p. 444).
Rernarque

Une fenille de papier, la surface d’une ean tranquille, ne sont pas des
plans mathématigues.

La trace d’un crayon bien taillé sur une feuilie de papier n'est pas ugo
point mathématigus.

Un trait tracé & Ja régle n'est pas une droite mathématiqus.

Cependant, certains dessins, fracés avec uno régle et un crayon sur une
feuille de papier, pormettent d'illusirer (imparfaiternent} les propridtés du
plan, des droites, des points mathématiques, telles que celles qui sont $aoncées
dans lex axiomes d’incidence t et 2.

3. ~ Projection paralldle de 7 sur une droite,

Soit une direction A (représentée sur la figure par une droite 5 &$lément
de A) et une droite D non &ément de A,

A tout point M de &, on assecie le point pr{M), intersection de D et de
1a droite de direction A passant par M.
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Justifiez I'existence et 1"unicité du poiat pr(M).
Mouy venons de définir une application de ¥ vers D, notée pr :
o T - D
M b pr(M)
Cetle application s’appelle : projection de direction A sur D ou projection
paralldlernent 6 & sur D.
priM} sappelle le projeté de M sur D parzllélement & §.
Dénontrez que cetie application pr est surjecitive, mais mon injective.
¥in désignant par o la restriction de pr A une droite D distincte de D
et n'appartenant pas 3 la direction A, application :
e[ D -»D
M - oM}

définit la projection de la droite DY sur la droite D, paralidlement & A,
L’application @ est une bijection,

/ t wm')\\\ L
En déduire que deux dreiles quelconques sont dguipofentes.

4. — La droite réelle.

Désormais nous allons nous intéresser uniquement au oas o les droftes
sont équipotenies & IR (ensemble des réels),

a} Péfipitions et notstion.

Tine droite mathématigue réelfe est déterminéde par un couple (8, f), 8 étant
une droite mathématique équipotente A | et f une bijection de § vers R.

F est une graduation de 8.

Limage par f du point M de & s’appelle Vabscisse de M pour la
graduation £,
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Si A est le point d'abscisse © et B le point d’abscisse 1, le couple (A, B)
s'appelle repére de la graduation. A est Porigine de Ia graduvation. M et P
étant deux points de 4, 1a notation MF, {qui se lit « M P barre pour 7 ») désigne
le réel fIF)— (M} :

ME, = f(P) — /(M) |

b) Distunce de deux points pour Is gradoation 7

M et P &tant deux points gquelcongues de 5 d'abscisses respectives fIM).
et A{P), on appelle distance de M & P le réel

|fM) ~f(®)] moté (M, F)

On Jéfinit ainsi une application de 8 X 3 vers R*
dy |88+ R
M, By d{M, P)

Démontrez les propriéiés : d{A,B) =0 A =B
&A, B) = d(B, A)
d(A, C} - &C, B) » d(A, B)

quels que sobent les poinis A, B et C de la droite 8,

c) Auires graduations de la drofte réelle.

£ est une gradustion de fa droite 8,
En composant 7 avec une bijection quelconque de R vers IR, on obtient
une autre bijection de & vers R :

s L7 L
8 uaf‘_.m
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Prenoas comme bijection z une bijection de R vers R du type :
#H1xH—x-+ b

ou uy P xw»  x+ b (b est un réel quelcongue),
Démontrez gue Iz distance sur & pour f, pour uyo /, pour e festla
méme !
YeM  ¥gP dI(MS P) b dl': OI(M: PJ = d;l) ﬁf(M'ﬂ B)
Exercice

e devient [z distance de deux points de Iz droite § gradufe par fsi
T'on choisit pour pouvelle graduation so f avec

¥ | R—->R
X vax+ b ae R*—{{, —1}

d) DébBultion,

Nous appelicrons graduations de la droite réefle 8 toutes Ies bijections
du type uy o f ou o f. (f est Pune delles : pourquoi®)

5, — Milica d'on couple de points.

A et B étant deux points de la droite & graduée par £, on appelle milien
de (A,B), que I'on note A B, le point de 3 défini par :

SN B) = L(AA) -+ B)

Démontrez que fe milien de (A, B) pour u, ¢ f, pour 2,5 f est le méme

que pour £
Démonirez : AsB==Bei

AsA=A
AsB=AsCl{B=C

6, — Ordres sur la dreite, Segmeants et demi-droites.

On connait sur R deux relations d'ordre, notées > et <; & &ant en
Wijection avec IR, nous pouvons u transférer » ces deux relations sur fn droite § 2

@y A ¢t B sont deux points de § gradude par £,
» 8i fIA} < fIB) on dit : « A précéde B, pour / »
notation A~ B (pour f)
on « B suit A, pour f'»
B> A {pour f)

33§ —
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+ Démontrez que ces relations dans §, notées < ef >, sont des refations
d'ordre total,

Exercize. Soit #, : xy»—x - &
Uy s x> X+ b

S5i A < B pour f, démontrez que A < B pour Uy F et B < A pour u, 0 £.
HSA<C=<B
B <C<A

on dit qoe ¢ point C est « entre A et B ».
Démontrez que si C est entre A ot B pour £, il en est de méme pour toute
anjre graduation w0 f ou uyo f de §,

¢) Segment : A et B gtant deux points de la droite 8, 'ensemble des
points de & entre A et B ¢st un sagment fermd, A 2t B sont les poirss frontidres
ou exirdmités du segment,

Notations ; AB au BA ou [AB] ou [BA]

Démontrez : M &[AB] | (f(M) —f(A)).(f(M) —f(B)) < 0.

d) Demi-droites : A et B sont deux points distinets de 8.

On appelie demidrefte de frontidre (ou d'origine) A, contenant B, Pen-
sembie des points M de &, tels que

AM, . AB; » 0
c'est-d-dire { M) — f(AD.(f (B} —A(A) = 0.

Démontrez que cette définition ne dépend pas de ja gradustion chedsie
sur 8.

¢} Axes : On appelle axe un couple dont le premier terme est une droite §
et le second une geaduation de cette droite,
Exemple : axe (8, )
axe (8, uyeo £} et axe {5, uy ¢ f).

Ies anes (B, F) et {8, uyo £} sont dits de méme sens.
les axes (5, F) et (8, u o F) sont dits de sens coafraires.

7. — Axiome de Thals.

@) Rappert de projection. On considére ;

« une direction quelcomique A {3 A),

s un premier axe (s, /}; la droite 2 n'est pas élément de A; Je repére de
la graduation [ est (C, D),
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graduation 7

gradustion § ¢ 9'\&

= un second axe (b, g); la droite b n'est pas élément de A,

» la projection paralidle de direction A, de Ia droite 2, sur Ia droite 5,
nolée pr,

».les points C' et I projotds de C et D ¢

C=pC) D =pr(D).

w gradustion f

gradustion

1l existe sur & une graduation A telle que A(C') == 0 ef que les deux axes
&, g et {d, A) soient de méme sens (démontrez-le). Désignons par & I'abscisse

de DY par & :
WD)~k
k s’appelle rapport dz projection, pour {a direction A, de axe (a, £} sur

faxe {5, p).
Démontrez ' k « 0,
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b} Soit M an point quelconque de &, o x son abscisse pour £
S = x
Soit M’ le projeté de M : pr{M} == M,
St on a choisi £t g n’importe comment, en général X° n’est pas égal a kx.

Désormats, on graduers les droites du plan de fagon gye, quelles gue
soient la direction A et les droites a ef & :

M) == kx pour tout M d¢ a

On dit que les droites du plan sont geadudes conformément ¥ Paxiome
de Thalés.

Dany ces condifions, &1 on connait A, a, b, le rapport de profection k,
et une graduation f sur ¢, Paxiome de Thalds ¢st an outid pour retrouver
une graduaton h sur & (& partic de laquelie on peul retronver toutes les
graduations ds b).

¢} Raison do choix opéré par I'axiome de Thalés : un modéle concret
des deoites réelles est constitué par les doubles-décimdtras,

Yoici, extrait de Galion 4, des activités préparafoires proposées aux
&léves gvanr lintroduction de I'adome de Thalés.

& Acitvitds préparatoires

Dans ce paragraphe @ tu feras non pas des mathématiques, mmis du
dessin, o

preminr doubles -
démicitra

dicimptre
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a) Sur une fsuille do papier, pose deux dowbles-décimbtres de fagon
que lss deux droites dessinées en rouge sur la fgure ci-avant soient paralléles,
Par les teaits margqués 2; 3; 0,5; 2,7 sur le premier double-décimtre,
trace les droites paralléles aux deux droites rouges; en quels points coupent-
elies le second double<iécimétre? Ecris tes réponses dans fe tablean suivant :

| |
ter donble-décimétre. . . . 0 | 1 2 3 { 05127 x
S
2¢ doubledécimétre, . . | 0 | 2 | .. 1 .. l . i .. 1 5.

&} Fais glisser sur Ini-méme le second double-déciméire de fagon 4
réaliser Ia figure cidessows

Compiéte @

1 doubledécimdtes. . . | O | 1 | 2 | 3 105|27| »

2¢ double-décimétre. . . l 3 5

c} Dxssine la Bgure et compléte l¢ tablean dans le cas suivant

4

7
2,5i5

2 z

g {13
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d) Méms question dans le cas sujvant :

Est-il oblgatoire gue Ios deux doubles-déokmiires soient paralléfes?

5) Projection et miien,
A et B sont deux points distinets de la droite . Coest le milicu de (A, B).
On choisit A comme origine de la graduztion f sur 4.
B a pour abscisss x; Je milica C de (A, B) a pour abscisse %(o + 0,
1

c’esl»&-direix.
]
A
M 1 1
: o
¥ [
b e ke
Al c' n @

Appelons A’, B' et € les projetds respectifs sur b, paralidfement 4 8,
des points A, B et C.
Choisissons A" comme origine pour une graduation g de b; si & ast le

rapport de projection:
eB)=kx o gCH=F. (% x) d'apeés V'axiome de Thalss.
Celkujons Pabscisse du milien de (&', B) :
1 . . 1
i(E(A)'i'R(B))“ i(()-}-kx)
= g(C}

Le point €' ¢st done e milieu de (A", B').
Le projoté du milicu d’vn couple de poinis 25t le milicu du couplc des

projetés. :
- 36] —
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¢} Application au irfangle,
A, B et € sont trols points pon alignds du plan T,
B’ est le milien de {A, C); C' est le miliey de (A, B).
. Le projeté de C sur la droite AC paraillerment & BC st le milien de
(A, O d'est-i-dire B,
(Cs=AsBABR =As() |- BC/BC

(propri€té connue de la « droite des milicux »).

B

8. - Bijection de 7 vers R X R,

a)} Repixe dn plan 7.

Soit un couple d'axes sécants en (.

Le premier axe (4, /) a pour repére (QQ, I).

Ie second axe (', /) a pour repére ({2, J).

Les trois points ), | et J sont distincis et non alignds.

Le triplet (2, 1. 1) est un repére du plan &

Inversement, tout triplet de points distincts ¢t non alignés peut étre pris
comme repére du plan. _

@, £

{2, 1)

5) Bijection de F vers R x R.

(€, I, I) est un repére de .

M est un point guelcongue de T.

pry Msigne la projection sur 4, paraidlement 3 4.
pry dbsigne la projection sur d, parallilement & 2
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Le milien de (A, B) a pour abscisse [a demi-somme des abscisses de A
et B, pour ordonnée la demi-sorame des ordonmées de A et B..

AsB: (%(e+b}~%(a'. b’))

Me¥
4 A"
M; = pr{M) M, = prdM) '
i i
a est ['abscisse de b est Pabscicse de
M, pour {4, ) M, pour (', 1)
A" I's

au point M de 7, on associe e
couple {a, by de R x R

On définit ainsi vne application @ de source T, de but R x R :
. T o Rx R
MMy =@, b
Réciproguement, & tout couple de réels (o, ), on peut associer un point M
et un seul du plan P,

I'abscisse de pr,(M) sur d étant a,
I'abscisse de pr (M) sur & étant b,

La relation réciprogue de @ est une application de B x R vers T,
Q est une bijection dz ¥ vers B x R,
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Pour le repére (03, 1, 3} ;
a est Vabscisse du point M; b est son erdonnde
Le couple (g, &) s’appelie le couple des coordorndes du point M,

c) Coordoandes do milisn $un copple de pointx,

A a pour coordonndes {a, o),
B a pour coordonndes (b, b7, dans ¢ repdre {Q, T, J).
(A« B) est le milien de (pry(A); prB)) (ef. : 7 d).

L'abseisse de pr(A » B} est donc —; (a -+ b).

De méme I'abscisse de prA » B) est % (@ + b

9. — Equipollence et tramslation.
a) Définition de Péquipelience.

C'est une relation dans § x &, définic de la fagon suivante (elle est
notée eq).

{A, B} eq (C, D) signific A+ D=CxB

b) Equipollence dans & munl d’ua repire (0, I, J).
Voici quatre points et lewrs conples de coordonndes ¢
Alg,a), BB by, Cloey o DA
(A, B)eq (C, D) { AsD=CsB ,
at+d ¢ gd+d +F
HEE =) (=)
bd p—ag=d— A —ad =d—¢)
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Conséguence : Transitivité de Féquipoflence. Supposons
ABeg{D) o (CDeq@EF)
ce qui entsalne, en ulilisant Jes coordonnées des points (Ble, &) FUALSD ¢
b—ag=d—c et d—c—=f—e, dong Bb—aumf—e
deméme 8 — ¢ =d g’ 8t e =f—5, dotg &t =f -t
i en résulte 1 (A, B) eq (E, F).

La relation d'équipollence dans & X T est réfiexive, symétrique (démon-
trez-le), transitive; ¢’est donc une relation d’éguivalence,

Remarque
{A, B) eq (C, D} AJ.(A, By eg (C, D) |~ D = D
En effet
AxD =Ca«B , ,
AwD = CxB dong AsD=A+D dopc D=L EIE)

¢} Translation : (A, B) est un couple donné de points,
En vertu de ls remarque précddente, étant donpé nn point M, i existe
un point M’ & un seul tel que
(M, M’} eq (A, B)
Définiti

t, p) ost Iapplication de § vers & qui au point M associo le point M’
tel que (M. M) eq {(A. B)

Tout couple de poinis définit une {ranslation unigue.

Démontrez :

*tiem - Arr Bl

« 1z relation réciproque de #(, , eost P'application ty 5 (Schange des
moyens et des exirBmes dans 'éguipolience, justifié par ia définition & partir
de Ia loi du milisu).

| 1y a» €8t une bijection de ¥ vers 7.

» Iy o o8t Videntité dans 7.

o (A, B) eq (C. D) b te, p = Fie, p (utilisez Ia transitivité de 'équi-
pollence).

Etude amalytigue d'une translution : Dans le repire (€2, L. J). le point M
a pour coordonnées (x, y), le point E a pour coordonnées {a, &).
Soit 1a transiation @ »

top - M— M
x.» &)
Démontrez : (X’ =x+a}a ¥ =2+ 8




Bulletin de TAPMEP n°279 - Mai/Juin 1971

d) Grompe des framlations.

Soit G I'ensemble des translations. '
%) f14 5 o dcm Sont deux translaticos. Soit E Je point tel gue

B, B)es (C, D) : t¢py=tam

Soit M un point goelconque du plan.

tg g M om done (M, m) eq (A, B) donc (M, A) eq {m, B).
tp gy ¢ m M donc (m, M") eq (B, E) donc (m, B) eq (M’, E).

t
i ko
E -
A g N""s.*."\\-!
» ]
1l en résulte : (M, A) e OV, E)
U SBCOre (M, M) eg {A, E),

Nous avons démontré : 11y 5y © ¢y 5 = 2y, 1)
La composée de deux travulations est une transiation,

€) (B, o) est mn groupe commutatit,

- Associalivité : pensez & Ia composition des applications.
~— Elément seutre 1 fr, 4.
~ Translation réciproque : 1, g == fiy 413
fu, 2 Bt f¢5 o sont symétriques pour la loi de composition notée.
— Commutativité : démontrez-la.
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10. — Vecteurs.

a) La relation d’équipellence est une relation d’équivalence dans T x & :
chaque classe d'équivalence est appelée vecteur gdomdtrigue.
Notation : un vecteur peut étre noté i

Si (A, B) est élément de la classe #, le vecteur i peut &tre aussi noté AB.
(A, B) ¢q (C, D) | AB =CD

Tout couple, élément de la classe i, est un représentant de ce vecteur.
Le vecteur de représentant (A, A) est noté 6, et appelé quelquefois vecteur oul.

5) Remarque : AB = {(X, Y); ¥ x 75 (X, Y) eg (A, B)}
AB = {(X, Y); § X %5 teep (X) = Y}

Le vecteur AB est Ie graphe de la translation ¢, 5 dans T.

Désormais #(, p peut étre noté ¢z, ou ¢ si (A, B)ed

¢) Bijection de 'ensemble G des translations vers Pensemble U des vecteurs.

A toute translation #4, ), On associe le vecteur AB;

A tout vecteur #, on associe la translation #» de graphe 4.

(G, o) est un groupe commutatif.

F est la bijection de G vers U définie ci-dessus; définissons dans U /g
loi de composition notée ¢, induite de la loi « dans G par f. Cette loi @ est
I'addition dans <.

L’addition dans 9 n'est qu'une autre fagon de rendre compte de la
composition des translations.

(U, @) est un groupe commutatif.
Pratiquement, comment trouver un représentant de Ja somme # ¢y ¥
si 'on connait vn représentant (A, B) de i et un représentant (D, E) de #2

— 367 —
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On construit © tel que (B, C) est équipollent 2 (D, B).
AB @ BC = AC| (Gealité de Chasles)

o

AB est l'opposé de BA : AB ® BA = 0,
Diff¢rence dans V ; ¢'est une loi de composition dans U, notée e

définje par
2V == i @ opp()
opp{¥} désignant I'opposé de #; on le note aussi {—i'},

— Paraliélogramme.

g} Les formules suivantes sont iogiquemont équivalestes ¢
(A, B} oq (C, D)

AsD=CeH
AB=CD
f--'th—g

On traduit encore cetée situation en disant que le quadroplet (A, B, D, O
est un parallélegramme.

{La seconde figure représente on pacatlélogramime aplafi}
il peut zussl so désigner par (B, D, C, A); (B, A, C, D), «te.

Il ne peut pas &tre désigné par (A, B, C, D, ni par (B, C, A, D)...

— 368 —
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Dans le cas d*un parallflogramme non aplati, les droites AT} et BC sont
appelbes diagonales du parallélogramrae; four intersection, milisu commun
des couples (B, C) et (A, D), ost le centre du parallélogramme,

b (A, B, D, O) est un parafiélogramine non aplati de centre K.

Soit L le milien de (C, D), M le milieu de {A, C).

Démontrez (voir D &) que :

KL/JAC & KL//BD done AC/BD
de méme : AB/CD.

Les cbtés ¢'un parsliélogramme sont paraliles deux & deux,

12. — Composantes Fun vectear.

#) Le plan est muni du repére (o, 1, T}
Les droites wl et ©] ne sont pas paralldles, .
fiq, m o5t 1 transiation définie par

MM
.7y s (xta y+ b
On 2 vz (0* 1) qu'A toute translation est associé un vecteur unique.

8id est Je vecteur associ€ 3 &, i, on dit que {a, b) est le couple des compo-
saptes du vecteur &,

Notation ; = (a on MM = (g

;) )
/5
7 ;
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M{x, ) a pour :magc M'(x’, V) :
X'z X

a=x—x
)"m.}'"‘]"bH b=y vy
M(x, ¥); M'(x', ¥). Composantes de MM* (;: - y)

b Si @ a pour composantes (g)

et 8§ ¥ & pour composantes (;)
trouver les composanies de £ @ ¥, de 4O ¥, de FS &,
¢) Quelles sont les compoesantss du vecteur D7

13. — Produit d’on vecteur par un réel.

Haeck
ey

Z a pour composantes (g)
Au couple (2, #) on assovie le vecteur ¥, de composantes (g)
On 4éfinit ains] ane application de R % U vers U.

Motation : # e o)

Cette application définit une foi externe dans %,
t) Démontrez les propriftés suivantes:

Ve, Yef}, Yoif, Yo : 1 li=4 {1)
E+Bd=(h @) e

ol & 7} == {odll) & (4¥) ()

AR = () i @

pa=0 5

{—1) 4 = opp{ll) ()

of =0 4]

Remargues pédagogigues : Noter les signes -+ et & dans la propriéé ;
{ot + B) # == (udl) B (i),

s (i) @ (Pd) sers souvent notd of P en accordant prictité 2 la
multiplication par un réel sur Paddition dans U,

= De méme {¢f)# "écrira souvent off i

- 370 —
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¢) (U, &) est un groupe comnunalif,
La loi externc définie dans U & les propriétés (1) ) (3) (4) ci-dessus,
On reconnalt ici que U muni de addition ¢t de la muitiplication par un

réel est am vectoriel sur le corps R.
Vous saver d’silletrs que les propriétés (3) (6} (7) sont des conséquences

dez axiomes du veotoriel.

d) La définition du produit d'un vecteur & par un réel ¢ donuée en a)
présente Finconvénient de ne pas 8tre « intrinséque », ¢'est-3-dire de dépendre,

en apparence du moins, du choix d’un repére du plan,

1) Voici une définition intrinsdque, 3 Pusage du maltre, mais qui nous
sembie trop délicate pour nn éRve du premier cycle -

«) Si il % 0, soit (A, B) un représentant de il ; A + B. Pour I graduation
de repére (A, B) sur la droite AB, w est I"abscisse d’un point C.

Soit (A’, B’ un autre représentant de @, et C’ Te point de lu droite A’B’
d’abscisse « pour la graduation de tepére (A', B'). Suppoesons que les droites

AB o A'B’ sont distinctes.
(A, B} g (A, B)

donc (A, A) eq (B, B)
donce AA'//BE".
¢
B .
A ___,_'—"‘""{\;,’H/}—-
d

i
'
!
1
I
f
¥

e .
e
T
]

3

i
1
¥
i
1
1
i
¥
H
i

;
i
3

12 projeté de C surla droite A’R’ parallélement 3 AA’ est, d’aprés I'axiome
de Thalds, le point de la droite A'D’ J’abscisse « (le rapport de projection

est égal & 1), c'est-d-dire .
Dong CC I fAA'

E: comme AC [/AC, {A, C, €, A") est un paraliélogramme, done
AC=AT.

B en est de méme pour toute paire de représentants de # (méme poriés

par une méme droite : poargooi?).
Par définition, o est la classe d’équipolience de (A, C), (A', C)...

B) Si =0, par définition o6 = O,
e 3T e
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2y On peut alors traduire cette nouvelle définition dans un repire (A, 1, J)
quelcongue do pian

Soit (?) les composantes de &, Les coordonnées du point B tel que AB =2

sont {x, 7). S1 & est le rapport de projection de Maxe de repére (A, B) sur I'axe
de repére (A, 1) paralidlement 2 AJ, ot &' le rapport de projection de 'axe

1 / ol

de repére (A, B) sur I'axe de repére (A, T) paraliélement & Al, les coordonnées
de B sont (k, k) et ceiles du point C de 1a droite AB d’abscisse o pour Ie repire
(A, B) sont {ka, k'u).

Done: : ﬁm(@)mmﬁ:(gﬁ)

On retombe sur la définition donade en &)

14.

X ot Y sont doux points distincts de 7.
Choigdssons (X, Y, ) comme repdre du plan T (XY et XJ sont deux
droites sécantes en X),

¢) Soit Z le point de la droite XY d’abscisse .
X2 = () =m(5) ==X

o
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Dong
Si Z est un point de la droite XY, il existe un réel m tel que

XZ = m XY
Quels sont les points qui correspondent Amr = 1, & m mO,&mm%?
5) Soit T un point tel que :

g —
KT =aXyY
o étant un récl

XY = }) , done XT = ) done les coordonnées du point T sont :

{a, 0). Don¢ T est un point de ba droite XY. Done : =i XT o m—{’ T est un
point de la droite XY ¢t o est I'abscisse de T pour la graduation du repire
X, )

¢) Soit & un vecteur difiitent de 8, (A, B) ¢t (C, D) deux représentants
de &:

{A, B) eq (C, D), donc les droites AB et CD sont paralldles.

La direction commune aux droites AB et CD s’sppelle 1a direction de @,

Soit deux vecteurs non nuls 2 et ¥ tels que ¥ = m @ (o est un réel non
nuf}; soit E le poiat tel que {C, E) est un représentant de #;

TE=m&D

-------

Donc E est un point de la droite CD.
IDonc AB ¢t CE sont des droites paraiidles.
Pone les vecteurs non nuls i et mil ont méme direction.

d) Soit deux vecteurs non nels # et i; 2 un point du plap; (€1, A) est un
représentant de 3, (€2, B) un représentant de 3.
5i tes droites A ot OB sont sécantes en £, § et ¥ n’ont pas méme diree-
tion; (Q, A, B) peut &re pris pour repére du plan 7.
Soit un vecteur W quelcongue.
Pour le repére (2, A, B}, le couple des composantes de ¥ est (x, ¥).
ke couple des composantes de 3 eat (1, O).
te couple des composantes de ¥ est (0, I).
Donc :

We=x¥@yi

— 373
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15. - Barycentre,

Soit % poinits Ay, A, ..., A,
et nréels @, &, ..., %,
Cherchons 5"t existe un point G du plan tel que :

—

o 4 GA, B GAD ... §a, GA, =0
&igm!@mieﬂalﬁal$xﬁxa
Done (1) séerit :
OB+ ... +2) OA B EAA D ... DE AR, =0
Siog tag4 ... o, %0

PO, 1

Alc}m;“i"f‘&z“t}“—--”i'

Donc il existe un apoint gt un seul répondant & I3 question. 11 sappelie
barycentre des couples (Ay, ar), (Ay, 24, ... (A 2

p- (@A A, @ ... @, ApA )
A

Le programme ne comporte que des exercices sar le barycentre. Voici
une fiche extraite de Galion 4¢ :

@ A et B sont deax poinis distincts de T
a} Quel est le point M de T tel gue ©

1 MA @1t MB =92
On dit aosyi que M est le baryceotre de (A, 1) et (B, 1)
5) Démoatrer qu'il existe un poiat N de ¥ tel que :
{1 NA @ 2NB =1
Pour cela, rempiace NB par NA @ AB, puis trouve e réel 7 tel que :
NA =r AB

On dit que N est le barycentee de A, 1) et (B, 2). N est ur point de ia
droite AB.
Construis-fe sachant que (A, D) est le repire de la dreite AB.

¢} Démontro gu'll n'existe pas de point P de § tel qoe
1P @ (—)TFB =1

Le barycentre de (A, 1) et (B, —I) n'existe pas.

— 374 —
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d} Détermine le point G tel que
4QAB QR =T
Utiliss un¢ métheds analogue A celle du paragraphe B).

Q3 est le barveentre d2 (A, 4) et (B, —5). C'est un poini de Iz droite AB;
constryis-le.

e} Démontre gu'il n’existe pas de point S de F tel que :
1 N @
sk @ (- 3) 58 =8

f) d est pradube par f; ie repére est (», K).
Lrabscisse de A est 2,5;

L’abscisse de B est {—4),
Trouve abscisse du point N de la droite d tef que

tNA@3T -3

-
&
»
.

A, B et C sont frois points distincts de ¢.
Tu vas chercher s'il existe wn point G de T tef que :

GAeGhaGlC=19

a) M est un point quelconque de ¥,
Tu peux éerire :

GA = GM @& MA
OB = GM @ MB

&¢ = GM o MT
Instific

CGAaGBOGC =B |=

(GM & MA) @ (GM o MB)
& (GM & MO =B

1
IMG=MAMBGMC = {3.GMaMAQMBD MO) = B

Catte dernidre épalité prouve gqu'il exisfe vn point G et un seul
Pourquoi?

wer 315
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Quels que soient les points A, Bet Cde &, i
existz un point G ¢f un senl de ¥ tel que :

GApGBoGh =7

&) Puisque M est queleongue, remplagons-le par I, milisu de (B, ).
3G ~TA 0T IC

Puisque H [42] j7al =n-§,
i obtiens : 1.1 =T4

Le point G est doue un pofnt de la droite Af

' <

¢} J éant te miliey de (A, ) el X le miliou de {A, B) démentre que
{4 est aussi un point de iz drofte BY et un point de la droite CK.

« Si les points A, B et C ne sont pas alignés la droite qui joint F'un
des points an milise du couple formé par ks deux antres est une médians
de (A, B, ),

Leg troie médiones de (4, B, C) ont en commun ce point G.

Ce point est appelé centre de gravité de (A, B, O).

On dit aussi : G est le barycentre de €A, 1), {B, 1) et {C, ).
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16. — Symétrie centrale.

a) Choisissons un point O du plan 7.
Wous sllons dafinir une application de 4 vers ¥,
Soit un point M quelconque de §.

@) SiM=0 o
quel est Is point M’ de T tel que O soit le milieu ds (M, M')
MSIiM#£O
appelons d Ia droite OM.
: -
a
% éppin )

Si « est 'abscisse de M pour use graduation de repdre (O, 1), il existe
sur d un seul point M’ d'abscisse opp{e} : O est le milicu de (M, M.

Done, quel que soif le point M de §, if existe un point M’ de &, ef un
seul, tel que O soit miliey de (M, M").

D) Définition.

QO est un point du pian 7.
L’application de F vers 4 qui, & M, associc M’
tel que O soit fe milicy de (M, M) est appelée
symétrie-centrale autour de O et est notée S,
. T 7
S M+ M’ ce qui sigoifie :
O est le mitien de (M, M)

S, (M) = M°

Le point M’ est le symétrique de M autour de G.

) Propriétés élEmentsires.

Démontrez les propriftés suivantes |

» Le point O est invariant par 5,.

« Le point commun aux diagomales 'un paraliéfogramme est centrs
de syméiric pour ¢ parsliélogramme,

— 31—
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« Tout point d'une droite 4 a pour image un point d"une droite d°, parai-
Ile 2 d, et réciproquement fout point de &' est image d’un point de 4.

(Examinez deux cas : Qed, O ¢4d).

On dit que Fimage d"une droite & par une syméirie centrale est une droite
paralidle @ 4.

« La symétrie centrale 5, est égale & la relation réciprogue : on dit que
8§, est involutive.

Les expdrimentateurs de Bowlognesur-Mer nous proposent o pian
d'étude origingi de kr géométrie, My étndient directement fes translations
dws fe plan sans faire la géométrie sur la droite, et Pintroduction prénlable
des réels n'est plus nécessaire. Pour rendre ce phm plus conforme oux pro-
grammes de Quatriéme, il suffir de remplacer dansx la cinguiéme partie les
ragionnels par les décimaux,
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