
- - -
Le triangle (A,B,C) s'appelle repère affine, les nombres x et y sont les 

coordonnées de point M dans ce repère. 
Projetons M en Psur AB parallèlement à AC et en Q sur AC parallèle-

A • P 

ment à AB. Alors AM = AP El) AQ et si x désigne l'abscisse de P sur la 
droite AB dans le repère (A,B) et y l'abscisse de Q sur la droite AC dans le 

-::'Ci'-----j<IM 

FIO. BIS. 

-+ ---- -- -- -- -­repère (A,C) ona AP = x.AB et AQ = y.ACd'où AM = (x. AB) El) (y. AC). 
Démontrons l'unicité; 

-- -- -+ -- -­supposons AM = (x. AB) El) (y. AC) = (x' AB) El) (y'. AC) avec x # x' ; , 
nous aurions alors AB = y - ~ AC donc A,B,C alignés ce qui est absurde 

x-x  
donc x = x', de même on démontre l'égalité y = y'.  

La Géométrie 

document de travail de l'I.R.E.M. de Lyon, 

rédigé par L. DUVERT, R. GAUTHIER, 

M. GLAYMANN, A. GOURET et A. MYx. 

1. - Introduction. 

Ce document a été écrit à l'intention des maîtres; il a pour objet de pré­
senter, dans le cadre des nouveaux programmes, la géométrie en classe de 
Quatrième; mais il ne peut en aucune façon être considéré comme un cours 
pouvant être présenté tel quel aux enfants; cependant, nous avons largement 
tenu compte de la recherche effectuée par l'équipe lyonnaise dans les classes 
expérimentales et pour certaines partics de ce document - indiquées par 
un trait en marge -nous avons reproduit des fiches de E. Galion 4, éditionl971. 

La géométrie reste pour le moment un domaine privilégié du raisonnement 
déductif, mais il faut rappeler qu'elle a une origine purement expérimentale, 
et que dans sa forme définitive, c'est une véritable théorie mathématique; 
l'enfant aura fait un progrès considérable, lorsqu'il aura saisi ce cheminement. 
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2. - Propriétés d'incidence. 

~ est un ensemble.  
~ est un ensemble 11011 vide de parties propres de ~ (1).  
On dit que ~ est un ensemble de droites mathématiques du plan ~ dont  

les éléments sont appelés points dans le seul cas où les deux axiomes swvants 
sont vérifiés : 

a) Premier axiome d'lnddenee. 

Toute paire (2) de points de ~ est incluse dans une droite et une sewe 
de ~ (3). 

b) Deuxième axiome d'!nddeuœ (ou axiome d'EncOde). 

Pour toute droite d de ~ et pour tout point x de ~ n'appartenant pas 
à d, il existe une droite d'et une seule disjointe de d et dont x est élément. 

Yoclllnllidre : Si le point x appartient à la droite 0, on dit encoN que 0 
passe par x. 

Conséquences 

Si l'intersection de deux droites contielll OU moins une paire de po/lits, 
alors ces deux droites sont égales. 

Il existe dans ~ au moins trois points n'appartenant pas à une même droite. 

En effet, s'il n'y avait que deux points dans ~, la droite passant par eux 
ne serait pas une partie propre de ~. 

(1) Une partie propre de (J'est une partïe de !J' distincte de 0' et non vide. 
(2) Le mot paire désign(t un ensemble de cardinal deux. 
(3) Cet axiome ne veut pas dire (encore) que toute droite contient au moins une paire. 

-m­
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Théorème 3.  

Il existe dnns il au moins trois éléments.  

Théoùme 4. 

II existe au moins deux droites disjointes dnns il. 

Q/.l 
~(;)

~. 

~---------------" 

Démontrez ce théorème. 

c) Définition. 

On dit que deux droites D, et D. sont séc01Ites si leur intersection est un 
singleton. 

X étant le point commun à D, et D. : 

D,,, D, = {X} 

Deux droites parallèles sont deux droites non-sécantes. 
Démontrez qne si les droites D, et D, sont parallèles, alors 

ou bien D, = D. 
ou bien D, " D. = IZI. 
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TUorèm2 5. 

La relatwn dans:O: « •.. est parallèle à ... » est une relation d'équivalence.  
Démontrez ce théorème.  
(L'axiome d'Euclide n'intervient que dans la démonstration de la transi- 

tivité.)  Cette  relation  d'équivalence détermine  une  partithm de  :0;  les  classes 
s'appellent  les  directions. 

A  titre  d'exercice,  démontrez  que  toute  droite  contient  au  moins  une 
paire  de  points. 

NOlatWII 

La droite contenant la paire {X, Y}  sera désormais désignée par D(X, Y), 
et  parfois  XY. 

d) Étade  du lIIodèle  à  llilIIf points. 

Voir  le  rapport du  Groupe de Lyon  sur l'expérimentation en Quatrième 
(p.  444). 

Remarque 

Une  feuille  de  papier,  la  surface  d'une  eau  tranquille,  ne  sont  pas  des 
plans  mathématiques. 

La  trace  d'un  crayon  bien  taillé  sur  une  feuille  de  papier  n'est  pas  un 
point  mathématique. 

Un  trait  tracé  à  la  règle  n'est  pas  une  droite  mathématique. 
Cependant,  certains  dessins,  tracés  avec  une  règle  et un  crayon  sur une 

feuille  de  papier,  permettent  d'illustrer  (imparfaitement)  les  propriétés  du 
plan, des droites, des points mathématiques, telles que celles qui sont énoncées 
dans les  axiomes  d'incidence  1 et  2. 

3.  ­ Projection  parallèle  de  :r  sur  une  droite. 

Soit  une  direction  A (représentée sur  la figure pat une  droite S élément 
de  A)  et  une  droite  D  non  élément  de  A. 

A tout point M  de  :r, on associe  le  point pr(M), intersection de D  et de 
la  droite  de  direction  A passant  par  M. 

! 
D 
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Justifiez l'existence et l'Illlicité du point pr(M).  
Nous venons de définir une applicatûm de (J' vers 0, notée pr :  

pr:I(J'->o 
M ..... pr(M) 

Cette application s'appelle : projection de direction /\ sur 0 ou projection 
para/Mlement li li sur O. 

pr(M) s'appelle le projeté de M sur 0 parallèlement à ô. 
Démontrez que cette application pr est surjective, mais non injectiVe. 
En désignant par ., la restriction de pr à une droite 0' distincte de 0 

et n'appartenant pas à la direction /\, l'application

.,:1 0 ' .... 0 
M ..... m(M) 

définit la projection de la droite 0' sur la droite 0, parallèlemeot à /\. 
L'application Q) est une bijection. 

0' 

M 

----~---------------W~(M~l~--------D 

En déduire que deu" droites quelconques sont équipo/entes. 

4. - La droite réelle. 

Désormais nous allons nous intéresser uniquement au cas où les droites 
sont équlpotentes à IR (ensemble des réels). 

a) Définitions et ootatioa. 

Une droite mathématique réelle est déterminée par un couple (Il,/), ô étant 
une droite mathématique équipotente à IR et f une bijection de Il vers IR. 

f est une graduation de ô, 
L'image par f du point M de d s'appelle l'abscisse de M pour la 

graduation f. 
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Si A est le point d'abscisse 0 et B le point d'abscisse l, le couple (A, B) 
s'appelle repère de la graduation. A est l'origine de la graduation. M et P 
étant deux points de d, la notation liIPf (qui se lit «M P barre pour f ») désigne 
le réel !(P) -.f(M) : 

1 MPf =f(P)-f(M) 

h) Distance de deux points pour la graduatioo f. 

M et P étant deux points quelconques de li d'abscisses respectives flM) 
et !(P), on appelle distance de M à P le réel 

If(M) - fcP)1 noté dr<M, P) 

On définit ainsi une application de li X Il vers IR+ 

dI : 1 S X 0 .... IR+ 
(M, P) ..... drCM, P) 

Démontrez les propriétés : d(A, B) 0 H A = B 
d(A, B) = d(B, A) 

d(A, C) + d(C, B) ;;. d(A, B) 

quels que soient les points A, B et C de la droite o. 

c) Autres graduatioœ de la droite réelle. 

f est une graduation de la droite li. 
En composant f avec une bijection quelconque de IR vers IR, on obtient 

une autre bijection de 0 vers IR : 

SLIR!:..IR 

/) uof ~ IR 
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Prenons comme bijection u une bijection de IR vers IR du type 

u. : xH-x+b  
ou u. : x H x + b (b est un réel quelconque).  

Démontrez que la distance sur li pour f, pour u) 0 f, pour u. 0 1 est la 
même ; 

Exercice 

Que devient la distance de deult points de la droite li graduée par 1 si 
l'on choisit pour nouvelle graduation sol avec 

S:IR-+R 
x Hax+b ae IR'-{I,-I} 

d) DéfiDltion. 

Nous appellerons graduations de la droite réelle li toutes les bijections 
du type Ul 01 ou u. 0 f. (f est l'une d'elles : pourquoi'/) 

5. - MiIieII  d'un couple de points. 

A et B étant deux points de la droite li graduée par f, on appelle milieu 
de (A, B), que l'on note A. B, le point de li défini par 

f(A. B) = 21 
(f(A) +f(B» 

Démontrez que le milieu de (A, B) pour U1 0 l, pour u, 0 1 est le même 
que pour f. 

Démontrez : A. B = B • A 
A.A=A 
A.B=A.CHB=C 

6. - Ordres  sur la droite. Segments et demi-droites. 

On connait sur IR deux relations d'ordre, notées ;;. et <;; Il étant en 
bijection avec IR, nous pouvons « transférer» ces deux relations sur la droite ô : 

a) A ct B sont deux points de li graduée par f. 
•  Si f(A) <; f(B) on dit : « A précède D, pour 1 »  

notation A -< B (pour 1)  
ou « B suit A, pour1»  

B >- A (pour f) 

- 3SCi-
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• Démontrez que ces relations dans 8, notées -< et ;,.., sont des relations 
d'ordre total. 

Exercice. Soit u, : x 1-+ -x + b 
u. : XI-+  x + b 

Si A -< B pour f, démontrez que A -< B pour u.o f et B -< A pour u, 0 f. 

b) Si A -< C -< B 

ou B -< C -< A 

on dit que le point C est « entre A et B ll. 

Démontrez que si C est entre A et B pourf, il en est de même pour toute 
autre graduation u, 0 f ou u. 0 f de o. 

c) Segment : A et B étant deux points de la droite Ô, l'ensemble des 
points de 6 entre A et B est un segment fermé. Aet B sont les points frontières 
ou extrémités du segment. 

Notations  : AB ou BA ou [AB] ou [BA]. 
Démontrez: Me[AB] H (f(M)-f(A».(f(M)-f(B» <O. 

tl) Demi-droites : A et B sont deux points distinets de o. 
On appelle demi-droite de frontière (ou d'origine) A, contenant B, l'en-

semble  des  points  M  de  6,  tels  que 

;v;t,.ABf ;;, 0 

c'est­à­dire  (f(M) ­ f(A».(f(B) ­ f(A» ;;. o. 
Démontrez que cette  définition  ne  dépend  pas  de  la graduation  choisie 

sur  6. 

e) Axes  :  On appelle axe un couple dont le premier terme est une droite 6 
et  le  second  une  graduation  de  cette  droite. 

Exemple  :  axe  (0, f)  
axe  (6,  u. 0  f) et  axe  (0,  ",of).  

Les  axes  (6,  f) et  (0, u. 0  f) sont dits  de  méme sens. 
Les  axes  (3, f) et  (0,  u,o f) sont  dits  de  sens contraires. 

7.  ­ Axiome  de  Thalès. 

a) Rapport  de  projectioo.  On  considère 

•  une  direction  quelconque  A  (Ii E A), 
•  un premier axe (0, f); la droite a n'est pas élément de  A;  le repère de 

Ia graduation f est  (C,  D), 
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graduation , 

• un second axe (h, g); la droite h n'est pas élément de A, 
• la projeetion parallèle de direetion A, de la droite a, sur la droite h, 

notée pr, 
.les points C' et D' projetés de C et D : 

C' =pr(C) D' =pr(D). r ,red••Uon f 

• 

...du.lion o .. 
TI existe sur h une graduation Il telle que h(C') = 0 et que les deID. axes 

(h, g) et (h, Il) soient de même sens (démontrez-le). Désignons par k l'abscisse 
deD'parh: 

h(D') k 

k s'appelle rapport de projectio1l, pour la directio1l A, de l'axe (a, f) sur 
l'axe (h, g). 

Démontrez : k ". O. 

~ .:1 
1f 0 

0x , 
ail " 
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b) Soit M un point quelconque de a, et x son abscisse pour /": 
j(M) =x 

Soit M' le projeté de M : pr(M) = M'. 
Si on a choisi/et g n'importe comment, en général x n'est pas égal à kx. 
Désormais, on graduera les droites du plan de façon qye, quelles que 

soient la direction Ll  et les droites a et b : 
h(M') kx pour tout M de a 

On dit que les droites du plan sont graduées conformément à l'axiome 
de Thalès. 

0 
c 0 "}( 

0 ft Itk
".

C' 
d' 

~ 
Dans ces cOMUions, si on connait Ll, a, b, le rapport de projection k, 

et une graduation / sur a, l'axiome de Thalès est un outil pour retrouver 
une graduation h sur b (à partir de laquelle on peut retrouver toutes les 
graduations de b). 

c) Raison du choix opété par l'axiome de Thalès : un modèle concret 
des droites téelles est constitué par les doubles-décimètres. 

Voici, extrait de Galion 4, des activités préparatoires proposées aux 
élèves avant l'introduction de l'axiome de Thalès. 

Cl) AClivilés préparaloires 
Dans ce paragraphe Cl) tu feras non pas des mathématiques, mais du 

dessin. 

..cond 
double_ 

d6c:im"re 
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a) Sur une fcuille de papier, pose deux doubles-décimlJtres de façon 
que les deux droites dessinées en rouge sur la figure ci-avant soient parallèles. 

Par les traits marqués 2; 3; 0,5; 2,7 sur le premier double-décimètre, 
trace les droites parallèles aux deux droites rouges; en quels points coupent­
olles le second double-dkimètre? :&ris tes réponses dans le tableau suivant: 

Il 1 

1 

. ,
" 1er double-décimètre•. 0 1 1 2 3 0,5 ! 2,7 x 

-- -,-- ---~-,- --
2" double-décimètre. . 

·1 
0 2 . . . . . . · . 1.. 

b) Fais glisser sur lui-même le second double-décimètre de façon à 
réaliser la figure ci-dessous 

Complète 

, 

i 1 1 
, 

1 

1er double-décimètre. 0 12130,5 2,7 
i 

y 

;--1-1-' ,~- --
2° double-décimètre. 3 5 .. . . .. ·. .. 

c) Dessine la figure et complète le tableau dans le cas suivant 

1 

1 

! 
, 

lor double-décimètre . 0 1 2,5 5,2 z 

"--­ '~- i-­-­
2° double-décirnètre • 0 1,3 . . ·. .. 
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d) Même question dans le cas suivant : 

le, doubl~e . . . 0 1 3 

-­-­
1 .. 

7,8 

-­
. . 

t 

-­
..2" double-décimètre . 0 

Est-il obligatoire que les deux doubles-décimètres soient parallèles? 

h) Projection et mlDeu. 

A et B sont deux points distincts de la droite Q. C est le milieu de (A, B). 
On choisit A comme origine de la graduation f sur Q. 

B a pour abscisse x; le milieu C de (A, B) a pour abscisse ~ (0 + x), 

, -à-dire 1cest :2 x. 

C ~ 
• ---il,.-

IX 
1 

~ l~ 1 
1 l , 

1 

,, 
1 1 

tO l/tit
1 

A' .' 
Appelons A', B' et C' les projetés respectifs sur h, parallèlement à 3, 

des points A, B et C. 
Choisissons A' comme origine pour une graduation g de b.. si k est le 

rapport de projection: 

d'après l'axiome de Thalès.g(B') kx et 

Calculons l'abscisse du ttûlieu de (N, B') : 

!2 (g(A') +g(B'» = !2 (0 + kx) 

= g(C'} 

Le point C'est donc le ttûlieu de (A', B'). 
Le projeté du milieu d'un couple de points est le milieu du couple des 

projetés. 
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c) AppJ1catioa ft triaDgIe. 

A, B et C sont trois points non alignés du plan ;r. 
B' est le milieu de (A, C); C'est le milieu de (A, B). 
Le projeté de C' sur la droite AC parallèlement à Be est le milieu de 

(A, C) c'est-à-dire B'. 

(C' A • BAB' = A. C) f- B'C' / /BC 

(propriété connue de la ({ droite des milieux »). 

B 

A 

8. - Bijection de ll' ven IR x IR. 

a) Repke da pIaD ll'. 

Soit un couple d'axes sécants en Il. 
Le premier axe (d, f) a pour repère (Il, 1). 
Le second axe (d', l') a pour repère (Il, J). 
Les trois points Il, 1 et 1 sont distincts et non alignés. 
Le triplet (Il, l, 1) est un repère du plan ll'. 
Inversement, tout triplet de points distinets et non alignés peut être pris 

comme repère du plan. 

(II. fJ 

b) Bijection de ll' ven IR X IR. 

(Il, J, 1) est un repère de ll'.  
M est un point quelconque· de ll'.  
J1'1 désigne la projection sur d., parallèlement à d'.  
pr. désigne la projection sur d', parallèlement à d .  

.......__..... ...... ~ ~--
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Le milieu de (A, B) a pour abscisse la demi-somme des .abscisses .de A 
et B, pour ordonnée la demi-somme des ordonnées de A et B. 

r-IM­,-=-p-r,'"':(M'"':)'"'1( " IrM-.-=-p-r,(M)~"1 
! ! 

a est l'abscisse de h est l'abscisse de 
M, pour (d, f) M. pour (d',!') 

'" ,/ 

au point M de 9', on associe le 
couple (a, b) de IR X IR 

li 

On définit ainsi une application '1' de source 9', de bu! IR X IR ; 

9'-+IRXIR 
'l'; 

1
M 1-+<p(M) = (a, b) 

Réciproquement, à tout couple de réels (a, h), on peut associer un point M 
et un seul du plan P, 

l'abscisse de pr,(M) sur d étant a, 
l'abscisse de pr,(M) sur d'étant b. 

La. relation réciproque de '1' est une application de IR X IR vers 9'. 

'l'est U1Ie bijection de 9' vers IR x IR. 
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Pour Je repère (0, f, 1) :  
a est l'ah3Cisse du point M; h est son ordo1t1lée;  
Le couple (a, h) s'appelle le couple des coordtmnées du point M.  

c) CoordOllllées du mi6eu d ..... couple de poÎIltlI. 

A a pour coordonnées (a, d),  
D a pour coordonnées (h, h'), dans le repère (0, I, 1).  
pr,(A. D) est le milieu de (pr,(A); pr,(B)) (el. : 7 dl.  
L'abscisse de pr,(A *D) est donc ~ (a + h). 

De même l'abscisse de pr,(A * D) est ~ (a' + b'). 

9. - Équipollence et trIlmJatioD. 

a) DétlDIdon de l'équipollence. 

C'est une relation dans go x go, détlnie de la façon suivante (elle est 
notée eq). 

1(A, B) eq (C. D) signifie A * D = C. B 1 

b) tquipolleuee daIIs go mlIIIi d'un repère (0, I, J). 

Voici quatre points et leurs couples de coordonnées : 
A(a, al, B(b, b'), CCc, c') et D(d, d') 

(A, D) eq (C, D) HA. D = C * D 

H (a ~ d= c~ b) A (a' ~ d' = c' ~ b') 
H (b-a = d-c) A (b' -a' = d' -c') 
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Conséquence: Transitivité de l'équipollence. Supposons : 
(A, B) eq (c, D) et (C, D) eq (B, F) 

ce qui entraine, en utilisant les coordonnées des points (B(e, e'); F(f,f'» :  
b-a = d-c et d-c =f-e, donc b-"a e  

de même b' -0' = d' c' et dt _Cf = fi -e', donc br -a' =/'--el  

il en résulte : (A, B) eq (B, F). 
La relation d'lSquipollence dans :1' x :l'est réfiexîve, symétrique (démon-

trez­le),  transitive;  c'est  dQnc  une  relation d'équivalence. 

Remarque 
(A,  B)  eq  (C,  D) A I.(A,  B)  eq  (C,  D')  1- D  = D' 

En  effet: 

!A.D =C.B 
D' (cf@).A • D' = C. B  donc  A • D =  A • D'  donc  D 

c) TlIUISIation  :  (A,  D) est  un  couple  donné  de  points. 
En vertu  de  la  remarque précédente,  étant donné  un  point  M,  il existe 

un  point  M'  et  un  seul  tel  que 
(M,  M') eq (A, D) 

Définitio,.. 

tu••) est l'application de  :1'  vers  :1'  qui  au point  M  associe  le  point  M' 
tel  que  (M.  M')  eq  (A.  D) 

Tout  couple  de  points  définit  une  translation  unique. 

Démontrez: 

• tu••) :  AI­> B. 
•  la  relation  réciproque  de  tu••) est  l'application  tu,.) (échange  des 

moyens et des  extrêmes dans  l'équipollence, justifié par la définition à  partir 
de la loi  du  milieu). 

tu.•) est  une  bijection de  :1'  vers  :l'. 
• IU,A) est  l'identité  dans  :l'. 
•  (A,  B)  eq (C.  D)  H lU,.) =  t(c,n) (utilisez  la  transitivité  de  l'équi-

pollence). 

~tlllk """lytique d'u"" trllllSlatron : Dans  le  repère  (Cl,  I. I). le  point  M 
a  pour  coordonnées  (x, y), le  point  E  a  pour  coordonnées  (a, b). 

Soit  la  translation  t (D. E) 

t!l>••) : M 1­> M' 
(x, y) (x', y') 

Démontrez  :  (x' x a) A (y' = y + b). 
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d) GnIupe ... tnœJadoœ. 

Soit 'G l'ensemble des translations. 
a) ttt. BI et t(C.DI sont deux translations. Soit E le point tel que 

(D, E) eq (C, D) : t(C.DI = tœ.EI 

Soit M un point quelconque du plan. 

t(.(. BI : M H m donc (M, m) eq (A, D) donc (M, A) eq (m, D). 
t(s.EI : m H M' donc (m, M') eq (D, E) donc (m, D) eq (M', E) • 

..  
n en tésulte (M, A) eq (M', E) 

OU encore (M. M') eq (A, E). 

Nous avons démontré : t (1. El 0 ttt. BI t fA. El'  

La composée de deux translatiol/S est une translarion.  

e) ('G, 0) est DIl groupe commutatif. 

- Associativité : pensez à la composition des appllcatiollS.  
- Élément neutre : tt•• Ai'  

- Translation réciproque : t(A~ JI) = t(l. Al ;  
t(A. BI et tfs,A) sont symétriques pour la loi de composition notée. 

- Commutativité : démontrez-la. 

tr.., .1 
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10. - Vecteurs. 

a) La relation d'équipollence est une relation d'équivalence dans go X go : 
chaque classe d'équivalence est appelée ..cleur géométrique. 

Notation : un vecteur peut être noté ii. 
~ 

Si (A, B) est élément de la classe ii, le vecteur ii peut être aussi noté AB. 
~ ~ 

(A, B) eq (C, D) H AB = CD 

Tout couple, élément de la classe ii, est un représentant de ce vecteur. 
Le vecteur de représentant (A, A) est noté -e, et appelé quelquefois vecteur nul. 

~ 

b) Remarque: AB = {(X, Y); 3' X 3'; (X, Y) eq (A, B)} 
~ 

AB = {(X, Y); 3' X 3'; tCA. D) (X) = Y} 

~ 

Le vecteur AB est le graphe de la translation t (A, D) dans 3'. 
Désormais tu, D) peut être noté tAt, ou t-;: si (A, B) E ii. 

c) Bijection de l'ensemble 1') des translations vers l'ensemble '\J des vecteurs. 

~ 

A toute translation I(A D)J on associe le vecteur AB; 
A tout vecteur ü, on ~ssocie la translation t-;: de graphe û. 
(1'>, 0) est un groupe cotllllllllatif 
f est la bijection de 1') vers '\J définie ci-dessus; définissons dans '\J la 

loi de composition notée $, induite de la loi 0 dans 1') par f. Cette loi $ est 
l'addition dans '\J. 

L'addition dans '\J n'est qu'une autre façon de rendre compte de la 
composition des translations. 

('\J, $) est un groupe COtllllllllJltif. 
Pratiquement, comment trouver un représentant de la somme ii $ jl 

si l'on connaît un représentant (A, B) de ii et un représentant (D, E) de il? 
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On construit C tel que (B. C) est équipollent à (D, E). 

1AB œBê = AC 1 (égalité de Chasles) 

--J. ___ ........  

AB est l'opposé de BA : AB œBA = O. 
Différence dans '\J : c'est une loi de composition dans '\J, notée e 

définie par 
ae ~ = il œopP(v) 

opp(v) désignant l'opposé de V; on le note aussi (-'). 

11. - Parallélogramme. 

a) Les formules snivantes sont logiquement éqnivalentes ! 

(A. B) eq (C. D) 
A.D=C.B 
~ ~ 

AB=CD 

tAi! = tCiJ 

On traduit encore cette situation en disant que le quadruplet (A, B, D, C) 
est un parallélogramme. 

•
/"".~

A/ .D 
.--.......~  

C 

(La seconde figure représente un parallélogramme aplati.)  
Il peut aussi se désigner par (B, D, C, A); (B. A, C, D), etc.  
Il ne peut pas être désigné par (A, B, C. D), ni par (B, C, A, D)...  
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Dans le cas d'un parallélogramme non aplati, les droites AD et BC sont 
appelées diagonales du parallélogramme; leur intersection, milieu commun 
des couples (8, C) et (A, D), est le celllre du parallélogramme. 

b) (A, B, D, C) est un parallélogramme non aplati de centre K.  
Soit L le milieu de (C, Dl, M le milieu de (A, C).  
Démontrez (voir (j) e) que :  

KLIIAC et KL!/BD donc AC! /BD 
de même : AB IICD. 

Les côtés d'un parallélogramme sont parallèles deux à deux. 

tkd
1 1> 

12. - Composantes d'BD vecteur. 

a) Le plan est muni du repère (ro, l, J).  
Les droites roI et ro] ne sont pas parallèles.  
tu, BI est la translation définie par  

Ml-> M'  
(x, y) ..... (x + a, y + b)  

On a vu (n" 10) qu'à toute translation est associé un vecteur unique. 
Si il est le vecteur associé à t(À. Dl. on dit que (a, h) est le couple des compo­

santes du vecteur Û. 

Notation: il = (:) ou MM' = (:) 
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M(x, y) a pour image M'(x', y') : 

x'=x+aH1a=x'-x 
!y=y b (b=t-y 

M(x, y); M'(x', y'). Composantes de W : (X; - X)
Y -y 

b) Si il a pour composantes (Z) 
et si V a pour composantes (~)  

trouver les composantes de i1 $ V, de i1 e V, de v e ü.  

c) Quelles sont les composantes du vecteur 01  

13. - Produit d'un vecteur par un .réel. 

a) Of E R 
il E '1J 

il a pour composantes (~). 
Au couple (Of, il) on associe le vecteur ~, de composantes (::). 

On défurit ainsi une application de R X '1J vers '1J. 

Notation: 

Cette application définit une loi externe dans '1J. 

h) Démontrez les propriétés sui.antes: 

VJP.. V~, V'\'1Û, V~: 1 il = ü (1)  

(Of + ~) ü = (<XiI) l'il (~ (2)  

<X(iI $ ~ = (<XiI) $ (Œil) (3)  

~=(Of~)Ü (4)  
0;;= 

~ 

0 (5)  

(-1) Ü = opP(il) (6)  
~ - Ofa = 0 (7) 

RettJlUqtlt!s plilllgogiques : Noter les signes + et l'il dans la propriété : 
(Of + ~) ;; = (<XiI) l'il (f\uJ• 

• (<XiI) l'il œ;;) sera souvent noté ct;; $ ~ en accordant priorité à la 
multiplication par un réel sur l'addition dans '1J . 

• De même (Of~) il s'écrira souvent Of~ Ü. 
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c) ('lJ, G) est UII groupe commutatif. 
La loi externe définie dans 'lJ a les propriétés (1) (2) (3) (4) ci-dessus. 

On reconnait ici que 'lJ muni de l'addition et de la multiplication par un 
réel est un vectoriel sur le. corps Ill.. 

Vous savez d'ailleurs que les propriétés (5) (6) (7) sont des conséquences 
des axiomes du vectoriel. 

d) La définition du produit d'un ,vecteur il par un réel œdonnée en a) 
présente l'inconvénient de ne pas être « intrinsèque », c'est-à-dire de dépendre, 
en apparence du moins, du choix d'un repère du plan. 

1) Voici une définition intrinsèque, à l'usage du maltre, mais qui nous 
semble trop délicate pour un élève du premier cycle :.. 

œ) Si il '" 0, soit (A, B) un représentant de il; A # B. Pou.r la graduation 
de repère (A, B) su.r la droite AB, <X est l'abscisse d'un point c. 

Soit (A', B') un autre représentant de il, et C' le point de la droite NB' 
d'abscisse <X pou.r la graduation de repère (A', B'). Supposons que les droites 
AB et NB' sont distinetes. 

(A, B) eq (A', B') 
donc (A, A') eq (D, B') 
donc AA'lfBB'. 

c 

~-----r1.. .:• ----<r 
,a  1 f 
,  1 1 

1 1 
l , 

: 
, 

: 
1 

r : 
i1 c':. 
" 

Le projeté de C surla droite A'B' paraUèlement à AA' est, d'après l'axiome 
de Thalès, le point de la droite A'B' d'abscisse <X (le rapport de projection 
est égal à 1), c'est-à-dire C'. 

Donc  CC' IIAA' 

Et comme AC Il A'C', (A, C, C', A') est un paraUélogramme, donc -AC= -A'C'. 

n en est de même pour toute paire de représentants de il (même portés 
par une même droite : pourquoi?). 

Par définition, ttû est la classe d'éqnipollence de (A, C), (A', C') ... ..  .. .. 
Il) Si il =  0, par définition œO = o. 
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2) On peut alors traduire cette nouvelle définition dans un repère (A, 1,1) 
quelronque du plan : 

Soit (~) les composantes de il. Les coordonnées du point B tel que AB = il 

sont (x, y). Si k est le rapport de projection de l'axe de repère (A, B) sur l'axe 
de repère (A, 1) parallèlement à Al, et k' le rapport de projection de l'axe 

de repère (A, B) sur l'axe de repère (A, 1) parallèlement à AI, les coordonnées 
de B sont (k, k') et celles du point C de la droite AB d'abscisse ct pour le repère 
(A, Bl sont (ktt, k'ct). 

Donc: AB = (~.) Aê = ttA.ÎI = (~.~) 

On retombe sur la définition donnée en al. 

14. 

X et Y sont deux points distincts de :l'. 
Choisissons eX, Y, 1) comme repère du plan :l' (XY et XJ sont deux 

droites sécantes en X). 

a) Soit Z le point de la droite XY d'abscisse m. 

XZ = (~) = m (~) = m XY. 

Il' 

J 
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Donc: 
Si Z est un point de la droite XY, il existe un réel m tel que : 

~ ~ 

XZ=mXY 

Quels sont les points qui correspondent à m = l, à m = 0, à m = ~ ? 

b) Soit T un point tel que : 
~ ~ 

XT=exXY 
ex étant un réel. 

Xi = (~), donc Xi' = (~), donc les coordonn~ du point T sont: 

(ex, 0). Donc T est un point de la droite XY. Donc : si XT ~ exXV, T est un 
point de la droite XY et ex est l'abscisse de T pour la graduation du repère 
(X, Y). 

c) Soit uUn vecteur différent de 
~ a, (A, B) et (C, 0) deux représentants 

de il: 
(A, B) eq (C, 0), donc les droites AB et CD sont parallèles. 
La direction commune aux droites AB et CD s'appelle la direction de u. 
Soit deux vecteurs non nllis U et i' tels que ;; = m il (m est Un réel non 

nul); soit E le point tel que (C, E) est un représentant de i'; 
~ ~ 

CE=mCD 

-Il._a 

Donc E est un point de la droite CD. 
Donc AB et CE sont des droites parallèles. 
Donc les vecteurs nOn nuls u et m il ont même direction. 

d) Soit dellx vecteurs non nllls :; et 1; 0 lin point dll plan; (U, A) est un 
représentant de S, (U, B) un représentant de 1. 

Si les droites OA et OB sont sécantes en 0, let l n'ont pas même direc­
tion; (0, A, B) peut être pris pour repère du plan (J'. 

Soit un vecteur wquelconque. 
Pour le repère (0, A, B), le couple des composantes de west (x, y). 

le couple des composantes de! est (l, 0). 
le couple des composantes de i est (0, 1). 

Donc : 

- 373­

Bulletin de l'APMEP n°279 - Mai/Juin 1971



- -- - - ---

15. - Barycentre. 

Soit n points A" A., ... , A. 
et n réels ŒI' Œs, ... , €X.' 

Cherchons s'il existe un point G du plan tel que : 
-> -> ->

(1) a,GA,$a.GA.$ '" $a.GA.=O 
~GA. = GA, œA,A•... GA. = GAI œA,A. 

Donc (1) s'écrit: 

(a, + a. + ... 

Si a, + a. + ... + a. '" 0 : 

-- 1 ----+ ­-A,G =  ­­­c._._,.­­­'­­ (a,A,A, œ .,. œ a,A,AJ 
a,  a. 

Donc il existe  un  point et  un  seul  répondant  à  la  question.  Il s'appelle 
barycentre des  couples  (A" cxJ,  (A., a,),  ... (A., aJ. 

Le  programme  ne  comporte  que  des  exercices  sur  le  barycentre.  Voici 
une  fiche extraite de Galion 4'  : 

(j)   A et  B  sont  deux  points  distincts  de  (f,  

a) Quel  est  le  point  M de  (f tel  que  :  

l:MÀœIMB="ii?  

On dit  aussi  que  M est  le  barycentre  de  (A, 1) et  (B,  1).  

b)  Démontrer  qu'il  existe  un  point  N de  (f tel  que  
-> -> ~  

1 NA œ2NB=9 

Pour cela. remplace Ni par NÀ œAB,  puis  trouve  le  réel  r tel  que  : 

NA=rAB 
On dit que  N est  le  barycentre  de  (A. 1) et  (B,2).  N est  un  point  de  la 
droite  AB. 

Construis­le  sacbant  que  (A,  B)  est  le  repère  de  la  droite  AB. 

c) Démontre  qu'il  n'existe  pas  de  point  P  de  !f tel  que 
-> ­­+  ... 

1 PA œ(-1) PB = 9 

Le  barycentre  de  (A, 1)  et  (B, ­1) n'existe  pas. 
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li) Détemùne le point Q tel que : 

---- - ~4QA 11) (-5)QB = Il 

Utilise une méthode analogue à celle du paragraphe b). 
Q est le barycentre de (A, 4) et (D, -5). C'est un point de la droite AB; 

construis-le. 

e) Démontre qu'il n'existe pas de point S de ~ tel que : 

~SAI1)(-~)SB=ë 

f) d est graduée par f; le repère est (ro, K).  
L'abscisse de A est 2,5;  
L'abscisse de B est (-4).  
Trouve l'abscisse du point N de la droite d tel que :  

2NAI1) 3NB= il 

'" K A•• \ ; . ;:
@ 

• 

®  A, B et C sont trois points distincts de ~. 
Tu vas chercher s'il existe un point G de ~ tel que : 

--+ --+ ;;::t -
GA 11) GB 11)  G" =  il 

a) M est  un  point quelconque  de  ~. 

Tu  peux écrire  : 
GA =GM 11)  MA-
­­>  ­­­>  ­­­-GB  =GMI1)MB  

OC=GMI1) MC  
Justifie  : 

1GA 11)  OB 11)  OC = ë l;:::t  (GM 11)  MA)  11)  (GM 11)  MS) 
­­>  ­­>  -I1)(GMI1)MC}=6 

13.Mô =  MA  11)  MS 11) Mê l;:::t 13.GM 11)  (MA 

Tl 
11)  Mi 11)  Mê)  = â 1 

Cette  dernière  égalité  prouve  qu'il  existe  un  point  G  et  un  seul. 
Pourquoi? 
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Quels que soient les points A, 13 et C de S', il 
existe un point G et un seul de S' tel que : 

GA$GB$GC=9' 

b) Puisque M est quelconque, remplaçons-le par J, milieu de (B, C). 
---r --+ .......- --+  

3.JO = lA $ lB $lC 

-+ -+ -:t
Puisque 113 $ IC = Il, 

-+ -+ 
tu obtiens: 3.IG=IA 

Le point G est donc WI point de la droite Al. 

A 

K J 

c 

c) J étant le milieu de (A, C) et K le milieu de (A, 13) démontre que 
G est aussi un point de la droite BI et un point de la droite CK• 

• Si les points A, 13 et C ne sont pas alignés la droite qui joint l'un 
des points au milieu du couple formé par les deux autres est une médiane 
de (A, B. C). 

Les trois médianes de (A, B, C) ont en commun ce point G.  
Ce point est appelé centre de gravité de (A, B, C).  
On dit aussi : G est le barycentre de (A. 1), (B, 1) et (C, 1).  

A 
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16. - Symktie eeotrale. 

a) Choisissons un point 0 du plan ~. 
Nous aUons définir une application de rr vers ~. 
Soit un point M quelconque de ~. 

tt) Si M =0 
quel est le point M' de ~ tel que 0 soit le milieu de (M, M')? 

fI)SiM .. O 
appelons d la droite OMo 

Si <X est l'abscisse de M pour une graduation de repère (0, 1), il existé 
sur d un seul point M' d'abscisse opp(tt): 0 est le milieu de (M, M'). 

Donc, quel que soit le point M de ~, il existe un point M' de ~, et un 
seul, tel que 0 soit milieu de (M, M'). 

b} DéfilIitiOD. 

o est un point du plan ~.  

L'application de ~ vers ~ qui, à M, associe M'  
tel que 0 soit le milieu de (M, M') est appelée  
symétrie-centrale autour de 0 et est notée S·.  

~ -+ ~ 

s.: 1 M f-+ M' ce qui sigoifie 

o esl le milieu de (M, M') 

s.(M}= M' 

Le point M'est le symétrique de M autour de O. 

c) Propriétés élémentair .... 

Démontrez les propriétés suivantes : 
• Le point 0 est invariant par S •. 
• Le point commun aux diagonales d'un parallélogramme est centre 

de symétrie pour ce parallélogramme. 
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• Tout point d'une droite d a pour image un point d'une droite d', paral­
lèle à d, et réciproquement tout point de d'est image d'un point de d. 

(Examinez deux cas : 0 e d,Of d). 
On dit que l'image d'une droite d par une symétrie centrale est une droite 

parallèle à d . 
• La symétrie centraIe S. est égale à la relation réciproque: on dit que 

S. est involutive. 

Les expérimentateurs de Boulogne-sur-Mer nous proposent un plan 
d'étude origintJl de la géométrie. Ils étudient directement les translatw1lS 
dans le plan sans faire la géométrie sur la droite, et l'Introduction préalable 
des réels n'est plus nécessaire. Pour rendre ce plon plus conforme aux pro­
grammes de Quatrième, il suffit de remplacer dans la cinquième partie les 
rationnels par les décimaux. 

L - Géométrie SUl' BD quadri1lage. 

PAUWEI.S, 

Boulogne-sur-Mer. 

Translation lIS!IOI!Iée à un élément de Z x Z. 

(Emploiera-t-on également le mot « vecteur » pour désigner une trans­
lation?) 

La tnmslation qui lait passer de A à B est notée Ai 
(On met ainsi l'accent sur l'aspect dynamique de la notion de vecteur). 

Groupe des translati ...... 

Si ii et li sont des translations, la translation « ii suivie de il )) sera notée 
il ffi v. 

----. - -;-;t.D'où la relation de Chasles : AB ffi Be = A~. 
(Cette façon d'introduire l'addition vectorielle est peut-.être plus natu­

relle que la manière traditionnelle). 

Exerdces otiIlsaIIt la relation de Chasles 

Mise en évidence de propriétés invariantes par le groupe des translations 
(constatations expérimentales mais aussi quelques démonstrations). 
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