
par réfère moyen tk Quatrième et nécessiteront d'abord un exposé magistral 
du maltre. La seconde, fondée sur les translo.tions, veut arriver directement 
au but qui est le plan vectoriel.. l'axiome tk Thalès intervient uniquement 
pour montrer que la définition donnée tk l'équipollence (il existe une transla­
tion envoyant le bipoint (A, B) sur le bipolnt (C, D» liée à un repère est en 
fait intrinsèque (les bipoints (A, D) et (B, C) ont méme milieu), mais toute 
la construction du plan vectoriel est indépemlante tk cet axiome, rapitk et 
simple; si, l'utilité tk l'axIo.me de Thalès pouvant être difficüe à saisir, cette 
métJwde est moins cartésienne, elle présente moins tk difficultés théoriques 
et est peut-être abordable par réfève lui-même. 

La géométrie en quatrième 

P. BUISSON, 

I.R.E.M. Strasbourg. 

Les débuts de l'enseignement traditionnel de la géométrie étaient empoi­
sonnés par des considérations métaphysiques sur ee qu'est un point, une 
droite, un plan, et la suite par la difIiculté de distinguer ce qui est observation 
de l'espace physique de ce qui fait partie d'une théorie mathématique, en 
particulier de ce qu'il faut démontrer à partir de prémisses clairement posées. 
Le langage ensembliste acquis dans les classes précédentes va permettre de 
dépasser ce problème en distinguant nettement ce qui est expérimental de 
ce qui est théorie mathématique. 

Le but de cet article est de montrer comment la géométrie peut être 
enseignée dans l'esprit des nouveaux programmes dans une classe de Quatrième, 
l'influence des discussions avec les expérimentateurs de l'Académie de Stras­
bourg a été déterminante pour la rédaction de cet article et le plan suivi. Il 
est naturellement impossible de répondre objectivement à la question : « Un 
tel enseignement est-il adapté à l'enfant de 13-14 ans?» Dans deux ou trois ans 
les maitres pourront donner un début de réponse, mais actuellement les 
réponses ne peuvent être qu'affectives. 

De nombreuses personnes estiment que l'enseignement de la Mathé­
matique doit être posée en fonction des futurs utilisateurs (souvent tradi­
tionnels : physiciens, mécaniciens, ingénieurs, matbématiciens. .. ); cela est 
peut-être vrai dans l'enseignement supérieur (département de Mathématiques, 
Classes Préparatoires, Grandes Écoles ... ) mais pas dans le premier cycle de 
l'enseignement secondaire où il doit surtout contribuer Il la formation générale 
de l'enfant par l'apprentissage d'un langage précis, d'une méthode d'analyse 
des problèmes et d'un mode de raisonnement. 

Nous allons donc montrer comment la méthode axiomatique permet de 
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mathématiser une situation concrète. Au départ il Y a de1I objets physiques 
(feuilles de papier, tableau noir, traits tracés à la règle ... ) et des manipulations 
d'objets physiques (règles, compas, équerre ... ); nous observons des propriét6s 
et nous en privilégions certaines. Nous considérons alors un ensemble dont 
les éléments vérifient les propriétés privilégiées énoncées en langage ensembliste 
(ce sont les axiomes ou théorèmes admis) puis nous déduisons alors de ces 
axiomes le maximum de propriétés vérifiées par les éléments de cet ensemble 
(ce sont les théorèmes démontrés). 

Nous ne nous préoccupons pas de la « nature" des éléments et de l'en­
semble, mais nous illustrerons ces propriétés par des dessios comme cela a 
été fait en Sixième et en Cinquième. Le dessin illustre des propriétés, permet 
de les reteuir mais ne les justifie pas. 

II y a évidemment un arbitraire dans le choix des axiomes (la notion de 
vérité mathématique est relative) et le programme de Quatrième n'impose 
pas d'axiomatique, nous en proposons une ici. 

Dans l'enseignement traditionnel de la géométrie, fondé sur l'axioma­
tique d'Euclide-Hilbert, toutes les notions étaient indispensables au départ : 
longueur, angle, perpendicularité, parallélisme ..• et les axiomes fort nombreux; 
de plus, la plupart d'entre eux n'étaient pas explicités; il était donc difficile 
de savoir si une propriété était admise ou à démontrer. Par contre nous suggé­
rons ici d'introduire les axiomes les uns après les autres et de les exploiter au 
maximum à chaque étape. Il est aussi plus facile d'expliquer ce qu'est un 
raisonnement déductif lorsque peu d'axiomes entrent en jeu. 

Dans l'exposé qui va suivre les axiomes sont choisis suffisamment forts 
pour rendre les démonstrations plus faciles. La première partie, consacrée aux 
axiomes d'incidence, permet d'utiliser les notions et le langage introduits 
dans les classes précédentes et peut donc être traitée dès le début de la 
Quatrième. Par contre les autres parties, droite et plan, doivent être prècédées 
de l'introduction de l'ensemble des nombres réels lB..; c'est pourqnoi il est 
utile de ne pas intégrer l'étude des axiomes d'incidence dans celle du plan. 

Remarquons pour terminer que les nouveaux programmes sont axés 
essentiellement sur la construction des nombres et le calcul algébrique, utilisés 
par la suite en géométrie, alors que les anciens programmes étaient axés sur 
la géométrie qui permettait d'introduire les nombres irrationnels (segments 
incommensurables ... ); la géométrie est donc la partie la moins importante 
du programme de Quatrième. 

1. - Les axiomes d'incidence. 

1.1. lntrodudion des axiomes. 

L'élève de Quatrième a utilisé dès l'enseignement élémentaire les mots, 
point, ligne droite, lignes droites parallèles, plan; il a toujours admis les 
faits suivants justiliés par le tracé au crayon à la règle et à l'équerre, le plan 
étant la feuille de papier ou le tableau noir. 
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a) Par deux points passe une ligne droite et une seule.  
b) Par un point extérieur à une ligne droite passe une et une seule ligne  

droite parallèle à la précédente. 
L'élève remarquera aussi les faits suivants encore plus évidents : 
c) n existe des lignes droites. 
d) Une ligne droite a beaucoup de points (plus de deux nous suffirons). 
e) En dehors de chaque ligne droite on peut trouver un point. 

1.2. Mathématisation de la situation. 

Soit P un ensemble et :D un ensemble de parties de P. 
Le couple (P, :D) est appelé plan mathématique si P et :D vérifient les 

propriétés suivantes : 

JJ II existe U1I élément dans :D el OUCU1l élémenl de !D n'est égal à P. 

ŒJ SI de!D alors d contient au moins deux points distincts el, si A e P 

et BeP sont distincts alors il existe un élément de :D et U1I seul conte­
nant {A, B}. 

()f1 note d = AB 

[!J SI de !D et A e P avec A E d, alors il existe un et un seul éléwumt 

d' e :D lei que A e d'et d (', d' = 121. 

Habituellement les éléments de P sont appelés points et notés par des 
lettres majuscules A, B ... : ceux de !D sont appelés droites et notés par des 
lettres minuscules d, d'.. . 

Les axiomes peuvent être illustrés aussi bien par des diagrammes de 
Venn que par des lignes droites tracées à la règle (de telles lignes deviennent 
d'ailleurs au microscope des diagrammes de Venn!). 

Avant d'introduire cette terminologie on peut montrer que 
P = {A, B, C, E} avec!D = {{A, B}, {A, C}, {A, El, {B, Cl. {B, E}, {C,E}} 

est un plan mathématique. Il est également possible de découvrir un plan 
mathématique à neuf points. 
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1.3. E1!pIoltatiOll da mndHe. 

Nous nous plaçons dans un plan mathématique, l'ensemble des droites 
étant désigné par :D. 

Pour des droites notées d et d'les trois sitnations suivantes sont possibles : 

-d~d' ~ 

-dnd'œjÎ ~ ~ 

-dOI/'."un,1n9'''.' ~ 

Dans ce dernier cas les deux droites sont dites sécantes. 

Défini/ion : On dit qu'une droite d est parallèle à une droite d' si l'inter­
section d () d' n'est pas un singleton. 

En particulier une droite est parallèle à elle-même. 
Nous notons dl Id' pour « d parallèle à d' ". 

Théorème: Le parallélisme est une relation d'équivalence. 
On peut vérifier ce théorème dans le cas du plan mathématique à quatre 

points ou à neuf points. Démontrer un théorème pour des ensembles finis 
revient à faire un certain nOinbre de vérification; mais dans le cas général 
les démonstrations devront être formelles et il est nécessaire d'utiliser des 
lettres - appelées variables qui peuvent désigner un élément quelconque 
de j'ensemble domaine de variation des lettres. 

La réflexivité et la symétrie sont évidentes; démontrons la transitivité. 
Pour cela remarquons d'abord que (I,,) s'énonce de maniè,re équivalente : 

Si de:l) et A e P alors il existe une et seule droite d' contenant A et 
parallèle à d. 

Nous voulons démontrer que si d est parallèle à d'et d' à dU alors d est 
également parallèle à dU. 

Si d () d" = J2l nous avons le résultat voulu; si d () d" .. IZ désignons 
par M un point de d () d". La droite d vérifie : 

dl Id' et M e d; la droite d" vérifie : dU 1Id' et M e d"; d'après l'unicité 
de la droite contenant un point donné et parallèle à une droite donnée nous 
avons d= d'. 

Nous appellerons directÎon d'une droite la classe d'équivalence de cette 
droite; nous noterons les directions par les lettres Il, Il', 8",., Si Me P et 
si Il est une direction nous noterons S(M) la droite appartenant à 0 contenant 
le point M. 
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1.3.2. Étude de 14 projectitm JHIT«IIèIe. 

Cette étude est une simple application des propriétés de l'intersection. 
Soit Il une direction et d'une droite n'appartenant pas à Il, alors II(M) () d' 
est un point de d'; nous définissons ainsi une application de P sur d'appelée 
projection parallèle à Il sur d'. 

Cette application est surjective, non injective et sa restriction à d'est 
l'identité. 

Théorème: Deux droites du plan sont équipatentes. 
Prenons deux droites distiDCtes d et d'et deux points distincts A et A' 

avec A Et d, A' " d' et non éléments de d () d'; la restriction Il d de laprojection 
parallèle Il la direction de la droite A A' sur d'est une bijection. 

d 

Théorème: Si d est une droite du plan P, alors Card P = (Card d)'. 
Rappelons que Card P désigne le cardinal de l'ensemble P; pour démontrer 

le théorème nous devons trouver une bijection de P sur d x d ou encore une 
bijection de P sur d' x dU, où d'et dU sont deux droites séeantes car 
d'après le théorème précédent il existe une bijection de d' sur d et de dU sur d 
donc de d' x dU sur d x d. 
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Notons 6' et 6" les directions des droites d'et d". L'application qui, à 
Me p. lIIlSOCie le couple (M', MU), (M', MU) e d' x dU, où M'est la projeetion 
de M sur d' parallèlement li la direction de dU et MU la projection de M sur dU 
parallèlement li la direetion de d', est une bijection. 

Ce résultat est une introduction à la géométrie analytique; en effet, 
nous lIIlSOCions li tout point de plan un couple de points appartenant li des 
droites (les coordonnées du point). Lorsque les points d'une droite pourront 
être carac.térisés par des nombres nous aurons la géométrie analytique. 

Ceux qui sont choqués par le diagramme de Venn peuvent faire des 
figures li l'aide de la règle et de l'équerre pour illustrer ces théorèmes 

Exemple: 

d 

li 

2. - La droite. 

Nous avons vu que toutes les droites d'un plan mathématique sont 
équipotentes. Nous allons préciser les propriétés que doivent vérifier les droites 
d'un plan mathématiqne décrivant la situation physique. 

2.1. Introduction expérimentale. 

Nous avons fait des tracés à la règle non graduée pour avoir une ligne 
droite, nous allons utiliser maintenant une règle graduée (par exemple un 
double décimètre). 

Traçons une ligne droite avec une règle graduée et choisissons un point 
origine 0 sur cette droite. Nous faisons colncider ce point avec la gradua-

M' 
_. 0 
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tion 0 de la règle; nous avons deux dispositions pour la règle en mettant 
la graduation d'un côté ou de l'autre du point. O. Nous choisissons une des 
deux possibilités et notons I le point coJncidant avec le 1 de la graduation 
en retournant la règle nous notons l' le point coïncidant avec le 1 de la gra-
duation,  pour  traduire  ce  retournement  nous  noterons ­1-

Soit M un point de la ligne droite du même côté de 0  que I, la graduation 
nous permet d'associer au  point M  un encadrement par des décimaux de Dt : 
sous­ensemble  des  décimaux  positifs  ayant  un  chiffre  après  la  virgule  (ici 
3,9 et 4,0).  A  un point M' de l'autre côté de 0  nous associerons un encadre-
ment  par  deux  décimaux  de  D, (ici  ­2,2 et ­2,3). 

Nous  pouvons  faire  trois  remarques  : 

a) En  choisissant  l'autre  possibilité  pour  l,  nous  transformerions  l'en-
cadrement  (x, x') d'un  point  M  en  l'encadrement (-x', -x). 

h) En choisissant un autre point comme origine,  il n'y a  pas de formule 
de  passage  toujours  valable. 

Exemple 1: 

Si  nous  choisissons  comme  nouvelle  origine  le  point 0' correspondant 
exactement  au nombre 2,  l'encadrement (x, x') d'un point M devient (x - 2, 
x' - 2),  en  conservant  le  sens. 

0,
• 

0' , 
2 

M, 

0  0' , 1 ~, . ~2 ~3 

Si  nous  prenons  0'  correspondant  à  l'encadrement  (2,3;  2,4) comme 
nouvelle  origine,  nolIS  obtenons  en  conservant  le  sens  le  tableau  suivant 

Point  Ml  M. 

Ancien  encadrement  (1,5;  1,6~1 (3,2;  3,3) 

Nouvel  encadrement  (­O,9;  ­0,8) 1  (0,9;  1) 

M.  

(4,4;  4,5)  

(2;  2,1)  

L'écart  entre  les  encadrements  est  de 2,3  ou  de  2,4  suivant  la position 
des  points  par  rapport  aux  milieux  des  segments  définissant  la  graduation. 

c) Si les possibilités physiques nous permettaient d'obtenir des graduations 
en  dixième  de  millimètre,  en  centième  de  millimètre...  nous  aurions  ainsi 
pour chaque point des encadrements de plus en plus fins,  or nous avons défini 
un  nombre  réel  conone  une  telle suite  d'encadrements. 
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d) Nous aurions pu faire cette étude avec une graduation fabriquée par 
. l'élève et non centimétrique, puis remarquer la correspondance entre les enca­
drements suivant les unités de mesure; cela est en général fort délicat sauf 
dans le cas où la nouvelle origine est choisie sur une graduation et si l'ancienne 
unité est multiple de la nouvelle; alors si un point M correspondait à la gra­
duation x, il correspondra à une graduation ax + b indépendante de x. 

2.2. Madlématisation de la sItoatioo. 

Si nous nous fixons un point 0 et un sens, nous mathématisons la gra­
duation de la ligne droite par une bijection d'une droite mathématique D d'un 
plan mathématique sur l'ensemble des nombres réels 1R; soitl: D -+ 1R. 

Nous appellerons droite repérée la donnée d'un point 0 et d'une bijecti(JII 
f:D-+R. 

D'autres bijections décrivent la situation physique; le changement de 
sens donne une nouvelle bijection g : D -+ 1R définie par g(M) = -f(M); 
si nOUl! changeons d'origine nous sommes dans la situation de l'exemple 1 
et nous aVons une nouvelle bijection h : D ... 1R avec h(M) = f(M) - b 
avec b = /(0'), le point 0' étant la nouvelle origine. 

Nous définirons donc : 

Une droite euclidûmne est la donnée d'un ensemble D et d'un ensemble :F 
de bijections de D sur 1R tel que si IE:F alors:F est exactement l'ensemble des 
bijections de D sur 1R de la lorme M H f(M) + b ou M 1-+ -J'(M) + b avec 
bE 1R. 

CltaJlgement d'unité: Soit 1: D ... 1R une bijection; le couple (0,1) avec 
/(0) = () etf(1) = 1 s'appelle repère correspondant àf. Si (A,B)e st un autre 
couple de points distincts de D, nous traduisons l'expérience physique de 2. Id) 
par la donnée de la bijection g : D ... 1R teUe que g(A) 0, g(B) = 1 et 
g(M) Œf(M) + Il pour tout point M de D avec ŒE 1R - {O} et Il E 1R. 

Cette bijection est bien unique car si I(A) = a et f(B) = b nous avons 

g(M) = 1 (f(M) a), c'est la formule classique de changement de 
-a 

repère. Nous définissons alors : 

Une droite affine est la donnée d'un ensemble D et d'un ensemble :F de 
hijections de D sur 1R telle que si f E:F, alors:F est exactement l'ensemble des 
bijections de D sur 1R de lalorme a f + b avec a e 1R - {O} et b E 1R. 

2.3. Exploitatioo du modèle. 

C'est la notion de droite affine qui traduit toute la richesse de la situation 
physique, mais eUe n'est pas simple. Il devrait être possible en classe de Qua­
trième de travailler dans un pœmier temps avec la droite repérée et mohtrer 
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dan. un deuxième temps si le niveau de la classe le permet que les résultats 
ne dépendent pas de la bijection choisie dans la famiUe :F, c'est·à-dire si l'on 
remplace la bijection f par af+ b. Le passage de la droite repérée à la droite 
affine par la droite euclidienne peut être utile pour la mathématisation mais 
inutile dans l'exploitation du modèle. 

:l.3.1. BipoiN; « lfIUIU'e algébl'ÛJIIII ». 

Soit (D,f) une droite repérée. Si x = ilM), x s'appeUe l'abscisse de 
M et M l'image de x. Nous appeUerons bipoint de D tout élément (A, B) de 
D X D. Nous définissons la mesure algébrique du bipoint (A, B) de la droite 
repérée comme le nombre réel I(B) - f(A) et on note AB = f(B) - I(A), 
la notation An est abusive car eUe n'indique pas que ce nombre dépend de f, 
mais eUe est justifiée par le théorème suivant dont la démonstration est 
immédiate. 

Théor~me. - Si f(B) - f(A) = f(D) - f(C) alors, si a est un nombre 
réel distinct de 0 et b un nombre réel quelconque 1IOU!I avons aussi 
(af(B) + b) - (af(A) + b) = (af(D) + b) - (af(C) b) et réciproquement. 

L'égalité AB = CD est donc bien une propriété intrinsèque, c'est-à-dire 
indépendante de la bijection choisie dans la famille :F de bijections définissant 
une droite affine. nen est de même de la relation de Chasles; AB + iië = Aé. 

2.3.2. Vecteurs, 

Nous définissons maintenant une relation d'équivalence dans l'ensemble 
des bipoints par ; 

(A,B) 3t (C,D), si et seulement si, AB CD 

La classe d'éqnivalence du bipoint (A,B) s'appeUe vceteur et se note 
AB; nous noterons fi l'ensemble des vecteurs. Si V est un vecteur et A un 
point de D alors il existe un point B et un seul tel que (A,B) e V. -;t 

~ 

...............__ _"'"'il> 
Nous définissons une application de D X D dans u par V œv· = V"-- -- .... ­avec V" = AC si (A,D) e V et (B,C) e V'; 

(A,C) eV œV' 

! 1 

ABC 
~ ~ 

(A,B) e V (B,C) e V· 

~ ~ ~ 

nous pouvons donc écrire par définition AB œBC = AC; il faut naturelle· 
~ 

ment vérifier que le vecteur V" ne dépend pas du point A choisi. 
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... ...  
Nous pouvons définir de même une application de IR x D dans D par 

- - "-li> _ -+ 
x. V = V' avec V' AC si (A,B) e V et A<:; = x 7i:B (ce dernier produit 
est naturellement un produit de nombres réels) . ... 

Il est possible de montrer que D est aussi muni d'une structure d'espace 
vectoriel (cf. 3.33); nous ne le ferons ici que dans le cas du plan. 

2.:1.1. MiR"", wycelltre, 1Ieg1IV1tt. 

Soit (A,B~ un bipoint, il existe alors un point 1 et un seul tel que 
-> ...  
lA lB = 0; ce point s'appelle le milieu du bipoint (A,B). On vérifie immé-
diatement que Ai ëô si  et seulement si (A,D) et (B,C) ont même milieu. 

b+cL'abscisse du milieu de  (A,D)  est a ceDe  de  (B,C)  est  :  les 

deux  milieux  sont donc confondus,  si  et seulement  si,  b ­ a = d ­ c. 
Plus généralement, soit (A,B) un bipoint de D  et À un nombre réel. Dans 

un  repère  donné,  considérons  le  point  d'abscisse  x = À a + (1- À)b; si 
nous changeons de repère, c'est­à­dire  si a' aa + l.!alors x' = Mt + (1-À) 
b' = cxQ.,a + (I-À)b) +P (XX + p. 

Le point G  défini  sur la  droite  repérée  par  mi = À OA + (1 - À) OB 
ou  encore  À GA + (1 -À) GD  0  est  défini  sur  la droite  affine,  car  indé-
pendant  du  repère  choisi,  on  l'appeDe  barycentre du  triplet  (A,B,À). 

Pour (A,B) fixé,  l'application de  IR dans D qui  à À e  IR associe  le  bary-
centre de  (A,B).) est  une bijection et on appelle segment d'extrémités A et B, 
noté  [AB],  l'image  de  l'intervaUe  [0,1]. 

2.:1.1. Drtiite orielttée, tmIre 3", la droite. 

Si  l'on  se  contente  d'étudier  la  droite  repérée,  ce paragraphe est inutile 
car  on  obtient une relation  d'ordre  sur  la droite  en  transportant  la  relation 
d'ordre de  IR par  la  bijection  définissant  la droite  repérée  : 

A  -< B  si  et  seulement  si  a -< b. 

Pour  définir  un  ordre  sur  la droite  affine,  il faut  d'abord  montrer que 
la droite est orientable, c'est­à­dire falre  une partition en deu" classes d'équi-
valence des  repères de la droite affine. On obtient cette partition (0,1) R (0',1') 
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si et seulement si, la formule de changement de repère est donnée par 
l'CM) = af(J.f) + b avec a> O. Orienter la droite, c'est choisir une classe 
d'équivalence. 

Définitlbn. - Une droite affine orientée est un cOU{J1e (D,$') où $' est 
une classe de l'ensemble des bijections $ définissant la droite affine (D,$). 

La relation dans D « A < B » si et seulement si flA) <f(B) ne dépend 
pas de la bijection f choisie dans la classe $' et c'est une relation d'ordre. 
On peut donc munir la droite affine de deux relations d'ordre. 

Remarque. - Sur la droite affine non orientée on peut définir la relation 
« entre» par « M entre A et B » si et seulement si M € [ABJ; mais pour définir 
un ordre il faut préalablement orienter la droite. 

3. - Le piao. 

3.1. Introduetlon. 

Dans le paragraphe précédent nous avons étudié les droites d'un plan 
pour elles-mêmes; nous allons maintenant « comparer )) les graduations des 
droites. 

Prenons deux lignes droites sécantes en un point 0 pris comme origine 
sur les deux droites ct une graduation sur chaque droite. 

o~ô 
7 1 :1 3 D 

Nous remarquerons que les lignes droites joignant les points de même 
graduation sont parallèles. 

D' 

D 
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Réciproquement, si nous avons une graduation sur D nous pouvons 
construire une graduation sur D' par le tracé de parallèles de direction 6. 
Soit p la projection parallèle à 6, nous pouvons constater qu'il y a « presque )) 
égalité pour les encadrements correspondants aux nombres 

P(A) p(B) 
et 

P(C) p(D) 

3.1 MalWmatisalion de III lIituation. 

A partir de maintenant nous ne considérons que des plans mathématiques 
P, appelés alors affines, vérifiant : 

(P,) Toutes les droites sont munies d'une structure de droite affine. 
(P,) Si D et D' sont deux droites, p une projection parallèle de D sur D' 

et A, B, C, D des points de D vérifiant AB = b cr> alors p(A)P(B) = bjJ(C}P(D) 
(Thalès). 

On vérifie alors que la propriété physique: les droites joignant les points 
de mérne abscisse sont parallèles, est une conséquence de ces axiomes. 

3.3. Exploitation du mocIèle. 

On récupère ici le début de la géométrie traditionnelle de Troisième 
application du théorème de Tbalès au triangle (triplet de points non alignés), 
au trapèze (quadruplet (A,B,C,D) tel que les droites AB et CD soient parallèles) 
et « réciproque )); projection du milieu d'un bipoint; symétrie centrale 
l'image d'une droite et une droite parallèle ..• 

3.3.1. ÉtIUIe • pŒl'al/ilofll"4lMV. 

On appelle parallélogramme un quadruplet (A,B,C,D) tel que les bipoint8 
(A,C) et (B,D) aiellt mêllU! milieu. 

La symétrie centrale par rapport au milieu commun conserve le parallélo­
gramme ce qui a pour conséquence que les droites, lorsqu'elles existent, AB 
et CD d'une part, AD et BC d'autre part sont parallèles. 

II y a différents types de parallélogrammes 
Parallélogrammes dégénérés : 

• • . 
A,;; B C_O A 0 B C 

Parallélogrammes non dégénérés : les droites AB et OC d'une part, 
AD et BC d'autre part sont distinctes donc parallèles. On peut d'ailleurs 
démontrer la réciproque. 

Énonçons maintenant le théorème fondamental sur le parallélogramme. 
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Théorème. - Tout parallélogramme se projette suivunt un paralféloçramme ; 
de plus, si un quadruplet se projette suivant deux directio1lS distinctes, à cluv{ue 
fois sur un parallélogramme, alors ce quadruplet est un paraOélogramttUl. 

La partie directe résulte de la conservation du milieu pat projection. 
Démontrons la deuxième partie en remarquant (Thalès) qu'on peut faire 
les deux projections sur une même droite. 

Il D 

Le milieu de (A,C) appartient à Il' (i') où i' est le milieu de (a',c') et à 
ô(i) où i est le milieu de (a,c); c'est donc ô(i) ('\ ô'(i') et il en est de même du 
milieu de (B,D). 

Théorème. - La relation entre bipoillts du plun, appelée équipollence: 
«(A,B) équipoOent à (C,D) si et seulement si (A,B,D,C) est un parallélogramme » 
est une relation d'équivalence. 

La réflexivité et la symétrie sont immédiatement vérifiées. A l'aide du 
théorème 3.3.1, on se ramène à des parallélogrammes dégénérés pour lesquels 

~ 

la démonstration est faite en 2.3.2 et 2.3.3. On appelle vecteur, noté AB, la 
classe d'équivalence du bipoint (A,B) et on note P l'ensemble des vecteurs. 

li est impossible de dessiner sur une feuille de papier (illustration de 
l'espace à 2 dimensions) un bipoint (élément de P x P, espace de dimension 4); 
il faut donc marquer les deux points en indiquant que A est le premier et B 
le second, exemples : 
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•..  
Fm. Dll. 

Somme de deux vecteurs ........  
Par définition du parallélogramme, si V E P et A E P, il existe un et un 

seul point B de P tel que (A,B) EV. 
Comme dans le cas de la droite (2.3.2) nous pouvons définir par une 

construction indépendante du point A une application de P x P dans Ppar 
................ -- :1' ,;:-t. V œV' = V' avec Vu = AC si (A,B)e v et (B,C) EV'. ....... ....... .......  

Nous avons par définition la formule de Chasles : AB œ BC AC. 

;;:;ç;_v.v- c 

-- -,A 8C~v· 

Ai.v 8 

Fm. Bt4. 

L'associativité et la commutativité de la loi œrésultent de la construetion; 
-» .......... -

le vecteur, noté 0, dont un représentant est (A,A) vérifie V œ0 =  V, c'est 
..... - ::::-t ..... ­­+

donc un élément neutre et tout vecteur V a un symétrique V' =  BA si V =  AB.... 
L'ensemble P est donc muni d'une structure de groupe commutatif. 

Multiplication d'un vecteur por un réel 

Comme dans le cas de la droite (2.3.2) nous pouvons définir une appli-
cation  de  IR XP dans P,  avec  V' = x.V,  où  V' = AC  avec  Ac::  ­ x AD ...........  
siV=AB. 

Les  propriétés  suivantes  résultent d'un calcul  algébrique  sUT  la droite ....  ....  ... 
(x + .l').V =  (x.V) œ(y. V)...  ...  

x.(y.V)  (x.l').V ........  
l.V=V 

La  dernière  propriété  résulte  du  théorème  de  Thalès. 
-+;'fl .....  ___1 

x.(Vœ v·)=(x.V)(il(x.V) 

Théorème. ­ Si (A,B,C) est un triangle et M un point du pltm, alors il .............   ~ 

existetm couple unique (x,y) de nombres réels tels que AM =  (x.AB) (il (y .A<.;). 
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- - -
Le triangle (A,B,C) s'appelle repère affine, les nombres x et y sont les 

coordonnées de point M dans ce repère. 
Projetons M en Psur AB parallèlement à AC et en Q sur AC parallèle-

A • P 

ment à AB. Alors AM = AP El) AQ et si x désigne l'abscisse de P sur la 
droite AB dans le repère (A,B) et y l'abscisse de Q sur la droite AC dans le 

-::'Ci'-----j<IM 

FIO. BIS. 

-+ ---- -- -- -- -­repère (A,C) ona AP = x.AB et AQ = y.ACd'où AM = (x. AB) El) (y. AC). 
Démontrons l'unicité; 

-- -- -+ -- -­supposons AM = (x. AB) El) (y. AC) = (x' AB) El) (y'. AC) avec x # x' ; , 
nous aurions alors AB = y - ~ AC donc A,B,C alignés ce qui est absurde 

x-x  
donc x = x', de même on démontre l'égalité y = y'.  

La Géométrie 

document de travail de l'I.R.E.M. de Lyon, 

rédigé par L. DUVERT, R. GAUTHIER, 

M. GLAYMANN, A. GOURET et A. MYx. 

1. - Introduction. 

Ce document a été écrit à l'intention des maîtres; il a pour objet de pré­
senter, dans le cadre des nouveaux programmes, la géométrie en classe de 
Quatrième; mais il ne peut en aucune façon être considéré comme un cours 
pouvant être présenté tel quel aux enfants; cependant, nous avons largement 
tenu compte de la recherche effectuée par l'équipe lyonnaise dans les classes 
expérimentales et pour certaines partics de ce document - indiquées par 
un trait en marge -nous avons reproduit des fiches de E. Galion 4, éditionl971. 

La géométrie reste pour le moment un domaine privilégié du raisonnement 
déductif, mais il faut rappeler qu'elle a une origine purement expérimentale, 
et que dans sa forme définitive, c'est une véritable théorie mathématique; 
l'enfant aura fait un progrès considérable, lorsqu'il aura saisi ce cheminement. 
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