La géométrie en quatriéme

P, Buisson,
LR.EM. Strashourg.

Les débuts de Penseignement traditionned de la géoméinie étaient empoi-
sonnés par des considérations métaphysiques sur ee qwest un point, une
droite, un plan, €6 la suite par la dificnité de distingaer ce gui est observation
de Pespace physigus de ce qui feit partic d’une théotie mathématique, en
particulier de ee gu'il faut démontrer 3 partir de prémisses clsirement posées.
Le langage ensembliste scquis dane les classes précédentes va permetire de
dépasser o6 probléme en distinguant nettement co qui est oxpérimental de
ce qui est théorie mathdmatique.

Le but de cet addicle est de montrer comment Ja géométrie peut étre
enseignés dans Pesprit des nouveaux programmes dans une classe de Quatriéme,
Finfluence des discussions avee les expérimentatenrs de I’ Académie de Stras-
bourg & ét€ déterminante pour la rédaction de get article et fe plan suivi. T
est naturellement impossible de répondre objectivement & 1a question : « Un
tel enseignement est-il adapeé & Uenfant de 13-14 ans? » D)ans deux ou trois ang
les maltres pourront donner un début de réponse, mais actueilement les
réponses ne peuvent &tre qu'affectives.

De nombreuses personnes estiment que Penseignemont de la Mathé-
matique doit étrs posée en fonotion des futirs utilisatenrs {souvent tradi-
tionnels : physiciens, mécaniciens, ingdnicurs, mathématiciens...); cela est
peut-8tre vrai dans I"enseignement supéricur (département de Mathématiques,
Classes Préparatoires, Grandes feoles...) mais pas dans le premier cycle de
Penseignemsnt secondaire ob il doit surtout contribuer & fa formation générale
de Penfant par 'apprentissage d'un langage précis, d’une méthode d’analyse
des problémes et d’un mode de raisonnement.

Mous allons donc montrer comment la méthode axiomatique permet de
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mathématizer une situation concrdte, Ad départ il y a des objois physiques
(feyilles de papior, tableau noir, teaits tracés A fa régle...) et des manipulations
d’otyets physiques (régles, compas, éguerre...); nous observons des propriétés
et nous en privilégions certaines. Nowus considérons alors un ensemble dont
les éléments vérifient les proprifités privilégides noncées en Jangage ensermnbliste
(ce sont les axiomes ou thégrémes admis) puis pous déduisons alors de ces
axiotiies lo maxitium de propri€iés vérifibes par les Siéments de oot ensemble
{ce sont les théortmes démontrés).

Mous ne nous préoccupons pas de Iz & natare » des &léments ot de I'en-
semble, mais nous illustrerons ces propriétés par des dessing comme celaz a
étd fait en Sixidme et en Cinquidéme, Le dessin illustre des propriétés, parmet
de les retenir mais ne les justifie pas. _

11 ¥ & évidemment un arbitraire dans le choix des axiomes (fa notion do
vEritd mathématique est relative) of le programme de Quatridme n'impose
pas d'axiomatigue, nows en proposons une ici,

Dans Penscignement traditionnel de Ja gpéométrie, fondé sur I"axioma-
tique d'Buciide-Hilbert, toutes les notions btaient indispensables gu départ :
langueur, angle, perpendicularité, parallélisme... et fes axiomes ford nombreux;
de plus, la plupart d'entre ¢ux n'étalent pas explicités; il était donc difficile
de savoir st une propriété &tait admise ou A démontrer. Par contre nous suggé-
rons ici d’introduire les axiomes les uns aprés les autres et de les exploiter au
maximum 3 chague &ape. I est aussi plug facile d"expliquer ce qu’est un
raisopnement déductif forsque peuy d’axiomes entrent en jou.

Dans Pexposé qui va suivree les axiomes sont choisiz snffisamnient forfs
pour rendre jes démonstrations phis faciles. La premigre partie, cotisacre aux
axiomes d'incidence, permet d'utiliser les notions ¢t ke langage introduite
dans les classes précédentes £t peut done 8tre traitée dés le début de la
Quatridtme, Par contre les autres parties, droite et plan, doivent 2re précédées
de lintroduction de 'ensemble des nombres réels #: c’est pourquoi il est
utile dc ne pas intégrer P'étude des axiomes d’incidence dans eelle du plan.

Remarquons pour termminer que les nouveaux programmes sont axés
essentiellement sur la construction des nombres ¢t le calcul algébrigue, utilisés
par ls suite en péométre, alors que fes anciens programmes étaient axés sar
la géométrie qui permetiait d’introduire les nombres irrationnels (segments
incommensutables...); la géométrie est donc lz partie la moinz imporiante
du programme de Quatriéme.

1. — Les axiomes d’incidence.

1.1 Introduction des axiomes.

1'étve de Quatridme a utilisé dés P'enseignement élémentaire les mots,
point, ligne droite, lignes droites paralidles, plan; il a toujours admis les
faits suivanis justifiés par le tracé au crayon A Ja rdgle of & 'équerre, ke plan
<tant 1a feville de papier on le tableau noir,
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¢} Par deux points passe une ligne droite et une scule,

5) Par un point extérieur & une ligne droite passe une et une scule ligne
droite paralidle & la précédente.

L'éidve remarquera aussi kes faits suivants encore plus évidents :

} B exists des fipnes droites.

d} Une ligne droite a beaucoup de points (plus de deux aous suffirons),

¢) En dehors de chaque ligne droite on peut trouver un point.

1.2, Msthématisation de la siimation.

Soit P un ensemble et T un ensemble de parties de P,
Le couple (P, D) ost appelé plan mathématique i P et 9 vérifient les
propriftés suivanies :

:g I existe un élément dans D et aucun élément de D mest deal & P

St detD alors d contient au moiny deux poins distincts ot, 51 A & P

et B e P sont divtincts olors i exizte an éidment de D ef un sewd conte-
nant {4, B).

¥
:

on note & = AB

@ SideDetAcPavec A ¢ d, alors il existe ua ¢ un seul slément
deDitel que Aecd et drnd =p1,

e
o
i

Habituellement les éléments de P sont appelés poinis ¢f notés par des
letires majuspules A, B...; ceux de D sont appelés droites ¢t notés par des
feftres minuscnles d, 47...

Les axiomes peuvent Btre ilfustrds aussi biep par des diagrammes de
Venn que par des lignes droites tracées & Ia régle (de telles lignes deviennent
dailleurs au microscope des diagrammes de Vennl).

Avant d'introduire cette terminclogie on peut monirer que
P ={4, 8, C, E} avec D = {{A, B}, {A, C}, {A, E}, {B, C}, {B,E}, {C,E}}

est un pian mathématique. Il est égaloment possible de découvrir un plan
mathématique & neuf points,
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1.3, Explolistion da modile.

Nous nous plagons dans uvn plan mathématigue, ensemnble deg droites
gtant désipné par D,

131, Fude du pavallétisme,

Pour des droites notdes 4 et &' fes trois situations suivantes sont possibles :

i

ane s R
.4
Mg

« &1 o estun gingleton ' 2

Dans co dernier cas les deux droites sont dites séeantey,

Définition : On dit qu'vne droite d est paralldle 3 une droite 4 si Pinter-
section d n d' wWest pas un singleton.

En particolier une droite est paralldle A elleméme.

Nous notons d//d’ pour « d paralidle A d' »,

Théoréme: Le parallélisme est une relation d'équivalence.

On peut vérifier ce théoréme dans le cas du plan mathématique & quatre
points ot & neuf points. Démontrer un théoréme pour des ensembles finis
revient A faire ob certain nombre de vérification; mais dans le cas général
les démonstrations devront &tre formelles et il est nécessaire d™utiliser des
lettres -— appelées variables — qui peuvent désigner un élément quelconque
de "ensemble domaine de variation des lettres,

La réflexivité et la symétrie sont évidentes; démontrons la {ransitivitd.
Pour cela remarquaens dabord que () s'énonce de maniére équivalente :

BideD et AeP alors i existe une ef senie droite & contenant A et
paralléle & 4.

Nous voulons démontrer que si d est paralidle & 4" et d° & 4 alors d st
également paratdle 3 4.

Si dnd” =g nous avens le résultat voulu; sl d n d” # o désignons
par M un point de dnd”, La droite 4 vérific ;

dijd ot M e d; la droite & vérific : ¥} jd’ et M e d”; daprés Punicitd
de la droite contenant un point donné et parallls 3 une droite donnée nous
avons d —= &,

Nous appellerons direction d'une droite 1a classe d’8quivalence de celte
droite; nous noterans les divections par les letives 8§, &, 87... 8i MeP ¢t
st 8§ est ume direction nous noterons (M) ia droite sppartenant & 5 confenant
le point M.

e 3D
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1.3.2, Ewde do la projection paraltele.

Ceite étude est une simple application des propriétés do Pintersection.
Soit & une direction et 4" une droifte nappartenant pas & 3, alors 8(M) n &
est un point de d°; nous définiseons gingi une spplication de P sur d’ appelée
projection paralléle & 8 sur d'.

Ceite applicafion est surjective, non injective et sa restriction & 4’ est
Fidentité.

Théordme : Deux droites du plan sont éguipatentes,

Prenons deux droites distinctes o ¢t 4’ ¢t denx points distinets A et A’
aves A ed, A" ed ¢ von Eléments de d n % 1a restriction & 4 de la projection
paraligle 3 iz direction de 1 droite A A’ sur " est une bijection.

Théoréme; Si d est une dreite du plan P, alors Card P == (Card d)%,

Rappelons que Card P désigne le cardinal de ’ensemble P; pour démontrer
le théordme nous devons tronver une bijection de P sur 4 X 4 ou encore une
bijection de P sur &' X 4", ob d' et 4" sont deur droites sécantes car
d’aprds o théordme préoédent il existe une bijection de d" sur det de d” sur d
donec de d° X 4" sur f X 4.
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Notons &' ot & les directions des droites 47 ef 47, L'application qui, 3
M & P, associe Ie couple (M', M}, (M, M"1ed’ x d, ol M’ estla projection
de M sur & paralldiement a Ia direction de d” ¢t M™ la projection de M sur 4
paralltglement A ja direction de 4°, est une bijection.

Ce résultat est une introduction & la géométrie analytique; en effet,
neus kssowions & tout peint de plan un couple de points appartenant & des
droites {les coordonndes du point). Lotsque les points d’une droite pourront
Sire caraclérisés par des nombres nous aurons la géométrie analytigue.

. Ceux gui sont chogués par ke disgramme de Venn peuvent faire des
figures & Puide de la rigle et de 'égquerre pour ilustrer cos théorémes :

Exempls:

2. — La droite.

Nous avons vu gue fontes les droites d'un plan mathématinue sont
équipotentes, Nous allons préciser les propriéids que doivent vérifier les droites
d*un plan mathématique décrivant ja situation physique.

2.1, Introduction expérimentale.

Nous avons fait des tracés 4 la rBgle non graduée pour avoir une figne
droite, nous allons utiliser maintenant wne régle graduée {par exemple un
double décimetre).

Tragons une ligne droite avec une régle graduée et choisissons un point
origine O sur cetfe droite. Mous faisons colncider ce point aves la gradaa-

W' roQ i M
-1 ] 1
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tion ¢ de ia rdgle; nous avons deux dispositions pour Ta régle #n mettant
lz graduation d'un ¢dté oy de Pautre da point O, Nous choisissons une des
deux possibilités ot notons 1 Ie point colneidant avec le | de fa gradaation
en retournant la rigle novs notons I’ le point coincidant avec le | de la gie-
duation, peur tradvire ce retoumement nous noterons —i.

Soit M un point de 1a ligne droite du méme cbté de O que 1, ia gradaation
nous permet ¢’associer au point M un encadrement par des décimaux de D7
sous-chsemble des décimaux positifs ayant un chiffre apés ta virgule {ici
3,9 et 4,0}. A un point M’ de Fauoire cdié de O nous associerons v encadre-
ment par deux décimaux de By fici —2,2 et —2,3),

Nous pouvons faire trois remarques :

a} En choisissant I"autre possibilité pour 1, nous transformerions Pen-
cadrement (x, x') d’un point M en Pencadrement (—x', —x).

5) En choisissant un antre point commie origine, i n'y a pas de formule
de passage toujours valable.
Exemple 1:

8i nous choisissons comme noavelle origine le point ' eorrespondant
exactement au nombre Z, Uencadrement (x, x7) d'un point M devient {x — 2,
X'« Xy en conservant le gens,

P—

[« I o »
4] 1 2

C 1w 9' M, M,

Si noug prenons O correspondant & I'encadrement (2,3; 2,4) comme
nouvelle origine, nous obtenons en conservaot le sens le fableau suivant !

Paint M, M, M,
Ancien encadrement (1,5; 1,6} 3.2; 3,3 4,4; 4.5
Nouvel encadrement {~0,9; —0,8) AR Y (2; 2,1)

L'écart entre les encadrements esi de 2.3 on de 2.4 suivant Ia position
des poinis par rapport aux milieux des segments définissant la graduation,

<} 8iles poseibilités physiques nous pexrmettaient d’obtenir des graduations
en dixidme de milfimétre, en centiime de millimétre... nous aurions ainsi
pour chagne point des encadrements de plus en plus fins, or nous avons défini
un nombre réel comme une tefle suite d’encadrements.

o JAD
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d) Mous anriots pu faire oette dude avec wne gradustion fabriguée par

. I’&idve et non centimétrique, puis remarguer Ja correspondance entre les enca-

drements suivant les unités de mesure; cela zst en général fort délicat sauf

dans le cas ot 1a nouvelle origine est choisie sur upe graduation et si Fancienne

unité est multiple de 1a nouvefle; alors €i un point M correspondait 4 la gra-
duation x, il correspondra A une graduation ax + b indépendante de x.

2.2. Mathémaiisation de Ja sftaation.

8i nous nous fixons vn point O et un sens, nous mathématisons a gra-
duation de la Hgoe decite par une bijection d'une droite mathématique D d'un
plan mathématique sur I'ensemble des nombres réels R; soit £: D — iR,

Nous appellerons droite repérde la domwnée dun point Q et d’une bijection
fi: DR

I»'autres bijections décrivent la situation physique; lo changement de
sens donne une nouvelle hijection g : D — R définie par g(M) = —f{M);
§i nous changeons d'crigine nous sommes dans Ia situation de "exemple 1
et nows avons une nouvelle bijection £ : D~ R avec M) = f(M}— &
aves b= {07, ke point O éiant s nouvelle crigine,

Nous définirons donc :

Une drofte euclidienme est Ia dovnée dun ensemble D ¢t d'un ensemble ¥
de bijections de D nur R tel que 5i fe ¥ alors F est exactement Fensemble des
bijections de ¥ sr IR de la forme M (M) + b ou M— —F(M) -+ b avec
be iR,

Changement Sunité: Soit £ ; D ~ R une bijection; ke couple (0,1} avee
FIO) =V et KN = I s'appelle repére comrespondant & 7. 8i {A,B)e st un avtre
couple de points distinets de D, nous traduisons expétience physique de 2. 1 d)
par la donnée de Ia bijection g : D ~ R telle que g(A) =0, g(B) =1 &t
20M) = of(M) + B pour tout point M de D avec ne R — {0} st pe R.

Ceite bijection est bien unique car si f(A) = a ef f{B) = b nous avons
(M) = 5 ! = {fiM) - a}, cest ja formule classique de changement de

Tepére. Nous définissons alors :

Une droite affine est la donnée dun envemble D et d’un engemble ¥ de
bijections de D sur R telle que si £€F, alors ¥ est exactement I'ensemble des
bijections de D sur Rde laforme  af+ b  avecac R—{0}erbe R,

2.3, Exphitation du modile,

C’est 12 notion de droite affine qui traduit toote la richesse de ia situation
physigue, mais elle n'est pas simple. Ii devrait étre possible en classe de Quix
trigme de travailler dans un premder temps avec la droife repérée et mobtrer
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dans un deuxidme tempe si lo nivean de la classe le permet que Jes résultats
ae dépendent pas de la bijection ¢hoisic dans la famille F, ¢'est-d-dire 5i 1on
remplace la bijection f par 4f + 5. Le passage de la droile repérée & la droite
affine par la droite cuclidienne peut &tre atife pour la mathématisation mais
inutile dans Vexploitation du modile.

2,31, Bipoint; « mesure alpdbrige ».

Soit (D, ) une droite repérde. Si x == (M), x s’appelle 'abscisse de
M ot M Vimage de x. Nous appellerons bipoint de D tout élément (A, B) de
D x D, Nous définissons 1a mesure algébrigue du bipoint {A, B} de la droite
repérée comme le nombre réel f(B} — f(A) et on note 4B = f(B)— fA),
fa notation AB est abusive car elle n'indique pas que ce nombre dépend de f,
mais cHe est justifide par lo théortme suivant dont la démonstration est
immédiate.

Théoréme. — 87 f(B) — Kd) = KD) — AC) alors, si a est un nombre
réel distinct de O et b un nombre réel quelcongue nous uvens gussi
{(af(8) + b) — (a4} + b) = @D} + b) — (af{C) + b} e réciproquement.
I'égalité 48 —= CD est donc bien une propriété intrinsdque, c’estd-dire
indépendants de 1a bilection choisie dans ia famille ¥ de bifections définissant
un¢ droite affine, 11 en est de meme de la relation de Chasles : AF + 8C = AC.

3.2, Vectears.

Nous déEnissops mainienant une relation 4'éguivalence dans Pensemble
des hipoints par :
(A,B)} R A(C,D), 5 et seulement si, AB = €D

La classe d'dquivalence du bipoint (A,B) ¢'appelie vecteur et se note
Xﬁ; nous noterons D Pensemble des vecteurs, Si V est un vecteur et A un
point de D alers il existe un point B of n seai t# que {A,B}ei”.

Nous déﬁmssons une apphcatiou de D x D dans B par v 5] V=V
avee VP AC  sADIeV et  (BOeVY;

—F

ACeVa V

i ] ]
A B C
(ABYeV (BCOeV

nous pouvons donc écrire par définition AB@BC < Zé; il faut naturglle-
g
ment vérifier que le vecteur V' ne dépend pas du poiat A choisi,
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Nous pouvons déﬁmr de méme une application de IR T dans D par

x. V=V avee V= AC # {AB)QV et AC = x AB {(ce demier produit
est naturellement un prodait de nombres réels).

1} est possible de montrer gue D est aussi muni d'une structure d’espace
vectoriel (of. 3.33); nous ng le ferons ici que dans le cas du plan.

2.3.3. Milieu, berycemtvre, segmint.

Soit. (A, B) un bipoint, il exists slors wn point J et un sewl tel que
7.4 4 JB = 0; e point s'appelle le arifien du bipoint {A,B). On vérific immé-
diatement que AB = D s et seulement si {A, D) et {B,C) ont méme mitieu,

' 5 ¢ n
1 P 8 ¢ f
5 +d celle de (B,C) est ;c; lez

deug milieux sont donc confondus, si et seuiement B, d—gw=d—g

Plus généralement, soit (A, B} wn bipoint de ID et ). wvn nombre récl. Dans
un repére donné, considérons le point dlabscisse x = A g4+ {1 —2)b; s
nous chatigeons de repére, Cest-A-dire sl o’ = o - P alors ¥’ = o’ 4+ (1 —1)
b == wfda 4 (1 A} + P = wx - B.

Le point G définl sir la droite repérée par OG = A 0A + (1 —2) OB
ou encore A GA -+ (1 —21) GB == 0 est défini sur la droite affine, car indé-
pendant du repére choisi, on Pappelle Baryeentre du triplet (AB,A).

Pour (A,B) fixé, I'application de R dans I qui & A & JR associe ¢ bary-
centtre de (A,B,A) ¢st une bijection et on appelle segment d'extrémités A et B,
noté [AB], I'image de Uintervalle [0,1]

2.3.4. Droite oriemtéde, ovire sur la droite,

8i on s¢ contente d'étudier la droite repérée, cc paragraphe est inutile
car on abtient une relation d'ordre sur la droite en transportant la relation
dordre de R par la bijection définissant la droite repérée ;

A < B g et seulement 55 g < b,

] A .4
H ¥ A

Pour définir un ordre sur la droite affine, if faut d'abord montrer que
1a droite est orientable, c'est-d-dire faire wne partition en deux classes ¢'équi-
valence des repdres de Ia droite affine. On obsient cette partition (0.1} R (07,10

— 345 —




Bulletin de TAPMEP n°279 - Mai/Juin 1971

si et seulement si, la formule de changement de repére est donnée par
FiM) = a (M) + b avec a > 0. Orienter 1a dreile, c’est choisir une classe
d"&quivalence.

Définition. — Une droite affine orientée est un couple (D,F'} oft ¥’ est
une classe do Uensemble des bijections F définissemt Ia droite affine (D.F).

La reiation dans D « A < B » o et seulement si A{A) < f{B) ne dépend
pas de Iz bijection f cheisie dans la classe ¥’ et ¢’est une relation d’ordre,
On peut dope munir la droite affine de denx relations d’ordre.

Remargue, — Sur la droite affine non onientée on peut définir la relation
« entre » par « M entre A et B » si of sealernent si M £ [AB]; mais pour définir
un ordre il faut peéafablement orenter la droife.

3. — Le plan.

1.1, Intreduction,

Dang je paragraphe précédent nous avons étudié les droites d'un plan
pour efles-mémes; nous allons maintenant « comparer » les graduations des
droites.

Frenons deux lignes droiter sécantes £n un point € pris comme origine
sur fes deax droites ¢t une graduation sur chaque droite,

Nous remarqeerons que les lignes droites joignant les points de méme
graduation sont paralidies.

e YA
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Réciproguement, si nous avons une gradustion sur 1D nous pouvons
construire nne graduation sur D' par le fracé de paralléles de disection B,
Soit p 1a projection parslitle 4 §, nous pouvons constater qu'il ¥ a « presgua »
égalité pour les encadrements correspondants aux pombres :

32 Matbimatioation de 1z sitaution,

A partir de maintenant nous ne considérons que des pians mathématiques
P, appelds alors affines, vérifiant :
(P} Toutes les droites sont munies d’une structare de droite afline.
(Py) 8i I» et D' sont deux droites, p nne prejection paralidle de 1 sur 1
et A, B, C, D des points de D vétifiant AB == b CD alors p{A)p(8) == 5p(Ci{D)
&s),
('I“.hxé}n vérifie alors que ia propriété physigue: leg droites joignant les points
de méme abscisse sont paralldles, est une consbguence de ces axiomes.

3.3, Exploitation da modéle.

On récupére ici le début de la géométrie traditionnelle de Troisitme :
application du théoréme de Thalés au triangle (iriplet de points non alignds),
au trapéze {quadruplet (A, B,C,D) tel que les deaftes AB et CD soient parafléles)
et « réciproque »; ptojection du milieu d’un bipoint; symétrie centrale
I"enage dune droite et une droite paraliéle...

3-3*1- Em dﬂpﬁrﬂlﬁhgzma

On appelle paratlélogranume un quadruples (A, B,C.D) tel que les bipoinis
{4,C) et {B,D) aient méme milieu,

La symétric centrale par rapport au milteu commus consetve le paratiélo-
gramme ce qui a4 pout gonséquence que les droites, forsqu’elles existent, AB
et D d'une part, AD ot BC d'autre part sont paralitfes.

Il v a différenis types de paraliélogrammes :

Paraliélogrammes dégénérés ;

L *® ] § »
BB 0uD A=D Culr -3 D -] <

Parafiélogrammes non dégénérés 1 les droites AB et DO d'ume part,
AD ¢t BC d’autie part sont distinctes donc paralitles. On pent d'aillenrs
démontrer la réeiprogue.

Enongona maintenant le théordme fondamental sur s paraﬂéiogramme.
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Thévréme, - Tout parallélogramme se projetie suivant uwn parallélogramme ;

de plus, si wn quadrupiet se prejette suivant deux directions distincees, & chaque
Jois sur un paralidiogramme, alors ce guadruplet est un paraiflélogramme.

La partie directe résulte de la conservation du miliew par projection,
Démontrons la deuxitme partie en remarquant (Thalés) qwon penat faire
les deux projections sur une méme droite,

l ‘f‘ * “ i' FAS &’ “ v ]
La figurs ci-dossus rasgembic toutes fex notations,

Le mitien de {A,C) appattient & 3" (') o& i" est l¢ milieu de (g’ et
5(i) ol i ¢st le milieu de (a,¢); ¢’est done 8 n 6’} et il en est de méme du
miliez de {B,D}.

3.3.2. Vectewrs du plan.

Théordme, — La relation emtre bipoints du plan, appelée éguipollence:
« {A_B) éqdpolient & (C_ D) 5i et sevlemens 5i (A,B,D,C) est un parailélogramnie »
est une relation J éavivalence.

La réfiexivité et la symdétrie sont immédiatement vérifides. A FPaide du
théorkrmue 1.3.1, on se raméne & des parallélogrammes dégénérés pour lesquels
1a démonstration est faite en 2,3.2 et 2.3.3. On appelle vecteur, noté AB, la
classe d'équivalence du bipoint {A,B} et on note T Pensemble des vecteurs.

H est impossibie de dessiner sur une feuille de papier (illustration de
Fespace A 2 dimengions) un bipoint (dément de P X P, espace de dimension 4);
il favt doac marquer les denx points en indiquant gue A est le premier et B
Iz second, exemples ¢

o 4B
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Somme de deux vecteurs
Par définition du parsliélogramrme, si Veb et AeP, il existe un et un

seul point B de P tel que (A,B)eV
Comme dans le cas de Ja droite (2.3.2) nous pouvens définir par une

construchon mdépendante du point A une application de PP dans P par
VoV=Vauw V=4 s@4aBeV o @OeV.
Nous avons par définition 1z formule de Chasles : AR @ BC = AL

ok
ACa VY -
F ) El ?‘
M.y B
Fr. Bid.

L'associativité ot fa commuiativité de In loi @ résuitent de la construction;
lz vectzur, noté 3, dont un représentant ast (A,A) vérifie V Qahﬁ m—‘i;', ’est
done un élément nevire et tout vectenr V a un symétrique V= BAsV =28
L'ensemble P est donc muni d'une structure de groupe commutatif,

Multiplieation d'un vectewr par un réel
Comme dans le cas de Ia droite {2.3.2) nous pouvons défipir une appli-
mta;?n de R X P dans P, avee V' = 2.V, ot V" = AC avec AC =2 AB
& ¥ = AR,
Les propriéés suivantes résulicnt d'un caleul algdbrique sur 1a droite :
c+NIV=ENouH
%Ny = (9).V

—* e

1V ¥
1a derniére propriété résulte du théoréme de Thalds.
x.& & v‘) = (x.?) D (x.i*")

3.3.4. Rupire affine.

Théorime, — St (A,8,C) est un trigagle et M un pamr dupiau, alors il
axiste wx couple wiigue {%,Y) do nombres rdels t2ls que AM = {x. AB) D (. :1?2)
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Le triangle (A,B,C) s’appelle reptre affine, les nombres x et y sont les
coordonnées de point M dans ce repére.

Projetons M en P Psur AB parallélement 32 AC ct en Q sur AC paralléle-

ment & AB. Alors AM APG) AQ et si x désigne I'abscisse de P sur la
droite AB dans le repére (A,B) et ¥ ’abscisse de Q sur la droite AC dans le

A B P
Fig. B15.

repére (A,C) ona AP = x.AB et AQ = y.AC d'oi1 AM = (x.AD) ® (y.AC).
Démontrons 1'onicité;

supposons AM — (x.A_'B) o (y.ﬁ) = (x’.ﬁ) @ U'.Ké) avec x # X';

nous aurions alors AB = J;—__:, AC done A,B,C alignés ce qui est absurde

don¢ x = x’, de méme on démontre Iégalité y = ',
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