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Construction des réels
a partir des décimaux

Berpard XiTTEL,
LREM. Strashourg.

Les programmmes traditionnels du second cycle comportaient Pétude
de @ sous la forme des fractions, puis & pariic de @, 1a « construction » de IR,

L¢3 nonveaux programmes mettent accent sur Pensemble dss nombres
décimaux 2; Putilisation aisée de D pour lss calouls approchés permet d’iniro-
duire les suites décimales et, 4 partir de 13, Pensemble IR avec sa structure de
corps ordenné.

On sz propose d’indiquer les étapes successives d"une construction possible
dn corps ordonné IR A partir de D,

L - Rappels sur Pensemble des décimaux D.

Pour tout entier n 3> 1 on désigne par D, Pensembie des décimaux
ayant « » chiffres aprés Ia virgule ». Cl'est "ensemblo des sombres de Ia forme
.10 otaeZ;sla>0onditquea.107%¢ DL sia 0, a.107% D],

On pose By = & ot a)muop*.

L]

Claitement P,, » B, g

Enfin P ¢st muni d*uns structure d’anueav ordonné gqui prolonge celle
de Z, On note D+ ot D~ les dcimaux positifs et négatifs.

Cet ensemble P ne contient pas tous les « nombres »; il est facile de voir
qu'il ne contient pas le guotient de 22 par 7, ol « le nombre » d tol que &% = 2.
Ceci motive I3 construction gui va suivre.

II. — Les développements décimaux,
1. Notions générales sur Ies suites de décimaux.

On appehic suite de décimaux toute application de &V dans D, Or note
u= (u.ne€ N ou plus simplement w == (u;) une telfe suite.
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On posc les défindtions suivantes ¢
La suvite w = (#,) est croissante lorsque :

VaelN sy,

La suite & = (12.) est déeroissante lotrsque :
Vae N Hypy = i,

La swite u = (u,) converge vy fe déchnal 1 lotsque
VmelN, 3pm)e N, Y plm) ju,— 1| < i107™

Les suites u=(x} et v=={y) sont équivalentes lorsque la suifc
d = {uy— v} converge vers 0. On éorit & p ¥ pour exprimer que u ot ¥ sont
équivalenies.

2. Développement décimal,

On appelle développemens décimal positif vne suite de décimaux d = {d,)
1elle que :

i) YnelN d,eD}

i} le quotient de 10%, par 10 est 1074, _,.

On appelie développernent décimal négatif wne suite de décimaux d = {d,}
telle que s suite —d = {(—d,} soit un développement décimal positif,

On note B Pensemble des développements décimaux,
. Un développement décimal 4 = {d,) pour lequed il existe me IV tel que
a=md,=d, sappelle le développement décimal du décimal 4.

Ainsi le développement décimal de 1,25 est

=1 dy=12 n»2 dy=1725

Propusition 2-1.

Si d est un développement décimal positlf, alors Yre W . Yke N,
dypy—d, <107
Enefletd,,,—d, < H10 0 1 10-0re® |+ 10-6+8) < 107"

Proposition 2-2,
5t d er &’ sony dewx développemsenis décimaux positifs d et & ne sont pas
dquivalents s°il existe un rang N tel que dy —dy > 1077,

En cffet i suffit de monteer que pour tont k6 BV, dyos— dijaa > 1975,
ia suite (d, —d2) » ¢ IV ne pouvant alots converger vers 0,
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Or dyg v —di, 120 (dyor = dy) + ({dy ~ di} <+ (df v dy 1)
Comme d est une suite croissants, dy ; — dy > 0 et

B r—di s x 7 {dy = dg) -~ (s 5 =

Par hypothdes d, —dy < 107% dooe dy —dy 2» 2.107%,
aprds ia proposition 2 — 1 dy,, —dy < 1078,
I}ﬁﬂc dx.{_* —d;+i} 2.16”” _— lﬂ“y = 30”’1

M. — L’essemble ordonne R,

1. Définition de R,
Par définition R = D Jfp.

Propesition 3-1

La classe & équivalence dvn Eément 4 & D contient un ou deux éléments;
efle em comtient dewx, si ot sewdement s, elte vonttent le ddveloppement décimal
&un décimal,

Preuve,

&) Qn montre d'abord gue si dp & alors & et ' sont tous denx positifs
ou tous deux négatifs.

Suppesons dp d’ avec d positil ot 4 négatif; on édcarte fe cas ol d = d
(i.c. Je cas ob d et 4’ désignent le méme développement de 0); il cxiste alors
un rang # tel que d'r < dr; puisque d (resp. d) est une suite croissante (resp.
décroissante) on a, pour 2 » rodn < d'r < dr<;dndonen >t =dn—d'n
»dr—d'r> 0,

11 en résulte que la suite {7, — 4y » ¢ I ne peut converger vers 0.

b) Scit alors d et 4" deux développements décimaux positifs équivalents
et distincts. D’aprds la proposition 22 il existe un rang r tel gue pour
n<r d,=d; et {d—d;} =10"". Alors pour tout entier X > 1 on a

d,q.g = é, + a;lO"“'“’ ob 9 = Jy S 10— at
ey =d,+ a0 o L a)  WF—1.

Done dya—djpp =d.—d; + {a, — ;) 1070148,
Supposons 4, — 4. == 107", Alors la proposition 2—2 denne @
Goe—=a 4 < g-o—x

¢i fimalement
077 + (g, — al) 10-0+0  Jo~aeh

ay—a, » 11
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Vu les conditions sur Jes entiers 4, et a,, ceci exige 2} — 105~ ¢t g, = 0.

Auvtrement dit, les « décimales de d, de rang supériour & » » sont égales
A 0 ot celles de 4" sont égales & 9, Ainsi 1a classe dun développement décimal
ne contient deux éléments gque si 'un est e développemcnt décimal d'un
décimal.

Exemple: Laclasse deddéfinipar ), = 1,dy = L,2etponen »2,d,=1,25
contient & et & défini par d; =1, d) == 1,2, dy = 1,24 et pour n > 3
dl=dl_, +9%9.10"%

QOn appelle représemtant canorique d'un réel r I'anique représentant de r
lorsque r est un singleton, et le développement décimal du décimal lorsgue r
est une classe contemant deux £léments.

2, Odre s R,

Si ¢t x et y sont des véels de représentants canoriques (x,) ¢t (yo on dit
que x est infbrieur @ v (x < y) lorsgue pour fout n de N, =, < ¥,
On définit alors Ies divers imtervalles de &R,

Proposition 3-2,
Lordre ginsi défini ser B prolonge cohid & B,
Preuve
Soit ¥ et y deux réels décimaux de représentanis canoniques {x,) et

(r,). 11 exists alors un plus petit rang r tel QUE POUT R > 1, Xy = X, 6L ¥y == J;
X=X, ¥ =¥

Sidans B, x <y, on 4 X, < ¥, on a aussi pour fout > r X, < ¥,
et POUL M < Fr X, < Ya )

Inversement, si x < y dans 4R, il est clair que x, <y, donc que x <y
dans .

Proposition 3.3,

D e3¢ dense ponr Pordre dans R.

Cela signifie gue pour tout couple {x, ¥} de réels tels que x < y il exisie
un décimal d tel que x < 4 <.

Supposons d'abord x et ¥ positifs,

Si {x,} ¢t (¥a) somt los représentants canonigues l‘espﬁ:tlfs do x et 3,
alors il existe un rang p teique x, <<y, et ¥nelV, n <p=x,=y,
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D’autre part ¥ m, m > p = x, < ¥, ot comme {x,} n'a pas la période 9
il existe ¢ supéricur & p tel que x, 4 107 % < x,, de sore gue le développement
(z,) défini pac .

; X, 8in<yg
* x,+10"tsin>g

définit un décimal compris strictement entre x et v,

Méme résultat si x of y sont négatifs,

Si x ot ¥ sont de signe différent, O est manifestement entre les denx.

IV. — La structure de corps sur R,

8i x et y sont deux réels de représentants canomigues (x,) et (), les
suites (x, + ya et (v, ¥} ne sont malheureusement plus cécessairement
des développsments décimauny : par exemple six =y = 2/3,{x, + ») =90
et {x; -+ ) = |,2; d’autre part (x; pJ == 0,36 qui n'est méme pas dans B,

On est alors amené & introduire lez notions de suite de décirnoux eonver-
gentes dans R et de suite de Cauichy de décimaux.

1. Suvite de décimaux convergente dans R.

Om dit gu'une siite u = (&} de décimaux converge vers le réel r, de repré-
sentant canonique d = {d.) lorsque les suites w €2 d somi éguivalentes,

il st clair que le dévcloppement décimal représentant canopique d'uan
réel converge vers ¢ réel. De méme Ia proposition suivante est évidente.

Propasition -1,

Deux suites de décimawx qui convergent vers la méme Hmite sont égui-
valenves.

On pose alors les définitions suivantes :

§i x ot y sont deux réels do représentants canoniques (x.)} ot {v.).

Le réel x 4 p, appelé somme de x et de y est la limite de la suite
(. + ya) )

Le réel xy, appelé produit de x ef de y est la Himite de la suite {x ¥ ,).

Pour justifier ces définitions il faut évidemmment montrer que les suites
(x,+ o) &t {x,¥) ont des limites. .

On est ainsi amend 3 introduire les :

2. Seites de Canchy de décimaux,

Une suite de décimaux u == (i) es5t dite de Cauchy lorsgue pour tout entier
positif'm il existe un rang p(m) tel gue i, — u,] < 10" =désque s’ > > p(m).
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Proposition 4-2.

Tout développement décimal ¢st wne suite de Cauchy.

11 suffit de démontrer eeci pour an développement décimal positif 4.
Si m est donné on cherche p(ms) tel que pour o > n > plm) |dy —d,| < 107
Comme (dn) est croissante, on & {d,-d,| =dyd, < d,—d -
Draprés la proposition 2.1, dy — dygg < 1077, On voit quil suffit de
prendre plam} = m.

Proposition 3.

Si (x,) ef (v, sont deux suites de Cauchy de décimaux, alors les suites
X, -+ Vb ef (X0, #n S0m Gusst,

Preuve:
{mn se donne un entier m positif £t on cherche p(mr) tel gue
Ko B> Hm) = |Xp 4 J oy Xy==yo| < 107",
Or I;‘;u' ‘*"}‘n-““x;“?a[ < !xl"'“‘"xgi + Iya"’““"yul
Comme [x, —x,| < 107"+ dbs que n* V o> p (m 1}
et que |y, —p.) < O™ s gue n' > n py (4 1)
{puisque (x,) et {p, sont de Cauchy), on wvoit qui suffit de prendre
pm) = sup (p,m-+1, pym--2} pour réaliser la condition
|2p F P xy—pa| <2190 < 10",

On fait wa raisonnement analogue pour {e produit en partant de "inégalité ;
[XaPe = Xy K [(Xue e ) Y] B (P ¥} X ]
et on utilisant le fait go'une suite de Cauchy est bornée.

Théorime fondamental.
Toure suite de Cauchy de décimuanx converge dany IR.

Preuve;

Soit (.} une suite de Cauchy de décimaus.

Ona:ipelN, Yim meN ,m>p e 1t >p = ju,—e] <1071
donc : ¥m, > p, s, == 070 <y, <o, + 107 et par consdquent
& partir du rang p, la partic entiére de o, différe de celie de o, d’au plus L.

Ii existe done une infinité de termes de la suite {&,) ayant la méme partie
antidre €.

On considére alors la suite extraite de {«,) formée de Tinfinité do ses
{ermes ayant ¢; comme parkie entitre 1 solt (%) cette suite,

(2} est une suvite de décimanx de Cavchy car extraite d'une suife de
Canchy, Posons v, == ¢, alors ¥Yne W jy, —all < 1.
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On a:dpeN, VimneN  map einpp=jad—all <107t
donc : Vm,m 5 pyvoop, — 107 <o <of, 4+ 102, et 4 partir du rang 2y,
tous fes termes of diffdrent de of, d’au plus 1072 : il existe done une infinité
de termes de Ia suite (48) qui ont méme partic entiére ¢, et méme premicr
chiffere aprés ln virgole, soit ¢,

On considére alors la suite extraite de (o) formée de Vinfinitd de ses
termes commengant par €, € © soit (el) cette suite extraite.

{ol) est une suite de Cauchy de décimaux car extraite de (al).

Posons v, = ¢, ¢, alors ¥u, [»,— b < I07L

On montre ainst par récurrence qu'il existe dans (xl~%) usne infinité de
termics ayant méme parfic entidre of mémes p premiers chiffres.

Soit {of) cette snite extraite. 5i Pon post v, = g, &, €4...¢, alors :

¥, jvy-—af < 107

©0o o ainsi construit une suite {v,) qui dé&finit un réel, Soit ¥ Iz suite
s={d af, ..., a ..

Quel que soit Fentier m, il existe un cntier ¢ tel que 1077 < 10~ ™ alors
YpelN, p> g= v, —af| <1077 < I07% < 07" donc (v,) est équiva-
lente &(s,). Or (&) est équivalente A (x ) car (5 ,) e5t extraite de la suite de Cauchy
{x,) ¢t done & partir d’un rang, ja, —oi < 10° =

En définitive, on a trouvé un développement décimal équivalent A la
svite donnde donc cette suite a une limite dans R,

3. Opérations dans iR

14 justification des définitions données en IV-1 st alers claire : les repré-
sentants canonigques {x,) of (¥ des réels x et ¥ sont des suites de Cauchy
{proposition 4-2); les suites (x, 4 ¥4 et {x,v,) sont de Cavchy (proposition
4-3) et donc convergent dans R (théordme fondamental).

Proposition &4,

Llensernble R muni de Paddition et de ko mudiiplication définies ci-dessus
esl un corps.

Preuve

a) On montre d'abord que Iz Himite de 1a somme de deux suites de déei-
mgux de Cauchy est 1a somme des limites de ces suites. En affet on sait d&j2
gue 1a sormme de deux suites de Cauchy est de Cauchy. Si (w ) p (dg & r et
P pfdyeraons limu,=retbmy, =r.

Par définition de Paddition r + r" = lim {4, -+ J}). Mais (&, 4 v, ost
&quivalente & o, + 4, : en effet,

f“u + vn"’”(dn + d;)' < Iul“dll + Ivﬁ“dﬂ
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e premier membre sera inféricur & 0™ dés que chaque terme du second
serg inféricur & 10"~ ge qui est possible.
Ainsi im(u, 4 v,) = lim(d, 4 4}} soit enfin :

Ymfu, 4+ v,) =lm u, 4 lim v,

Montrons alors Iessociativité de Uaddition :
(r4+s)+tm=lim{r, + 5+ litn 1,
= lim[{r, + 8.} 4+ 1]
= Hm [re + {5+ t4]
we lipn 7y, - Emls, + 4 == r x4+ 1)

La commuativité est évidents.
Le décimal Q est éiément neusre, car r + 0 = limfr, + 0) = lim r, = r,

Opposé pour tout réei :
fraeD = (—r e et lim r, - lim(er,) = lim ¢ =0

On ogte ——r "opposé de r,

5) On montre que la limite du produit de deux suites de Cauchy de
décimaux est le produit des limites de ces suites.
En effet, soit (i, ot {v,) deux suites de Cauchy de décimaux telles que
Elpdderet(vipler,
En majorant le second membre de
lun"’n - dd;[ = [Hn - dnl * [vnl + Idx! - Iva o dl:]

On montre gue {(1,7,)p (d. ).
Aless lim w,v,=lim d 4, = lim d,.lim 4, = lim #,.lim »,

Monirons Passociativité de la multiplication :

(r &3t = Ym r,5,.5m 7, = lim{r 5.}, = hm r (5.4.)
== L r,. lim 84, = ¢.(%)

La commutativité cst évidente,
Le décimal 1 est élément peutre car lim r,. I =limr, = rdonc 1.r=-=r

Enfin a2 distributivité de la multiplication par rapport i 'addition est
&yidente :
s 4 t) = dim g dim (5, 424
= i £ 8, - 1,) == m(r,5, + ry) = lim r.s, - lm r.t,
e py | 1
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ci H reste 4 voir que tout réel non nul a un inverse pour fa multiplication.
I suffit de Ie voir pour un réel positif r. St (v est le représentant cano-
nique de r, il existe un rang m tel que r,, < Oet doncpourn < m,r, 3 r* = 0.

La suite (5,) définie par s, = | pour n < m <t 5, =rlpour n>m est une
n

suite de Cauchy ; cecl s¢ déduit facilement des égalités et inégalitds suivantes @

; I l . Efr,, "—?“i

oo sl = i;;“ra Fole

ru,--«r‘ji
Y
|

valables pour # > 2>

La suite {5 ) définit alors un réel 5 (théorime fondamental) et sr = Hm (s )
m {ry==Hm {spr) =Hm I =1

Donc r différent de 0 admet s pour inverse,

4. Compatibilité des opérations avec la relation d'ordre,

Elle résuite des résultats suivanis sor ks suites de décimaux qui se
démontrent de fagon analogne aux résulfats de FV-3.

4y Si une suite {n,) de décimaux a une limite ¥ strictement inférieure an
réol g, it existe un rang & partic duguel tous kes termes de la suite sont inférieurs
i a.

b) Si (u,) ot {v,) sont deux suites de Cauchy de décimaux telles qu'a
partir d'un certain rang on ait u, < v,, alors lim u, < lim v,.

L. Les opérations définies sar R prolongent celles de D.

Montrons-le pour la multiplication : soit x of ¥ deux réels dédeimaux de
teprésentants canoniques {x,} et {p,). 5i r est un rang tel que pour s > r
x, == x, et y, ==y, le produit de x et y défini dans B est égal & x,,. L pro-
duit xy défini dans R est la limite de la suite {(x,p ). Or celte syite est constante
et égale & x,» pour n = r. Elle & don¢ pour limite x,%,.

Conclasion,

©n a ainsi fabriqué un ensembie de « nombres » R, qui contient D
aingi gue les nouveaux nombres rencontrés qui ont motivé sa construction.
Cet ensemble R est muni d’une structure de corps totalement ordonné qui
prolonge cslie de B

Enfin on peut montrer que toute suite de Cauchy de réels est dquivalente
& une suite de Cauchy de décimaug de sorte que e procédé d'extension ainsi
utilisé est clos,
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