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Les deuwr articles suivants soni plus ambitioux ef 3'adresrent au prow
Jesseur dans Iy eadre de la farmation permuanente ; s permettromt de dominer
{es programmes de Quatriéme. Le premier ufiflse un langage et des conngis-
sances acqulis en Faculié alors que le second est tiré des documents de travail
drablie par PLR.EM. de Strashoure powr le recyclage des professairs de
premier cycle.

Les nombres réels
dans Penseignement du second degré

M. RouMiry,
LREM. de Monipellier.

Une définition selide des nombres réels ne peut &tre donnée qu'd un
nivean avanod des études mathématigues et sane doute pas dans Peaseigne-
ment du second degré, Cependant, c’est une notion qui s’introduit naturelie-
ment, de fagen intuitive -— ou naive — trds t8t. Comment parier de la longueur
da cercle ou de la diagonale du carré, sans fafre appel, au moins implicitement,
& la notion de nombre réel?

Les réels sont done des étres mathématiques dont 'éléve aura pendant
lengtemps une conmaissance plus ou moing vague ot trds incertaine, Pendant
cette longue période, pratiguement touies les £tudes secondaires, le professeur
devra consolider progressivement cette connaissance afin d’amener les &éves
3 utiliser gorrectement Pensemble R,

Les réels ne figurent pas dans les proprammes des classes de Sixidme ot
de Cinquitme. Cependant, 1] faudra bien s'en servir, au moins impficiteraent,
ne serait-ce gue pour parder de ia mesure des longueurs qui, elle, figure dans
les programmes.

Lz longuenr d'un objst physique n'est jamais définie exuctement. Tout
¢e gqwon pent faire, C'est encadrer [a mesure de cette Yonguewr par des valears
approchées par défant et par excés, qui seront des nombres décimaux.

Le cerele ayant pour digmétre T'unitd de longueur est un obict mathéma-
tique abstrait et sa longueur est définic exactement, Les éRves en ont une
connaissance touts intuitive et Ia mesure de cetie longneur est désignée par .
It convient de guider et de préciser Pintuition en insistant sur le fait que les
nombres décimaux ou fractionmaires ne peuvent fournir que des valeurs
approchées de m,
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Enfin par des exercices nombrenx et variés, on habituera les éldves 2
choisir jodicieusement I'ordre d’approximation (nombre de chifftes significatifs
suivant Iz nature du probléme &tudié).

En Quatriéme, les programmes prévoient une approche intuitive des
nombres réels, Dans les classes préoédentes, on a uiilisé guelgues nombres

i 22
réely non décimaux, tels que - 37 12, ..., e¢tc., dont les éldves ont une

conpaissance intuitive. Il sTagit maintenant de les amener A une connaissance
encore intuitive, mais plus large et plus solide, de Tensembie R,

1 faut d'abord sque les éleves connaissent trés bien les propriéwds des
nombres décimanx, en particulier,

— e fait que ia relation d’ordre est lexicographique,

— la continuaté de addition et de Ia multiplication, mise ¢n évldcnoe
par des caleuls de valeorsJapprochées.

On metira ensvite en fomidre, sur des exemples, la notion de swite Fllimitde
des valeurs approchées, par défant et par excds, de certains nombres réels,
en particulier :

- 1o rationnels pour lesqoels la suite des décimales est périodigue,

— les nombres fels que 2 pour tesqusls oxiste un algorithme connu
des éléves, permettant le calcul des décimales successives,

i est alors possible de présenter & des éldves de Quatridme une construe-
tion de I'ensemble X fondée sur des idées tréa simples 2t mathématiquement
tout a fait solide. Je reviendral dans la deuxidéme partie de cet exposé sur cette
construction.

En Seconde, le programme prévoit un « inventaire » des propridtés fonda-
mentales de R. II s’agit d’une récapitulation et d’une mise au point, par des
énonees Enéraux et précis, des propriétés antéricurement mises en évidance,
dont fes éléves ont une coanaissance intuitive plus ou moins siire. On peut
considérer cet Inventaire comme yne &finition axiomatique de R, les axiomes
étant largement surabondants, et les questions d'existence et d'unicité restant
dans Ie vague.

Une construction de Pensemble R,

Rappelons dabord ce qu'est un gronpe abélien totalement ordoneé et
les propriétés de ces objets dont nous aurons besoln. Dans & qui suit, G dési-
gnera un groupe abélien totalement ordonné,

I, — & est myni d*une addition, notée -, qui en fait un groupe abélien.

2. - G est muni d*ane relation d’ordre, notée <, gui en fait un ensemble
totalement ordonnd,

— Entre Paddition et la relation d’ordee, existe une relation de
compatibilité.
(Vx e GH{VyeG) (YacGlxgywxtasyi+a
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Tapologie de G.

Sotent x e (3; ¥y € (. Conforinément & 'usage, on définit les infervalles
ouverts par :
Ix, ={uecG:x<y<y}
- d={ueG;, u <x}
W ~l={uaG;u> x}

On vérifie facilement que lintersection de deux intervalles ouverts est,
soit vide, soit un intervalle ouvert. H on résulte qu’on définit une topologie
sur G en prenant comme base d’ouverts la famille des intervalles ouverts,

Cetre topologie est sdparde. Bn offct, woient a¢ G; 5 G; a» b,

5i Ja, B ¢st non vide, soit ¢ €)g, H; Ies intervalles J—, o), ={ sont dos
cuverts disjoints qui contiennent respectivement o ¢t b.

Si o, Bf est vide, Ics intervalles b, B[, o, —{ sont encore des cuverts
disjoints qui contiennent respectivement g, &.

Le groupe G ext non discret, 55 £t seulement 5, pour towte > 0, Fimtervaile
P, & [est man vide. En cffet, si G est discret, {0} est un ouvert; donc i existe
un intervalic ku, Bf tel que {6} == Ju, B. Alors O, B[ est vide. Réciproquement,
st 10, gf est vide, }—s, O aussi ¢t par conséquent on & {0} == |—e, &l
Exemple,

L'ensemble des nombres décimaux que nous désignerons par D, muni

de Padditicn et de la structure d'ordre usuelle, ost un groupe abélicn totale-
ment ordonnd non duscret.

Théorime fomdamentn),

I existe un ohjet mathématigue et un seul, nommé R, possédant les pro-
Pridtes suivantes:

IR ext un groupe abélien totciement ordonné, non discret,

w dons I, tosile suite croissante et majorse possdde une borne supéricure,

La démonstration comporte naturellement deux partics © existence et
unicité, Je m'intéresse surtout & Ja démonstration de Pexistence qui consiste
¢n uie constroction cffective de K. Jo présenterai cette construetion en ¢ssavant
de montrer quielle est parfaitement adaptable 4 Penseignement au nivesu
de 1a classe de Quatridme,

Une suite décimale x est définie par une suite x,, X, Xy, ..., X,, telle que
xpe#Z;x,e{0,1,2 ..., pourn==1,2, 3, ....On définit sur Penscmbie
dea suites décimales une relation dordre qui n'est antre que Iordre lexico-
graphique ©

X=Xy Xps -2y Kg Y= Yo Jis vy Pu
x<y(BRkeNyx, =¥, X=Vu.; Faea=Veai B <)le
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Omn vérific aussitdt que Pensemble dos suites décimales est ainsi totalement
ordonné, _

Soieat x, ¥, deux suites décimales, x < y. Cherchons les saites décimales
telles que x < wu < p. On est conduit A distinguer le cas partivulier suivant ¢

Xp == ¥p X = Precs Xpul %= Fimis Xg = Pias
xp=9 et y,=0 powr n> k.

H n'existe alors aucune suite décimale « felle que ¥ < u < v. En dehors
de ce cas pazticulier, il existe une infinité de suites décimales u telles que

X <<y

On peut définir formellement R comme ensemble-quotient de Pensemble
des suites décimales par une relation d’équivalence. Plus concrétement, un
nombre réel sst défini pat une suite décimiale et on convient que deux suites
déciniales définissent le méme nombre réel lorsquon est dans le cas .

On pourrait ausst définir un nombre réel comrme suite décimale contenant
une infini¢é de chiffres autres que 9. Mais on s¢ heurte alors 3 une difficalté
pour définir addition; &n effet, on a

0,666, .. + 033%... = 0,999, ..

Sodznt x une suite décimale définissant un nombre rdet X; ¥, p' denx suites
décimales définissant le méme nombre Y, Comme |y, ¥{ est vide, on a simul-
tandment x < yet x’ < pou bitn y < pety <« x Ul en résulte que Ia relation
d'ordre définie sur Pensersble des suites décimales « passe au gquotienit net
définit une relation d'ordre sur iR, L'ensemble &R est alors totalement ordonné,

On définit maintenant la topelogie de R; ¢’est la topologie engendrée
par les intervalles ouverts 1X, Y[.

Démontrons maintenant que 'axiome de la borne supérieure est bien
véifié :

Soit (X" une suite de nombres réels croissante et majorée. Représentons
X" par unc suite décimale

x"=x wf, .. Xt
en convenant que si X* et X7+ sont égaux, ils seront représentés par la méme

suite décimale (x® = x"*+1), On a alors x> x* pour tout =,
La suite d'entiers {x]) est croissante of majorée. Il existe done

xpeZ et W,eN tels que xf = x, powr » > N,
Considérons maintenant 1z suite (x1), » N, Il et facile de voir gu'elle
est croissante ef mujorde par 9, Donc il existe x, {01, ...9} et Nje ¥,

tels gue xf == x; pour # > N,.
La construction se poursuit de manidee évidente et on obtient une suite
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décimale (x , x, .. ..) définissant un nombre rég! X. possédant man:l-
festement les ptowétés suivam
Pour toust e Y, X, < X

Pourtout ke N, dexiste ntel que X, < X < X, +16k‘Cequipc;r~

met de corclure. -

YLes nombres décimaux slidentifient nsturellement 3 des nombres réels
particelicrs, coux précisémont qui sont représeniés par deux suites décimales,
L'ensemble B des nombres décimaux ¢st partout demse dans R.

L’addition est définie de fagon naturelle sur D, Cest une application
continge de £ x B dans R, D dtant partout dense dans &R, on la profonge
par gontiniitd en une application continue de IR X &R dans B, On doit encore
vérifier, ce qui est facile ;

— gque IR est un groupe abélien,
— gue addition et Ia structure dordre sont compatibles.

La démonstration de I'existence de R est alors achevée. Naturellement,
il convient de définir encore la multiplication sur R ot de démentrer que R
est un corps commutatif. La multiplication st #éfinie naturellement sur D
¢t on Iz prolonge par continuité sur K. Ses propridtés sont &tablies sans difhi-
culté, L'sigorithme de Iz division montre aisément que l'dquation ax = b,
d # 0, a towjours une solution dans R.

Naturellement avec des éléves de Quatriéme, il ne saurait 8tre question
d’utiliser kes notions de limite ¢t de continyité anxqnelles jai fait appel dans
cet exposé. Mais on peut wliliser largement la notion d'approximation par
encadrertent qui permettra de mettre en lumidre, sur des exemples, toutes
les idées fondamentales,

Pour terminer, je donnerai, frés svccinciement, une idée de la démons-
tration d'unicité. A {a baze de estie démonstration s& trouve la propriéié
suivante |

Soit G uyn growpe possédant les propridids figurant dans 'énoncé dn
théortmne fondamental. La division par 2 est possible dans G, e’eat-&«d:re
que pour tout a e G, il existe x e G tel que x +x = a.

Grace A cette propriéié, pour g € G fxé, on peut définir le sous-gronps D

des éléments de G de la iorme%a (re®, ke V). D est partout denss

dans G.
Soit alors G° un auire groupe possédant aussi les propri¢tés figurant
dans Pénoncé du théoréme fondamental. Soit o’ ¢ G'. L'application

P
fa-bd

est un jsomorphisme de I dans G, cette application se prolonge par contis
nuité en un isomorphisme de G sur G,
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