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L’article précédent dormoil des inddications adaptées au niveau des
Sléves; celui qui suit s'adresse au professeur el hui suggére un plan o énude.

Construction de Tensemble R

des nombres réels

C. Mo,
Montpeliier.

Préliminairs.

I v a de nombreuses fagons de construire 'ensemble R, Dans tous les
cas, certaines démonstrations sont longues et un peun difficiles. Vous trouverez,
dans e plan de travail ci-dessous, une méthode qui peat étre enseignée en
classe de Quatriéme. Evidemment, ce plan s'adresse & des professsurs et il
faudrait certainement adapter au niveaw des €léves. Ceci n'est pas du tont
un chapitre du cours de Quatridmue. De plus, cerfains résultats ont df &re
admis lorsque les démonstrations étaient un pen trop longues,

Constraction de Yensemble & i partir de Pensemble » des nombres
décimaux.

1. Construction.

Nous gonstruirons seulement R+, cnsemble des réels positifs, & partir
de B+, ensemble des déeimaux positifs. La construction des réels négatifs
ne posant pas de problémes lorsqu’on a l'ensemble des réels positifs.

Les éidves connaissent Pensemble des décimaux positifs depuis 1"école
primaire. I est nécessaire de le remetize en place et de dresser la liste des
propriétés des opérations dans cet ensemble. Dans ce plan, nous supposeraons
conpu Fengemble D+,

1. Névessité dune extension de D).

@) L'inverse de g dans & est le nombre x, §'il exisic, tel que
ax = |
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Certains nombres ont un inverse dans B {ex. : 4, 19, 0,23, ¢lc),
d’zutres n'en ont pas.

Montrons, par exemple, que 3 n'a pas d’inverse dans D:

81 en avait un, il serait tel que dx = 1.

Posons : x= A, &, d; ... a, 4, éant Je derpier chiffre nor nul apris
Ia. virpute. Lo dernier chiffre du nombre 3x est e dernier chiffre du nombre 3a,.

Pour que 3x==1,il faut que 3 X A, @, @ ... a,==§, 00 ... 0.

If faut done que ke dernier chiffre de 3z, soit un O,

*1. — Vérificz que 3a, ne se termine jamais par 6, quel gue soit a,. Le
nombre 3 n'a donc pas d'inverse dans B.
Bl est cependant possible de définir une suite de nombres décimapx :

22?22 Ix0<ti<3xl

3 x 01 =903

;zgﬁ;gﬁ Ix03<1<3x04
3% 04=12

3 x 0,31 = 0,93

3 % 0,32 = 0,96

3 X 0,33 = 0,99 3% 03 <]l «w3Ix0M
3 % 0,34 = 1,02

et
Nous obtenons giasi la suite

0 03 033 0333 et

Notons qu'une suite de nombres décimaux est une application de ¥
vars . Ici ;

Ger 8 1er 0,3 2++:0,33 3+ 0,333 elo.

5 Racine carrée.
x est une racine carrée de X dans B si

xe D x¥ = X,

Certains nombres décimanx admettent une racine carrée (ex. : 4, 25,
3,16, et} avtres non.

*3 . Montrez {en utilisant an procédé analogue & celui utilisé dans
Ie paragraphe &) gue 2 n'a pas de racime carrée dans D.
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i1 est cependant possible de construire une suite de nombres décimany @
OxO=90
Ixi=1;1Ix]1l=<2«<lx]
2x 24
10 = L =121 1L
P2 % 1,2 = 1,44
I3x13=16914x14 <2 <1L,5X L5
L4 % 1,4 = 1,96
1,5 X 1,5 =225
etc.
Nous abtenons la suite :

1 14 et

*3, — Avec une machine 3 calouler, un ordinateus, ou... & la main,
cherchez les deux termes suivants.

2. Imerprésation graphigse.

"
¢ M A,
[+ ] 43 n ' 4

Appelons M le point situé au tiers de la longueur OA, (OA, = u), ¢’ost-d-
dire tei que 30M = OA,,

Le poini M n'a pas d’abscisse dans B, nous venons de le voir, car son
abscisse x, 5i elle existadt devrait vérifier : Ax — 1. )

Mais, nous pouvens eancadrer [a Jonguenr OM

00 < OM < OA;

¢'est-di-dire 0.0 <OM < lu
OM; < OM < OM;
eest-2-dire 03 u<OM <04 u
OM, < OM < OM;
c'est-a-dire 0,33.0 < OM < 0,34 u
ete,

Nous obfenons ainsi une suite de sepments, M sppariensnt & chacun
d’m - [OA]]o [MKMﬂf [M§M£|x efc.

Chacun de ces segments est inclus dans tous fes pefcddents ot Ia mesure
de teur longueur est arbitrairement petite (ces mesures sont respectivement
1, 0.1, 6,01, etc.).
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Une telle snite est appelée « suite de sopments emboités »,
Cherchons Pintersection de ces segrments; pous lg notersns
r;l M, M}

Men [MM]

Supposons gu'un autre point N appartienne aussi & ecette intersection,
alors on aurait [MN] n MM

Tous les segments {M,M{] auraient alors une longueur dont la mesure
serait supérieure ou dgale 3 celle de [MNL
Ceci est impossible puisgae Ja mesure des sepments [M M7 est arbi-
trairement petice,
On obtient
!’”:' MM = {M}

D’une fagon générale, soit uue suite de segments emboités Sy, 8, 8, ... S,
cesi-d-dire une suite de segments vérifiant :

1) §; = 8, chague fois gue j = i

2) La mesure de iz longueur de S, est arbitrairement petite.

On montre, comme précédemment, que |'intersection des segments S,
ne peut pas contenir pius d’en point. Cetée intersection est donc un gingleton
ou 'ensemble vide,

Axiome. — L’intersection de tous les segments d'ung suife de segments
emboftés est un singleton.

3. Bus de la corrtruction de K,

Nous vounlons donner &t tous fes points de la droite une abscisse, ce gui
n'est pas possible & {faide de Densemble D.

Par sxemaple, 1o point M situé au tiers de la longuenr OA, devia avoir
une abscisse dans notre nouvel ensemble.

Powr construire cet ensemble, nous retiendrons les idées snivanies !

¢) Une suite de sepments emboités [MMal, (MM, MM ...,
M M| ... définit parfaitement mm point de la droite : Pélément unigue de
lcmcmblc ~ MM

5) En reprenant Uexemple de la définition du point M slmé an tiers de
Ia longueur OA, nous remarquerens gue la donnée de ja premidre extrémits
du segment IM M7] définit cc segment. A suffit par exemple de donner M,
d"abscisse 0,333 pour savoir gue M sera le point d'abscisse 0,334, sic.

Kemargque

Si un point M, 2 pour abscisse par exemiple 12589, le point M} aura
pour abscigse 12570,

La mesure de la longuenr M M, est 10-"
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¢) La suite de lfeurs abscisses :
0 03 033

devrait donc pouvoir définir un nouveau nombre gui serait abscisse de M.

4, Suite décimale illimitde.

a} Définition

Nous appeliorons « suite décimale illimitée » (application de I vers D)
toute suite de nombres décimanx du type

-------------

o Ae ¥ ot olt les g, vont dis chiffres.
Chagque nombre ¢st obienu & partit du précédent en adjoignant un chiffeé
4 sa droite, \

Exempler de suites décimales illimiides:
-— Premier exomple :

9

0,3

0,33

0,333
ste.

0,333 _..13
ete,

— Deuxidme exempls :
i
1,4
1,41

Nous appefierons 8 Pensemble des suites. Chague &lément de 8§ est une
syite décimale illimitée et nous la représenterons par le symbole @

A, iy o Byl
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b} Relatton d'éguivalence dans 8.
1} Remargue sur deux suites décimales illimitées,
Soit M le milien de [AA]; M & pour abscisse 1,5,

o A NN e A
1 45
MelA Al A, & pour abscisse
M & [MM] M, a pour abscisse {4
Me[MM] M, s pour abscisse 1,40
M e [M;M] M; a pour abscisse 1,499
ete.

La suite des segmenis [A A, [MM], M M}, [M;M] ctc. ¢st une suite
de segments emboités, r? [M,M] = (M}

De méme

M e [A;A;] Ag a pour abscisse 1

McMN]} M a pour abscisse 1,5 (N, a pour abscisse 1,6}
Me{MNg M a pour abscisse 1,50 {N, z pour abscisse 1,51)

Me{MN,] M a pour abscisse 1LE0 (N, a pour abscisse 1,301)
otc.

La suite des segments (A Agl, [MN,], [MN} ete. est une suite de segments
emboités et on a aussi ¢ n [MN,] = (M}

Ces deux suites de segments emboités définissent done le méme point M
de la droite,
Nous serons dong amends & considérer les deux suites

1 1

14 1,5

1,49 1,50
1,499 et 1,500
1,499...9 1,500...0

comme Squivalenies.

2} Définition

$ et & &ant des suites décimales, nous dirons que sRs” pour exprimer
que s =5 ou que 5 et 3 sont de Ia forme

A, aa,...4,..92..9. pour Tune,

A, ayas {ap -+ 1X0..0... pour I'antre

ou de la forme A, ? 9...9... pour 'upe

A+ 1, 00...0.. . pour Fautre. R est une relation d’équivalence dans
T'ensemsble 8. Om le vérifiera facilement,
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*3, — Cherchez les classes d’éguivalence

5. Lentemble 8 /R ost appelé ensemble R* des nombres récis positifs.
Nous représenterons encore un réel par le symbole A, g45...a,.. . bien
que lasuite A: A,y ... 0 A, @y...4,; t¢ 06 soit qu'en mpxﬁscntant d'une
classe d’éqﬁvaience.

Remarquons foutefois que le cas ou une classe a deux représcntants est
exceptionnel. Généralement, on remplacera les suites do type A, oydy--.
ay.. 99..9. par {'autre représentant de la méme classe, cest-d-dirs

A, a_‘a’-.-(dl + 1} 00...0...

*4. — Montrez que 'ensemble D+ des décimaux positifs est inclug dans
Pensemble R*,

&, Valears approchées,

Etant donné un réel x = A, 0,0;...4,..., les nombras dbcimaux : A:
A o A vty ... ¢ A, 8y, . 4, Bte. sont appelés valeurs approchées par
défaut du nombre réel x,
A est la valenr approchée 4 1 prés,
A, g, est Ia valeur approchée 4 1071 pﬁ:s

Pour obtenir les valeurs approchées par excés correspondantes, il suffit
d’augmenter d’une unité le dernier chiffre de In valeur approchée par défant
si ce chiffre @’est pas un 9, ou de remplacer ce ¥ par un O ot d’augmenter d’une
unité le chiffre précédent.

*5. — Exemple
x X 41,51913...

Valeurs approchées Valeurs approchdes

Approzimation par défaut - T par oncds

Lt
-2
10-#
1G4
103
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H. Ovdre sar R,

- L'ordre sur Pensemble 8 est Pordre lexicographigue.
Soit & comparer les réefs v et £
{On choisit les repréeentants ne contenant pas que des 9 3 parfir d'un
certain rang).
F= A, @y, .8y s

it ‘:'"B, blbgpu-bn,..

Nous dirons gue # « ¢ si 'on se trouve dans 'un des trois cas suivants
1} A < B dans By,
A=D1 ¢t a, = b quel que soit f < p ¢t g,y < b,yqy {dans W),
3} 5= r {Test-bdire A =B ef g, = b; pour tout §).
*5, — Exercice rédigs.
Monirez que la refation « < » définie dans R est une relation dordre.
¢} La relation est réflexive @ 5 < s $aprds 3).
b) Montrons que la relation est teansitive.
Hypothdse 1 s ¢ €t <,
F= A, Q... 0,...
t =B, By b,...
U=, Of'g.. . Cp...
si§~1£ OV = t, on a évidernment 5 < .

Examinons les auires cag, On peut avoir @
A<BeaB<C

o A= B; g, b, jusqu’an rang {; .. <b,n

et B=0C; b =g jusqu'ae rang ¢, H,4 < €pa
on A<«B

et B = C; 5 = ¢; jusquau rang ¢; by41 <Cqm
ou A =B; a;= b jusquiar rang p; @41 <&g41

et B «<C

Dans le premier cas, on 2 A < C, dope 2 < 0.
Dang les denx dermiers cas, on a2 aussi A < C, donc s < .
Dans Je second vag, on a : A=
a, = ¢; JUSqUAL YAng p St 2 < g,
jesquian rang ¢ Si p> 4.
Au rang suivant on a :
Oge1 < Bpsy @ bpyy = Cppa AONC Bpyy < Cpyy
Qu Gar1 = Bepz 8 Dgyy <€ AONC Ggyq <oy

On a donc hien 5 < u.
— M
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<y Montrons que la relation est antisymétrique. _

Nous montrerons que sis 2 f,onnepent avoir 3 lafois s S 2Bt 1 < 5,

Supposons ; s # L

Cela signifie : A # B ou ae moins Pun des chiffres de 5 est différont du
chiffire de méme rang de #; appelons g, et b, les premiers ¢hiffres vérifiant
g, ¥ b,

SiAgt B alors A <BouB < A et pas les deux 3 Ja fois. Done s <{ (
ou ! < £ mais pas les deux 3 la fois,

8i A=B; a,= b, jusqu’an rang p; 9, % H,.

Onag, <b,oud, < g, mais pas Ies deux 3 Ja fols. Donc, ona s < ¢
ou f « & mais pas les deyx 2 Ia fois.

*7, — La relation « < » dans IR est-elle une relation d'ordre total?

Remargue imporiante.

Ftant donné un réel, il n"a pas de suivant. On ne peut pas parler de deux
réels consdentifs. Autrement dit, étant donné deux réels x et p, il existe une
infinité de réels z vérifiant | x < 2 < 3

18, — x == T45872.....
= 7,45863.....

Comparez x et y, puis trouvez plusicurs réels z compris entre x et p.

IXl, Structare,

1. Addition. Définition.
Soient deux réels représentés par les suiles 5 et &

5 == A; dyly. s iy

‘=B; b!bs«-!!b*!tv

x est la suite de nombres décimanx

Ay A ay: A mg... A &8s 80l
¢ est la suite :

B; B! b‘l: B: blb§;“‘ B: blbﬁ"'bu;-“

Formons une suite de nombres décimaux en ajoutzat les nombres de
méme rang des suites 5 ot £

A-+BiA o + B, 5 A oy + B, bybe; .. A tyfs. . 8s+ B, byby . Byl

oo J1Y =
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Cette nouvelie suite de nombres décimaux n'est pas, en général, une
stite décimale. Prenons un exemple :
& == §,73148. ..
t == 3,28537...
£ 447 473; 4,731; 4,7314; 4,73148;. ..
r:3; 3,2; 3,28; 3,285; 3,2855; 3,48557;...
nouvelle suite :
7; 7.9; 8,01: £%.0i5; 8,0169; 8,01705;. ..
Chague nombre de catte nouvelle suite n'est pas obtemu & partir du
précédent en adjoignant nn chiffre 2 droite.
Nous obtenons une suite # gue nowy noterons |
“a
€3, €
€y €303
Cy» dcgcg

........

........

On verra facilement que la suite des nombres naturels ¢, €3, Coa o< Cupe v
n'est pas décreissante. De plus elle est majorde par (A 4 D 4 (B -+ L),
Elfe devient dong stationnaire & partir d'un certain rang p. A partir de ce rang,
teus les ¢, sont égaux A un maturel que nous appellerons ¢,

(Dans Yexemple donné plus haut, on vérifiera que ¢ = §.}

Dans fa suite u, barrons tous les nombres dont la partie entitre n'est pas
égale & C, o'est-3-dire tous les mombres jusqu'an rang p (non comprish.

{Dans l'exemple précédent, on barre 7 et 7,0.)

La suite des premiers chifffes aprés la virgule @ ¢f, ¢f¥%, ... n'est pas
déercissante, et majorée par 10. Elle devient donc stationnaire & pastir d’un
certain rang 4.

A partir du rang g, tous les ¢f sont égaux 3 un nombre gue nous appelie-
rons ¢; (dans 'exemple on vérifiera que ¢; = 0). Puis barrons tous les nombres
dont le premier chiffre aprés Iz virgule n'est pas ¢, ¢est-3-dire tous les nombres
Jusqu’aw rang g {non compris), (Dans 'exemple ¢ = p et il n'y a rien & bamer.)

Procédons de iz méme fagon pour obfenir les deuxiéme, troisiéme, ...,
o= chiffres aprés la virgule

Nous obtenons ainsi one suite décimale.

CIE NI
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Nous appelierons familigrement cette méthode : « méthode de la péche
aux dégimales ».

Dens Uexetuple pricédent, la suite obtenue est ©

Cette suite csf, par définition, la somme des saites s et £,

Remarque :

Lorsgu'on a fait la somme des valeurs approchées 2 10~ * prés, on est siir
des chiffres jusqu'av rang n — 1 & candition que le chiffre de rang 7 ne soit
pas un %, En effet, dans yne addition de deux nombres, i» retenue ne peut ére
supéricare & 1; si e dernier chiffre sst inférienr 2 9, il ne peut donc fournir
mne retenue affectant le chiffre de rang n— L.

Dans Pexemple précédent, quand on a trouve 8,016, on est sir du 1 (et
des chiffres précédents). Par contre, quand on a troové 8,0169, on ne peut
étre sGr du 6,

L’exemple montre d'ailleurs que Pon obtient 7 au rang swivant.

Compatibilité aver Ig relation d'dguivalence R.

Fitant donné deux suites décimales s et 1, nous venons de définir la suite
3 <4 1. Supposons que £ sait une suite équivalente 4 5 ; sRs.

On pourrait démontrer qualors (s + DR " + o)

8i 3 == ¢, cecl est Evident. Nous traiterons I'autre cas sur n exemple.

*q,
&= 14408...0...
r= 58282 ..82. ..
Caloulez s + 1
= {4396, .9, _.
Caloulez ' - ¢

Constatez que (s + )R "+ 1)

Nous povvons définix maistenant fa somme de deox réels x et . s et ¢
#ant des représentants de x ef y, 12 somme x -+ ¥ est l¢ nombre réel dont
un représentant est ¢ 1.

Rentarquons, une fois de plus, que le ¢as ot it y a plus d’un représentant
pour un nombre réel est Crds particulier,

- 313 —
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2. Addivien, Propriétés,

a) 1) est évident que l'addition ainst définie est commutative et gue €
est Pélément meutrs. Nous admeftrons gue Paddition est associative.

) Régularitd :
Tout nombre réel est régulier pour addition, ¢’est-a-dire ;

at+x=btx=wag—14%

¢} Ordre et addition : on pourraii montrer que
aibwateLbte

*16. -~ En déduire gue :
awbregdl={at+es b+ d}

. Nous pouvons maintenant constrisire I'ensembie M des nombres régls,
dans lequel tout nombre admet un opposé. L'ensemble R est un groupe
commutatif.

3. Multiplication. Définition,

On utilise un procédé analogne pour définir e produit de deux soiles
sett
5 est Ia suite
A, Aa ... A ams...a....
t est la suite
B; B.A  ...; B bbb

©On fait les produits des nombres décimaux de méme rang et on obtient
une nouvelle suite » :

A){n; A, a]_XB, b}. ;...A, G;ag...ﬂ,XB, blbg-..b.,‘;...
Cette suite n'est pas, en général, une suite décimale.

*11. — Calculez les quatre premiers nombres de cette swite en prenant
pout s et ¢ les suites données lors de la définition de Paddition,
On utilise alors Ia méthode de « la piche anx décimales » et on obtient
une snite décimale.
D, dd;.. d,...

qui est, par définition, le produit des suites s et 7,

1a remargue qui a &t faite pour 'addition n’e¢st pas valable pour la
muitiplication, évidemment, puisque les retenues peuvent étre de 8 et donc
affecter plusieurs rangs,

Pour fes édldves de Quatriéme, on aurs peut-Stre intérdt 4 caleuler les
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produits des valeurs approchées par défaut, le produit des valeurs approchées
par excds, puis & garder les chiffres communs,
En prenant togjours les mémes suites @
4,73 % 3,28 == 15,5144
4,74 x 3,29 = 15,3946

On est siir seulement de 15,5,
Compatibilité avee la relation d'éqguivalence : il faudrait moatrer main-
tenant Gue :
SR = (s X D)R{E" X 1}

Nous pouvorns alors définir le produit de deux nombres réels x et y.
5 of ¢ étant des représentants des nombres x et y, le produit xy est, par défini-
tion, le nombre réel dont un représeniznt est st

4. Multiplication, Propriétés,

4) La maltiplication ainsi définie est évidemment commutative et 1
est Félément neutre. Nous admsttrons gu'elie est associative et distributive
par rapport 3 Paddition.

) Inverse d’un nombre réel. Nous admettrons P'existence d’un inverse
pour tout éément de R*,

Méthode de fa détermination de inverse du sombre réef x.

On cherche 16 quotient 3 une unité prés par défaut de { par ia valeur
approvhée A une unité prés par excés de x. On obtient un nombre X, (X, ¢ V).

On cherche le quotient 4 19" prég par défauvt de 1 par la valeur approchée
4 10~ % prés par excés de x, On obtient un nombre X, (X, st un nombre décimal
syant un chiffre aprés fa virgule).

On cherche le quotient A 16~ % prés par défaut de 1 par 1a valeur approchée
& 102 prés par excds de x. On obtient un nombre décimal X; ayant deuxchiffres
aprés la virgule, Bt ainsi de suite...

On a alors une suite de nombres décimaux X, X, X, ..., qui n'est pas,
en général, une suite décimale. On démontre que cette suite est croissante (2u
sens large). On utilise la méthode de la « péche aux décimales » et on obtient
un pombre réel ¥ qui est Pinverse de x, c’est-B-dire qui vérifie xp = | (Cest
cela qui est un peu difficile & démontrer).

Exemple. — Cherchez Uinverse de 2. |2 = 1,4142135...
1=2x0+1
1=15%05+n
1= 142 X Q10 4 74
1= 1,415 % 0,706 + 7y
1= 1,4143 x 0,7070 + r,
1 = 1,41422 % 0,70710 + ry
1 = 1,414214 x 0,707106 -+ r,
sie,

— I -
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On obticot la saite
0; 0,6; 070, 0,706; 0,7870; 0,710, 0,707106; &c.

Ce n'est pas une suite décimale. Liaverse de |2 est :
0,10710..
) Régularité,
Tout élément de R* est régulier pour la multiplication, c’est-d-dire :
{ax = B3 K (x = Q)= a =5,

d) Ordre et multiplication,

a<beka<kbh st ke B+
a< bakamkd si ke R~

IV. Liste des propriétés de R,

L’ensemble R obtenu a les propriétés suivantes (que on pourrait prendre
comme axiomes of qui sexvirait alors A définir R) :

1} R est upn corps commutatif ordonné,

Cela signifie que R est un corps commutabif st qu'il existe daos iR une
relation d'ordre compatibie svec les cpérations addition ¢t muitiplication,
(Ce sont les propriétés ¢} pour Paddition st &) pour la multiplication.)

2} D o R, Et les opérations et Tordre définis sur R « prolongent »
les opérations et Pordre définis sur D.

3) R est un espace métrique complet.

IR est un espace métrique, ce qui signifie qu'on peut y définir une dis-
tance. La distance de deux réels x ot ¥ a5t la valour absolue de ia différence

x-=3 En ceql, R ne différe pas de Pensembie B sur lequef on peut aussi
définir vne distance,

Une suite de sepments {intervalles fermés) [y, Pol, [ 71 - -~ [ Pab - -
est appelé « suite de segments emboitds » si :

a} [xh )’1} o [xjﬂ y.f] dés qﬁe i Ej"

&) La mesure de ces segments ¢st arbifrairement petite (Ia mesure de
{z,, ;] est 1a distance des nombres x, ot ¥4,

Soit [x;, ¥] une suite de segments emboités. Dire que IR ast complet
signifie que ~ lx;, »,] v'est pag vide (on en déduit que cette infersection est

i

un singleton).

Lensemble B n’est pas un sspace méirique complet, nous "avons vi
zu début de cette étude,
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