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La premidre pariie de cet article se propose de préciser Ia place de
Penselgnement du calew] mumérigue en Quatridme dans Pensemble de la
Jormation de P'éléve.

La deuxidme partie est une esqisse sommurire de la théorie sous-jacente
& Pintroduction des décimaux ei des réels en Quairidme; elle ne jait appel
qu'a des commaissances élémenidgires sur fes ensembles ordomnés, les groupes
&t les corps.

Les décimaux et les réels
en quatriéme

E. DEAAME,
Poifers,

1. — Objectifs et méthodes pédagogiques.

Parmi les nombreux objectifs que ’on pent se fixer en enseignant le
caleul numénque en Quatridme, nous wen retiendrons que quelques-uns
dont il est inutile de sonligner "importance, tant pour la formation du futur
scientifigue que pour la formation de I'homme de notre sidcle, quelle que
suit sa destinée.

1.1, Apprentissage des techmiques de calenl nmmérigoe en vue des applicaiions,

Dans e monde contemporain, ol le nombre envahit tous les domiaines
de Ia vie, I'éléve doit étre familarisé avec le nombre décimad, car ¢’est toujorrs
en décimaux que s'expriment fes résultats des mesures {physiques ou statis-
tigues), ot ¢’ast par lo trochement des décimaux que s¢ font les calculs sur
les réels,

On devrait pouvoir exiger de P'éléve sortant de Quatriéme :

a)y (il commaivse la signification dez opérations uswclles sur les décimanx
(qu’il sache par exemple {raduire par des indgalitds lo fait que 0,53 est le guotient
approché & 10™% prds par défant de 7 par §3);

b)Y Ou'il sache pratiguer avec oisance ces opératfons (par exemple,
copmaissant le produil de 17 par 42, trouver le produit de 0,017 par 4,2 ou
de ¥7.108 par 42,1079, H est & noter que, dans ia pratique, on utilise aussi
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bien la représentation des décimaux par des nombres 3 virgule que leur repré.
sentation par des produifs ¢. 10 (¢ e &, p € &) ou eneore par des produits
du type a. 107 (1 < la] < 16; pe Z)

412,64 = 41 264 .10™2 = 4,126 4. 102

11 est utile de savoir calculer sur les décimaux sous ces différentes formes
et de savoir passer rapidement d’nn mode de représentation A un autre.

¢} Qu'il sache préveir Porvdre de grandewr d'un résufiat. Par exemple,
si x = 0,125, c¢ qui importe n'est pas de savoir que % a 15 chiffres aprds
[a virgule, mais que x% est de 'ordre de¢ 2.107%, 5i on cherchela vitesse moyenne
d’un avion qui parcourt Paris-Bordeaux ca 1 h 10, on peut trouver 500
km /h, mais sfirement pas 50 km/h, ni 5008 km /b,

La pratigque du calcul & Ia machine est, 3 cet 8gard, trés &ducative, puls-
qu'elic oblige 'éléve & ponser & Iz place de¢ la virgule

d) Qu'if posséde ume certuine malirise du calcul des encadrements, mais
surtout, quw'il ne cherche pas & retemiv de o receftes 5 & ce sujef. Josquti
présent, Penscignement trop tardif du caleul des encadremcnts en ma-
thématiques a contraint les professeurs de technologie ot de physique 3
donner aux éléves des « recettes » pour calcnler Pincertitude sur wnpe somame
ou sur un produit; la mémorisation prématunée de ces recettes a bioqué
beancoup d’entre eux a tel point qu'en classe de Mathémathiques Snupérieures
ou dans le Premier Cycle des Universités, ils sont encore incapables d’aborder
sainement un probiéme d’analyss numérigue.

Puisque les ives de Quatridme vegoivent paralidlement un enseignement
de techpologie, it importe de faire trés 13t le lien entre le langage du techno-
Togue ot cefui du mathématicien ?

4 x4 est use valeur approchde de x & 0.5 prés » signifie que

X0y x < x+ 0,5

En mathdmatiques, ces dernidres indgalitds sont, sans aucun douts, des
inégalités au sens large (penser aux tables de logarithmes dans lesquelles
¢log ¥ = 0,35274 4 0,5. 10~% pris » signifie que log x € [0,352735; 0,352745]).
Si le technologue préfére les inégalités sirictes, on peut convenir gue

xg“*“'ﬁ,s < % <x°~'.,-0,5
s¢ lit -

« x, est une valeur approchés de x & moins d&¢ 6,5 prés ». Mais, de toute
fagon, dans un probléme concret, la distinction enire les inégalitds lacges
ct les indgalités strictes est illusoire.

En réalité, dans un véritable probléme concret, on ne S'intéresse pas aux
extrémités de Pintervalle d’encadrement, mais A la probahilité pour que
1x — x,] soit inférienr & un & donng. Le bagage mathématique des éléves de
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Quatridme est encere trop mudimentaire pour qu'on puisse leur faire toucher
du doigt le fond du probléme; mais ce n'est pas une raison pour bannir les
problBmes concrets du cours de mathématigues de Quatridme. Bien, aun
coniraire, des allusions au concret sont indispensables & tous les niveaux de
PVenseignement ; mais, & un niveau déterming, on ne peut aborder les problémes
concrets gu’avee les outils dont on dispose & ce niveau, tout en faisant remarguer
que ces outils ne sont pas parfaits,

1.2. Apprentissage de la déduction,

Contrairement 3 une opinion eacore trés répandue il y a guelgues années,
t'étude des nombres fournit, mieux encore que Péude de espace, un grand
nombre de situations propices au développement de Pesprit déductif.

Maig il serait prématuré, en classe de Quatriéme, de donner A ['dleve
une ¢onstruction compléte des ensembles de nombres on tous les axiomes
et toutes les démonstrations seraient explicités {de méme qu'il serait prématuré
de lui donner une véritable construction axiomatique du plan affinecu du
plan eaclidien).

La construction que mous proposons dans la deuxidme partie de cet
article n’est qu’sn il directeur & "usage du professeur. Celui-ci devra choisir
{dans le cadre de ia construction que nous proposons ou de touie construcs
tion équivalenie) {es propriétés qu'il admet et celles dont la démonstration
est sufisamment simple ot suffisamment dducative pour pouvoir étre proposée
aveo fruit aux éRves,

Ce qui importe, cest qud 1a fin de la Quatriéne, Példve soit capable
de ressentir que, dans telle ou telle situation, une démonstration s'impose
{nécessité de démontrer une propriéid qui n'a &té que constatée pour quelques
valeurs d¢ n, nécessité de démontrer la réciproque dun théoréme, ctc.), of
soit capable de fiaire une démonstration simple 3 partir de prémisses gn’on
iui rappellera si ¢'est néoessaire.

Voici, par exemple, sous quelie forme la démonstration de la compa-
tibilité de Pordre ¢t da I"addition dans I'ensamnble des décimanx a été proposée
aux éléves des classes de Quairidme expérinientale de Poitiers :

Exercice,
On sait que a 2> b, on se propose de comparer {g - ¢} et £ 4 c};
pour ¢ela on calcule lenr différence.

Vous ubilisez les propriétés :

® Yaddition est sssociative ef commutative.

@ pour retrancher un décimal, on gjoute son opposd,

@ la somme ¢'un décimal et de son opposé est égale 3 0,
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@ Topposé de la somme de deux décimanx est égal & 1a somme de
leurs opposés.
(3 0 est élément neutre pour I'addition.

Appelons d Ia différence {a + ¢} (b + ¢h

d= (@4 )—d+ )

?

d=(a+ )+ opp (b + )

O

H

d=1(a+ cy+ (opp b + opp ¢}

0

d={(a-+ opp b)+ {c + opp ¢}

¢

d=a-topp &40

¢

d=a4+opp b

Yous aviez d = {a + ¢} —{b + ¢), vous avez obienu d=a—b;
quelle est votre conclusion?
Pouvez-vous répondre & Ia question posés au début de Pexercice?

d=a—p

Cet excrcice, posé en début d’annéde, n'est qu'un premier stade dans
initiation a la déduction. Au stade suivant, des démonstrations sont proposdes
toujours sous la forme d'organigrammes, mais en Jaissant plus d'initiative
3 Méléve. Enfin, & un stade ultérieur, il faut initier 1'éidve A Ja sédaction d'uae
démonstration,

— T2
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1.3. Dévelappeinest de Uintuition nomérigne et préparation asx raisonme-
ments d"amalyse.

Co serait une etreur de céntrer Peuscignement des mathématiques sur
la déduction : l'enseignement de la [angue francaise ne se réduit pas B celui
de la grammaire, 1'enseignement de la musique ne se ré&duit pas 4 cehui de
I'harmonie. Beaucoup d'idées mathématiques, simples et férondes, sont
aceessibley sux éléves bien avant qu'ils me soient capables de démontrer tous
les théorémes qui, logiquement, leur sont antérievrs.

Plus important que 'apprentissage de la déduction est lc développement
de Pimruition mandrique.

Clest cette intnition qui permetira 3 Példve d'utiliser avec efficacit® ses
connaissances mathématiques dans les autres disciplines scientifiques ot dans
les problémes posés par la vie cotirgnte,

Cest elle gui lni permeitra d'aborder dés le second cycle des notions
d’anaipse qui, poar la plupart, n’étaient enseignées autrefois gu'en Tenminale
ou en Faculié et qui, dans ke monde moderne, sont congidérées comme les
éments de base de toute cullure scientifique : les notions de Hmite, de cont-
nuité, de dérivée, d'intégrale,

En Quatritme, les seules notions préparatoires A "analyse que I'on puisse
introduire somt celles d'intervalle (ouvert ou fermeé), de distance, de suife
emboltde d'intervaliss. Mais if est possible de trouver des probldémes tout 3
fait élémentaires et concrets qui font appel 3 des types de raisonnements
propres A Panalyse.

a) Problimes de majoration.

Sk on coamait un encadrement d’un décimal x, par exemple :

L7989 < x < 1,961, (1)
on peut en déduire d'autres encadrements :

1,79 < o < 1,91 (2)

L7 wx <2 (k)]

Cette majoration de 'amplitude de Pencadrement ne peut pas &tre faite
sans précautions : un éldve habitué trop tht & négliger awrait tendance &
remplacer {1} par

18« x <19

Le choix entre les encadrements {1), {2}, (3) est guidé par des considé-
rations d’opportunité : précision permise par Ies instruments de mesurg,
par la machine & calculer utilisée, commodité des cafeuls ulbiricurs A effectuer
4 la main, ete. Ce choix exige une démarche de V'esprit, dont tout automa-

-
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tisme est excly, e Qui n'a rien & voir avee la dédustion: nous sommes loin
de 'enseignement traditiennel de Ualgébre en Quatridme, oi alterpaient les
calouls {automatiques) et Jes démonstrations; mais nous sommes trés prés
des raisonmements utilisés en physique ef aussi en analyse -

Le choix de 'encadrement le plus « raisonnable » d’un résultat numé-
rique est analogue au choix du « meilleur » a correspondant 4 un £ dooné
dans une démonstration de continuité et au ¢hoix du majorant le plug « come
mode » dans la démonstration de Ia convergence d’une série.

) Problémes du type : « on denne &, irOUVEZ & .. ¥,

I*t exemple : lo quotient approehé & 10™¢ pris par défaut de 652 par 27
est 24,148 148,

Pour que 27 x soit une valeur approehée de 652 & 1077 prés, suffit-il
de prendre pour x

24,17 24,147 24,1487 "

X exemple r on donne deux d&cimanx s'dcrivant chacun avec un grand
nombre de chifftes & droite de la virgule. Combien fautsl conserver de dédci-
males pour obtenir leur produit & 107 prés?

Le premier exemple est une approche expérimentale de la continaité
de Ia fonction x+» 27 x, le second est une approche expérimentale de Ia
continuité de la fonction de deux wvartiables : {x, ¥) v+ xy. Mais la notion de
continuité ne pourra &tre explicitée que bien plus tard, guand les éléves sauront
manier les quantificateurs.

Le réle des figures.

Chez bteaucoup d'éléves, lintuitior numérique a besein d'un suppert
graphique.

Pour mettre en évidence des propriéiés de R ne faisant intervenir que
I'ovdre, on pent se contenter de classer des nombres réels en respectant leur
ordre mais sans s'intéresser aux longueurs des intervalles qui les séparent :

i5 45 15¢ 46 L I,,m[nz}
1y T

? I “n ] 1, <[15; 14]

In I =[156; 157]
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Mais, pour fes propriétés de B, on de IR, qui font intervenir la strectare
despace métrique {'esi-a-dire la notion de distance), seules les figures &
Péchelle sont suffisamment suggectives !

- /I‘ W I-t

PP -~ v M

1 %N, 2
Fro. L.

Matureilement, on peut reprocher beaucoup de choses aux figures
impossibilitd de distinguer les décimaux des réels non décimaux, risque de
confusion entre « propriété constatée sur 1a figure » et « propriété démontrée ».
11 faut que les éidves sachent gue ls figure n'est pas Fobjet de I'étude : ce n'ent
qu’un suppori pour l'imagination. Elle joue le méme rble gue Iss diagrammes
de Venn pour Pétude des ensembles : elle o'z pas plus de valeur mathématique,
mais efle g autant de valeur psychologigue,

Dans une olasse de Quattidme expérimentale, les &dves avaient 3 encadter
le poids du contenu d’une bouteille connaissant un encadrement du poidy
de la bouteille pleine et un encadrement du poids de la bouteille vide. lis
n’ont vraiment compris ie probléme qu’sprds 'avoir traduit par un graphique,
mais i a fallu qu'on jeur demande exphicitement de tracer ce graphique (ils
1’y pensent pas d’eux-mémes). A un niveau plus avancé, les étudisnts évite-
raient bien souvent des calenls inutiles s'ils §astreignaient 3 faire une figure
(ou, tont aw moins 3 essayer de s'imaginer la figure}.

Hormis cher quelques sujets exceptionnels qui viennent au monde aves
Pintuition numérique, celleci s’acquiert par ls tracé effectif de nombreuses
- figures. Ce n'est quw'aprds en avoir tracd um mombre suffisamment grand gue
Ies éléves arriveront & s'imaginer les figures « dans feur t8te » sans les tracer
effectivement,

L& comparaison avee le dictionnaire,

Nous venons de signaler que toute représentation praphique ne peut
donner gu'une idée grossitrement approchéc de la structure de . Pour
développer Vimtuition du nombre réel sans inculquer d’idées fausses, il est
nécessaire d’en varier les représentations imagées. Voict une « image » de R
qui, elfe non plus, n'est pas parfaite, mais qui, miewx que a figure, rend compte
des propriétés d'ordre de R.

On imagine gu’on classe daas an dictionnaire tous les mots (Pvn nombre
fini de lettres) que Pon peut former avec les 28 lettres de 'alphabet, Puis on
intercale dans ce dictionnairs des mots illimités; par exemple entre bar st
bas, on peut intercaler une infinité de mots illimités tels gque barsaq...,
barcdecdecde..., ... (remarquez qu'sntre bar ot bas, il y avait aussi une infinité
de mots limités),
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Cetée situation présente une grande analogie avec le passage des
décimaux aux réels, les mots Hmités jouant le xble des décimaux et les mots
illimités Ie r8l; des réels non décimaux. Cette analogie serait parfaite si on se
bornait aux néels de Pintervalle [0; 1] et si on convenait didentifier des mots
tels goe bas, barzzz... & basaga... {de méme qu'on identifie 0,533; 0,522 994,
et 0,523 000),

2. — Une théorie flémentaire des décimavx et des réels.

2.1, Introduction des décimamx,

Dans les classes antérisores, la nécessitd d'introduire des nombres non
entiers a &t¢ ressentie par les &léves & propos des problemes de mesure. 1}
n’y a pas lieu de revenir sur cette motivation en Quairitme. Le moment est
venu de développer chez 1'éléve le concept abstrait de nombre décimal :
si 1a notion de décimal reste attachée & un exemple concret {celoi de Ia mesure
des lengueurs par exemple), il sera difficile de concevoir laspuissance ##™ d*an
décimal, de ressentir 1a nécossité d’introduire des nombres non déeimaux, ete,

Voici, dans ses grandes fignes, Ie principe d'une introduction possible
des décimaux, introduction qui se veut abstraite, mais trés proche des tech-
niques de calenl wtiies avx éldves de Quatridme.

@) On considire des symboles tels que :
... DDO 018 206, 493 000 000
... 000 000 120, 000000 000. . .
e {0 287 000 000, 000 600 000. , )
L T 000 000, 000724 000, . .)

Chacun de ces symboles est constitué par wne saite de chiffres illimitée

vers la droite et vers la gaoche, séparde en deux parties par une virgule, et
précédée ou non do signe ~; les chiffres sont tons nouls saaf un nombre fini

d’enire cux.
On identifie les symboles

... 000,000, ., et — (... 000,000...}
L'ensemble ainsi défini se note I (ensemble des décimaux).
b} On identifie les &léments de D dont tows les chiffres 4 droite de la
virgule sont muls aux éiéments de Z

... 0D0OIB,000... est identifis & 18
e {... D40 100,000, . .) est identifié & 40 100

La paire de symboles {...000,000...; — (...000,000. ..} est identifide
ap

e IHE
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¢) Dans D, on définif la mudtiplication par 10 de la fagon suivante (déca-
inge de la virgule d’on rang vers la droite), on pose ;

(.. Coufgnre By Bupy Boge .6 50.. 3 X 10 = Oaya,. .. .0pa. .y,
2_p...@ ... ¢, pour fout x & &, [0.x = x.10.

Cette définition généralise la rigle bicn connue de multiphication d’vn
entier par 10.

d) De colte définition résulte Pexistence d'on élément a2 B fel que
2. 10 = D =],
..009, 100000. ..

On nots a == 1072, et on définit la mu]t;pﬁcat:on pat 1071 par décalage de
la virgule d'un rang vers Ia gauche.

On vérifie que 107, 109, . .., 10" admetient respectivernant pour inverses
af o ..., 0" (guon nots aussi 10—, 10~2, ..., 10-" et qui s’écrivent
L L00150,, ;L0001 00. .. et

On peut i meitre en éviderice les propriétés de groupe commnutatif
de Vensembie {10%; p e &} pour la multiplication et les régles de calcul dans
cE groupe

Yne &, WweZ, 19°.10% = 1Q#+*
(0% = 10"

On définit Iz produir d’um décimal x par 10"(n ¢ Z) en itérant » fois Iz
multiplication par 10 si n > 9, en #érant jn| fois la multiplicatien par 1¢-1
i # < O {décaiage de la virgule de » rangs vers la droite ou de |n] rangs vers
Ia gauche}.

¢} Cette dernigre définition pemmei de metire, de plusicurs fagons, tout
décimat sous laforme . i "we Z, ne )
(par exemple, —{..0F7,2900, , ) == —2729 . J0~ 8 = — 27 200, 1073 = . ..}
On définit alors g somme et le produit de deux décimanx quelcmque.i
par tes formules :
@.107% - 5.10~* = (@ + B). 107" 0
3.10°% X 5.10°7 = 0.5.107(+® @)

On vérifie gue les seconds membres de (1) et (2) ne dépendent pas des
représentations choisies dans le premier membre : par exemple, la formuie (1)
donne :

30678 4 50 107 % = 53.10~2; 30,1077 - 500.10°% = 530.107%
£3.107% et 530,107 ® représentent le méme élément de B,

On démontre que, muni des lois de composition internes définies par (1)
et (2), D est un anneau commutatif, et que Z ¢st un sous-annean de B.
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- Fy L'ensemble B des décimaux qui sont représentés par des symboies
non précédés du signe — est stable pour Paddition et pour la multiplication.
On convient d’éoerire

X ¥

si ot sculement si ¥y — x est un élément de D .
On démontre que la relation notde < est une relation d’ordre total dans
B, et que cette refation d’ordre ost compatible avec la siructure 4 anneau de D ;
Yae D, Voe B, Yee D, a<b=>atc<dte (3)
Vae B, Ybe D, Yee B, alb=ac e )

Les propriétés des inégalités dont on fera courammeni usage dans fes
problémes sur les encadrements sont des corollaires de (3) et (§) : addition
des inégalités membre 3 membre, multiplication membre &2 membre des inéga-
lités entre décimaux positifs,

22 Struciure d’cspace métrigue de B,

a) Op démontre que a distance dc deux décimaux x, »,
d(x, }’} = lx——-yl
posséde les propriétés suivantes {propriéiés caractéristiques des distances) :
dx, v) cst un réel positif (o un décimal positif) et
Ay, y)=Qepx =y
&x, y} = d{y, x}
dix, 2y < dx, y} + d(y, z).

On dit encore que D, muni de la distance 4, est un espace métrique.

5 Dans tout espace métrique E, on définit les notions de boule ouverse
et do bowle fermiée:

SiaeEetsire R, la boule cuverte de centre 4 ¢ de rayon 7 st P'en-
semble des éléments x de E tels que (g, x} < r; la boule cuverte de centre 4
et de rayon r est Pensemble des éldments x de B tels que die, x) < ».

Dans D, ia boule ouverte (respectivement fermée) de centre a ¢t de rayon r
n'est awmtre que Pimtervalle ouvert (tespectivement fermé) d'exitémités ¢ —r
et @ r.

Lrintroduetion de ce iangage ost commode pour &tablir fa Haisen entre
¢ langage des encadrements et celui des valeurs approchées @ « x, est une
valeur approchée de x 3 £ prés » signifie que &x,, X) < &, Cest-A-dire que x
est ancacdré par Is couple de décimaux x, - g, ¥ + £,

¢} Dans tout espace métrique E, on définit je diemdtre d'une partie

bornée queiconque A de E : c’est la borne sapdricure de d{x, 3}, x, y étant
deux dléments queicongmes de A,
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Le dizmétre d'un intervaile de B est Ja distance de ses extrémités,
- Cette notion correspond A celle d'amplitede d'un encadrement (rap-
pelons que, si on & choisi comme valeur approchée fe centre de Vintervalie
d'encadrement, Fincertitude est égale 4 Ia moitié de I'amplitude de Jen-
cadrement). '

2.3. Insaffisance des décimamx.
8) Lacanmes de natwre algébrigue.

Dans I, certaines équations n’ont pss de sofutions @ 3x = 1; x* =2,
Xt = -] ole,

Cette remarque ne conduit pas & l'introduction de R, mais plutit 4
ceile de 'ensemble des nombres algébriques ou de certains de ses sousensembles
{ensemble des rationnels, dos réels de la forme e + & 15 alage@etbe@,
des complexes de la forme g +bioh ac @ et be @, sic)

b) Lacuimes de nature topologigue,

Ou appelle suile emboitée d'intervalles {dans un ensemble totaloment
ordenng, B ou R par sxemple) toute suite ¥y, Iy, ..., 1, ... d’intervalles de
cet ensemble felle que

Lk>LohLio .2l g o ...

Dans B, il existe des suites emboitées d'intervalles ferméds dont Iinter-
section est vide, par exemple
L=0; 1}, I, ={0,3; 04], I,=[033;0,34), ...,
1,.==[0,333...33; 0333...34] (» chiffires), ...

On verra uliéricurement (mais pas en Guatriéme) que, dans R, celd ne
s¢ produit jamais  route suite emboitée d'intervalies fermés de R a une inter-
section nown vide.

Cest 1 que réside 1a raison profonde pour laguelle on est amené & pro-
longer D en un ensemble plus riche gn’on appeliera R, Cette différence fonda-
meuntale enire & et IR ne pout pas &tre énoncée dans toute sa géndralité en
Quatridme. Mais il ne faudra pas manquer de la faire ressentir & propos des
exempies proposés par le programme (recherche de P'inverse et de Ia racine
carrée). Ces exemples, étudiés sous leur simple aspect algébrique, ne consti-
tueraient pas une motivation suffisante & Pintroduction des réels.

Ce mest pas la représentation graphique des décimaunx par les points
d'une droite qui rend intuitive ces lacunes topologiques de I : pour mesurer
des longueurs, les décimaax {¢t méme souvent les déeimaex dordre 2 ou 3)
sont largement suffisants. Toute motivation de Vintreduction des réels basée
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exclusivement sur des problémes de mesure (au sens physique) ne pent que
donner des idées fausses ou incomplétes, Co n'est pas une raison pour renoncer
sox fipures, mais il faui que 'éléve sente qu’an moment od on introduit fes
réels, on fait un nouveau pas dans Pabstraction, dans Pidéalisation (la compa~
reison aves le dictionnaire signalée plus haut (1.3} n'est pas déplecde ici, car
il g'agit d’'un dictionnaire imaginaire, d'un dictionnaire idéal).

I4. Infroduction d¢ Penseable ordonnd des réels.
a} Swites décimales illimtitées.

En analysant le critdre qui permet de décider si un décimal représenté
pat une suite Phimitée de chiffres est inférieur A un autee décimal, on s"apergoit
que, dans le « dictionnaire » des suites dlimitées de chiffres, on peut en inter-
caler de nouvelles telles gue

...0D12,325 325 325 ... {période 329)
— (...0000,024 242 424 ..} ({période 24)

. .0000,123 436 789 101 112 ... {suite des naturels £crits en
baze 103

Comsie dans les suites illimitdes introduites au paragraphe 2.1, tous
les chiffres situés & gauche d'un certain chiffre sont nuls; mais ici, il peut y
avoir, vers la droite, une infinité de chiffres non nuls.

Nous passons sous silence ’énoncé explicite du critére de comparaison
de deux swites déeimales illimiiées et la démonstration du fait que, dans Pen-
semble des suites décimales iflimitces, ia velation « est une refation d’ordre
total.

On peet remargquer Gu'entre deux smtes décinales illimitées distinctes,
on peut on intercaler une infinitd d'autres, sauf duns le cas o Pune delles
représonte un décimal

008, ... 8.8y ...a_,0... (@a_,#0
et o avtrs §'éerit
o O00a, . g Gy -8 pgs (@ 10999 ... (période 9)
Par exemple, entre ... 01,00 ... et ... 00,999 .. _, on ne peut intercaler

aucune auvtre suite décimale illimitée. Nous dirons que deux telles suites sont
« consécutives ».

b} Nambres réels.

Dans Pensemble des suites décimales Mllimitées, on identifie les suiten
« conséeatives ». On obtient ainsi un nouvel ensembic quwon note R (ensembile
des réels).

e S
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Ern somme, yn nombre réel est ;

- s0it une suite décimale illimitée {précédée on non du signe —) n'ayant
pas pour période O ni 9, _

— s0it une paire de suites décimales iflimitées consécutives.

Cette paire de suite est identifife au décimal représentd par I'une d'entre
eiles : par exemple @

Lerdet{...01,00...; ... 00,999 . }estidentifié andécimal ... 01,00...
{c’est-3-dire 3 Pentier 1).

Donc D« R,

Pour définir Ja relation dordre dans IR, il est commide de convenir gu’on
choisira toujours, pour représenter un réel, une suite décimaie n’ayant pas
pour période 9; {a comparsison Je doux réels se raméne alors A la compa-
raison de devx suites décimales illimitdes. La relation « dans R est une rela-
tion dordre tofal, qui profonge la relation d’ordre dans .

{in pent démontrer simmplement gue fout intervalle ouvert de R contient
wne infinité de décimaux ot une infinité de réels non décimaux (P et R— B
sont demses dans R).

On peut aussi {mais ¢'est moins facile) démontrer jes deux théorémes
suivants ;

{1} Si une suite embofide d’intervalles de R, 4 exirémiids décimales est
telie que, pour tout s e B, il existe ue infervatle de I suite dont Je diametre
est < 1077, Pintersection de tous les intervalles de cetts suite st ns singleton
de R

{2} ‘Toute suite emboitée d'intervalles fermés de R a une intersection
non vide,

Le théoréme (2), qui ne fait intervenir que Pordre dans R, est un théordme
dexistence.

Le théordme {1) permet de démontrer 4 la fois l'existence et I"unicité
d’un réel; il fait intervenir Ja notion de distance (mais s"agit de Ia distance
de deux décimaux ; iz distance de deux rédsls quelconques n’sz pas encore
£té définic).

Clest oo {héoréme qui sera utilisé (mais peut-&tre pas de fagon explicite
dans nos classes) pour définir fa somme et le prodduit de denx réefs.

2.5, Opérations sur les réels,
a} Encadrementy canonigues d'an réel.

Le réel x == ... 02,742 749 749 ... (période 749} admet pour enca-
drements

135y ZT<x<28; 2M<x <275
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Les intervalles [2; 3], [2,7; 2,8, [2,74; 2,73), ... de R forment une suite
emboitée vérifiant les conditions du théorime (I} dnoncé ci-dessus (§ 2.4),
Ils ont pour intersection {x}.

1L est commode d'appeler « encadrements canonigues de % » les encadre-
ments fournis par ces intervalies,

Un décimal admet deux suites d’encadrements canoniques :

220 e 3; 21 < 2,1 < 2.2; 21021 < 28,
20213 20 2.1 <02.1; 200 < 21 < 2,10; |

qui correspondent aux deux suites décimales illimitées qui le représentent :
2,1 == 2,100 00 ... ==2089 9% _,,

b} Définition des opérations dans R.

Ftant donnés deux récls x et y définis par des seites décimales TFmitées,
on peut leur associer des encadrements canoniques :
(ﬁm b[l): (alﬁ bl)r srey (ﬁ‘, bn) vex POUE X
(Cﬁs ‘{ﬂ)’ (c:{: dl}s vy (C Ay dg) A poul‘ y..

On démontre que les intervalles
[%_?"‘:ﬁ: bﬁ";'dolﬁ £a}.+cl! b1+djls AR [a,“‘i‘f., ba +["ﬁ]! -

vérifient les conditions du théoréme (1}, Leur intersection e¢st un singleton
de R, soit {z}. Par définition, z est la somme des réels x et 3.

Si x et ¥ sont des réels posififs, on démontre que les intervalles
[“uscm bnde}s {glclr bldﬂ, ‘ary {ancns bld!]l as

ont aussi pour intersection un singleton {1} de B, ot on dit que £ eat 12 produit
des miels x ot w
On définit ensuite le produit de deux réels de signe quelcongus par :

(X} ¥ = — (X9} = X (—9); (%) (~¥} = x),

Dies démeonstrations (assez laborieuses) permeftent de montrer que 288
deux opérations définissent sur R une structure de corps, et que Ia relation
d'ordre dans R est compatible avec ces opérations.

En particulier, on peut théoriguement démontrer & partir de ce qui
précede que tout réel non mul est inversible. 81 on prend cette propriété comme
axiome, ce west pas pour des raisons logiques, mais pour des raisons de
commoditd {la démonstration est difficile}.
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