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e Dans Particle ci-dessous notre Coliégue Indique comiment, dans une
§ classe expérimentale, elle o introduft les rédels & partir des décimaux.,

Des décimaux aux réels

en classe de quatriéme ()

Magdekine Morre,
Toulon.

-

Une révision du caleul dans { B, 4, X) anéne naturellement & comparer
(B, +) et (B, X) et & chercher los éléments qui ont un inverse. Soit I leur
ensembile; tout élément de I s’Scrit 22.5%.{6,1)", (g, &, 5} & N®; on peut Pad-
mettre, ov Ie prouver en admettant 'unicité de Ja décompaesition d'un nature]
en produit de factours premiers. Dos exercices de calcul sur des décimaux
écrits unsi, ou bienm, 10= ou p.{0,1) %, les exposanis étant tonjours des naturels,
préparent le calcul sur les puissances de 10,

Chemin faisant on trouve de petites déductions intéressantes fear le
besoitt s"ens fait sentir) ot faciles & formaliser : Ie produit de deux décimaux
inversibles est inversible; un nombre mt.(0,1}%, (m, m) e W], est inversible
si et seulement si w est inversible,

On cherche la représentation cartésienne de la fonction de D vers B
& x a pour inverse ¥ ». Des éléves ont {racé hyperboie; les autres protestent ;
36,7 9 ... n'ont pas d'inverse; il n’y a pas de point sur telle e telle droite...

On ne sait trop si on a des points isolés on une « courbe trouée » mais
sur eeci on est d'accord ; il mangque une infinité de points,

Simultanément on confinue Ie traveil amorcé en Cinguidme, étude
d’ares fables d’opération, et on dégage 1a notion de groupe dont on a main-
tenant de nombreux exemples : (&, 4, (B, +),(1, x),desgroupes (Z ., +)
et des groupes de permutations.

On précise et distingue les eonventions — écriture additive, multipli-
cative — et le vocabulaire @ multiple (puiscance) d’un élément dun groupe.
Sur un exemple fini on dépage le calewl sur Jos pitissances Q'un élément dan
groupe. On généralise : pour tout groupe (G, #) 2 (Va, a6 () (Vn, ne ).
(2 " == (2%~ 1 Om introduit ks exposants négatifs et on admet, ou prouve,
suivant le femps dont on dispose ot le niveau de la classe, Pextension aux
sxposants négalifs, des rigles de calesl

{1} Claase expérimentale de Lycéz Bonapurie : 195570
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On fait alors du caleul vumérique vtilisant fas puissances, positives ou
négatives, de 2, 5, 10,

Si on a pu, pendant Is période guni vient d*atre décrite, obtenir, dans le
cadre des exercices et de Uexploration géométrique prolongeant celie amorcée
en Cinquiéme, les groupes de rotations des polygones répuliers, (G,, o),
on obtiendrz les classes de &, modulo 5 par exemple, comme classes d"expo-
sants équivalents -

a=@ === . =d V=g =g ¥=,,,
bmagsg e gifea ,,, = o g e g s,

4

Les permutations &, b, ¢, 4, ¢ pourront &tre codées par ces classes €t on
obtiendra {Z/w, -+) comme traduction er notation additive de (G, o).

La table de (Z /5 X) ¢at suggérés par Ia table de Iz foi externe « x (x € Gy)
&evé A Pexposant ¥ (¥ & Z) donne z {z & Gy) ».

La résoiution d'équations dans (Z/,3, +) et €€/, %) — 2 dopné —
eméne naturcllement les éléves aw caleul dass les groupes ¢t les anneaux.

Cest le moment de revenir 3 P pour ¢n montrer simultanédment Pinsuf.
fisance théorique et Padéquation 3 tous les problémes pratiques. Nous Pavons
fait 3 travers Pétude d’une dowzaine de fiches dont nous reprodutsons ici les
quatre premitres ¢f In dernidre, résumant les autres au passage.

1. — Premiére fiche : Défaunis et merites de D,

Résous sur B les équatiors @

Z.x ey (—~D.x~=6 J.x =49 0.5 =2
—035.x=3 4.% = wf x.(1,25) = —11 T.x == —48
0.7 .x =042 1T.x=24 0ix=028 1Ix=40

rans quels cas 'équation ax = b sur D a-t-clle une et une senle solution?

- 280
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2. - Quelques problémes concrefs.

3.

2.1. Soit & partager un métre de ruban en trois rubans destinés au méme
usage.

8i le métre est Punitd, o x l& mesurs des petits rubans, on doit avoir
3 x =1, Nous savons que celte équation n's pas de solution dans B, 1l
serait pourtant absurde de dire que e partape demandé est impossible ot le
ruban inutilisable!

Six=03,3x=409 et on perd 1 dm Jde roban;

Slx—~ﬂ333x-099-- - tem - -

hpartagemﬂmsrubmsdcﬁmoudemmbmsdeﬁm&tmde
34 ¢m résout notre probidme,

2.2. Congidérons le probidme d'ajustage suivant : il s"agit de préparer
trois tringles en acier de fagon que

(I} leurs longueurs différent de moins de 1 mm;

{2) P'écart entre la somme de leyrs longuenrs et le métre soit inférieus
i 1 mm.

Quelle sofution proposerais-tu sachant que to aurais & ta disposition
o instrument permettant de mesurer aves une précision de 0,1 mm?

- DPeuxieme fiche.

Nous avons vu, enn étadiant et représentant graphiquement la fonction
de P vers P ;x> x? quele graphique ne possédait pag de points d'ardonnée
2,3,5, 6,7, 8, 1f .... Rappeilons et explicitons notre raisonnement :

— 8i un de ces nombres $€sif le carrd d’un nombre entier nous I verrions
sur sa décompesition en produit de facteurs primaires : celie-ci aurait des
eXposants pairs

nte= {2530 50 |, po)t = 2V 3B 5% | pin,

Or 2, 3,5 7, 11 sont premiers et 6 =28 X ¥, § == 2%,

~ st un de ces nombres &ait fe carré d'un dérimal 4 virgule il serait
lui-méme un dérimal & virgule.

Aufrement dit les équations x2 oo 2, x¥ o 3, a5, ..., x2 == 1] n'ont
pas de solution dans D,

Par contre, rappelons que x* = 1,44 a deux solutions : {—1,2} et 1,2

— Problémes concrets.

4,5, Métre en man it test facile de te rendre compie de étendue que
représente 'unité appelée métre carrd; favile aussi de te rendre compte de
Pétendue représentbe par 2 métres carrés dés lors que tu prends un domaine
rectangalaire (2 X 1 ou 4 X 0,5 ou 1,25 » 1,6). Mais s tu veux te représenter
un carré de 2 m?, que fais-tu?

— 281 —
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4.2. L'an dernier tu as constrit un ¢ube en bristol de 8 cm (0,8 dmy)
daréte, Calcule son volume en c:lrn*IIE en cm?®, dans le but de le comparer au
litre {1 ¥==1 dm%.

Aide-toi de ce résultat pour me dire guelle mesure je dois indiguer sux
dldves pour 'aréte pour que e volume soit aussl volsin gue possible ds 0,5 dm?,
N’oublie pas que je ne puis pas utiliser le dixidme de miflimétre parce que,
méme ¢l pos instruments permettatent de distinguer deux longueurs différent
de 0,1 mm cela ne nous serait $aucune utilité puisque pos traits de crayon
ont de 0,2 mm & 1 mm d"épaisteur &t que nos découpages et collages aggravent
l’nnprémsnon.

- Mais si un papa, ajusteur 2 Parsenal, fait pour sa filie un cube en métal
il peut s'imposer une aréte nu dixiéme de millimétre Quelle sern cefte arfte
pour gue le volume soit aussi vojsin gue possible de 0,5 dm?*?

8, — Troisiéme Hche.

Dans les problémes pratiques précédents nous ne pouvons pas dire que
nous obtepons des « valeurs approchées des solutions » puisque cellesci
n’exisi¢nt pas dans B, If est plus correct de parler de « solutions apptochees ».

Chservons & que nous faisons

Probléme du ruban; nouws remplagons la résolution de ['équation
3.x = ] par la rdsolution de deux inéguations :

f—agix <}
-— pit a dépend de nos exigences — précisées par Ia condition supplémentaire
« fe n'ai que faire d’un nombre avec 3 chiffres décimaux » autrement dit

& je cherche un nombre ayant ay plos 2 chiffres décimaux ». « Ne pas perdre
plug de | ¢m de ruban » est traduit par :

a = 0,0}

ie probldme est alors exprimé par
1 —00l 3 <}
xe D, (1)

11 a pour solution : 0,33.

Le probidme dex figex dacier; il est exprimé pas
10,001 < 3x <1 40,001
xe b,

Y Dy idfde D » \0'gs 2L,

— IR
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4l Punité est le métre et si Por impose |2 condition supplémentaire « trois
tiges de méme longueur ». :

Le probldme du cube en bristol; 1| est exprimé par :
! |%® ~ 500| minimum, Funité éant le centimdtre;
i xe D,

il & pour solutios : 7,9,

Le problime du cube en métal: il est exprimé, avec Is oréme undtd par
(|x* — 500 minimum; x & By; il & pour sohation : 7,94,
On caleule, en effet : 7,93% o 498,6 ot 7942 = 500,5; on a donc

17,943 — $00] << |7,93% — 500{.
7,93 et 7,94 sont dey solutiony approchées — la premidre par défaut, Ia seconde

par exces — du probléme théorique régnmé par x? = 5!30 7,9 et & sont anssi
der solutions approchées de ce probléme.

— Quatri¢me fche,

Pour distinguer ces deux couples de solutions approchées il est commeode
de considérer les nombres positifs

[7,93 e 7,94] = |7,94 e 7,93} == 0,01 = 10™¥
17,9 — 8] = 8 —7,8] = 0,1 = 1=t

On les appelle divtances des couples (7,93; 1,94) et (7,9; 8

Définifion. — On appefle distance, Papplication de & de D? dans D*
définie par ! x; y) = |x ~ .

tn;-1)

. {_e,::-.z,#)‘

rus)

(-3;
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Le mot « distance » désigns A la fois :

~ Papplication d.

-— ley images duns cette applivation.

Avec ce vocsbulaire nous pouvons dire : 7,9 et 8 sont les solutions appro-
chées, par défaut et par excds, dont la distance est un dixiéme,

Comment texpliques-tt le nom de « distance » choisi pour cette
application?

Ex. 1. Prépare un tableau cartésien de A x A,

A=[-58; —47; —3,1; —2; —0% 0; 1; 3,5; 5]

ot inscrit dans 4 case repénfe par e couple (x . 3) sa distance,

Tu peux aussi otiliser un repdre cartésien ef inscrire, & cbté du point
image du couple (x; ¥} Ia distance de ce couple. Dans ¢ cas des recherches
intéressantes oo présemtent,

Ex, 2. Calcule 4 (x; x}; compared (x; ¥} etd (¥ x). Tusais dfa; 5) =0
gue pean-iu en déduice?

Ex. 3. Compare d (x; ¥+ dipr2) & 4 (x;z) pour plusicurs triples
{x, ¥, 7). Qu'observes-tu? Essaie d'établir la validizé de ton observation: pour
tout triple.

7. w~ Claquiéme et sixitme fiches.

Cadre-résumé des propriétés de 4.
(5 fiche) § Deux autres exercices. |
{6® fiche). L'ensermble des solutions de 'éguation 3x = 1 est Pinder-
section des ensernbles de solutions 4 ot BB des inéquations sur P

(Aaa<t, B>

Si nous ignorions que cetle éguation n’a pas de solution dans P nous
pourrions chercher des solutions de (A), des solutions de (B}, en cherchant
& diminuer Ia distance d’un élément de A & un dément do B,

Exercons-nous sur Péquation : (D), a% -+ x =3

w [Cest dans cetfe fiche gu'on fait remarguer gu'on n’apprécie la
précision d'une solution par défaut gu’es I'associant & une selution par excds;
que la prévision ost cxprinvde par la distance du couple ainsi formé.}

8. —~ Septitme, huitieéme ¢t neuvidme fiches.
(7e fiche). Retour & 'équation : {8}, Ix = 1; suile crolssante {déerois-

sante} des solutions approchfes par défaut (par excés). On range les uns
au-dessus des autres les nombres dont Iz distance esi une unité décimale et

- % —
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on sncadre oes couples. Ne gardant que les décimaux encadeés on obtient *
de nouvelles suites :
5 0,3 033 0333 63333 ...
52 04 034 03M 03334 .,

Introduction di vocabulaire : quotient approché par défsirt {excks) &
un dixidéme {un centidme, _..} de I par 3,

Le nombre 0,33 est Je plas grand élément de D, dont le wriple est inférieur
&L

{7¢ et B¢ fiches), On retrouve la technique de la division étudide i’éwie
primaire.

H y qurait iméréi & repousser cette tude & plus tard i & passer directe.
ment ¢ la 9® ficke ; sinon certains léves vont oublier la définition des qeotients
apprachés par défaut (excés) @ 10 prés et son lien agvec lex encadremants
par des décimanx dont la distance ext une unité décimale, pour ne retenir
qu'un miécanisme.

Cette remarque wiest SUgpérée par une constatation um peu décevante
Jaite quelques mois pius tard chez prés de la moltié des éléves qui continsent
a Indiguer correctement un guotient approché par défaut @ 10* prés mais!

- buttent sur le guotient approcké par excés a 10 prés,

e croieni pouvoir dédidre la racine carrée aGpprockée par défsuc 4
un centidme d'un encadrerrent comme:

1,95 < a < 1,979

{9¢ fiche). Remarques * la suite £, est parfaiternient connue dés que s;
est connue.

— 5, peut &tre résumde par Pécriture 0,333 ... ou 0,3 ... appelée ...

-~ Exercices ; donner les suites 5, ¢t gy pour les solutions apprwh&s
des équations @ §,7.x =048 64.x=T.

-~ Suites 5, et 5, pour (B : x® = 1 Ecriture qui les résume; vocabulaire :
racine carrée; racine carcbe approchée par défaet (patr excés) & 10* pris:

symboles YA, A%,

— Dixié¢me fiche.

Exercices : recherche de racines carréss ot de racines carrdes approchées.
Usage de la table des carrds de 100 & 10 000.
Retour sur le probléme du cube : racine cubique.
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10. » Owzidese fiche,

ProblRme, La recherche de valeurs approchées d'un nombre ¢ a dosné
une suite s et une suite 5, résumbes par ia suite décimale illimitée 1 10,2711 .. .;
I recherche dun nombre & 2 donné des suites 5') et &', résumdes par la snite
décimale illimitde périodique : 0,7 ..., Peux-lu €crire des indgalités vérifides
par te nombre (2 + 5)? Dans quelle information peux-fu les résumer?

[Remargue. Les éléves connaissaient les propriétés de ordre sur 2}

11, —— 8i, dans Pexercice précédent, on remplace {(a 1 4) par (g~ &)
les caleuls sont un peu plus pénibles sans machine. On trouve !

T4 . <ab <84 gardons 7 <ab«<y

7,907 9 <a.b <8018 & gardons 79 <a.b <81

7980... <a.b<799... gardoms 798 <a.b <800

798983, .. < 4.5, < 7.,98893... gardons 7987 < a.b < 7,989

Nous avons obtenu des encadrements par des décimaug de distances 2,
2,107, 2.167%, 2.1672 WNous pouvons cependant en déduire

7 <ab<B® {aveclapremidre ot la troisidme Hgne)
74 < ab <80 (avec Ja deuxidme ot la iroisidme ligne)
7,38 < a.b < 7,99 (avec la troisidme et Ia quatritme ligne)

informations résumées par le décimal illimité : 7,98 ...

12. — Les valeurs approchées par défaut et par escss d’un nombre 4
sont donndes par la suite décimale Hlimitée 1,3 . ... Examine jes encadrements
de 4d, puis de 34

14, — Les valeurs approchées par défaut et par excds d’un nombre a
sont données par fa suite décimale llimitée 2,339 .. .. Compare ce nombre a
au nombre déeimal b = 2,34,

¥
. »

Remanque. -—— Celques anires exercices mexigeant pas de calculs fasti-
dicux ont & donnés en devoirs; il y aurait en intérét 4 multiplier des cxercices
comme Pexercice traité du paragraphe 12, aprds l'introduction des nmombres
réels pour éviter Vambigultd qui s'introduir dans cette dernidre fiche, sur
Pexistence ot fa nature de ¢es nombres g et 5.

Bien entendu Pétude de ces onze fiches prond un peu de tomps; mais
an sent bien qu'il s'agit B ¢'une étape essenticlle, Chemin faisant lo désir
de postuler Pexistence d*un invexse pour tout décimal ¢t d’une racine camés
pour tont déeimal positif s2 fait de plus en plus sentir et s professeur n'étonse

— 286 —
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personne en commengant & parler d’un ensemble dﬂmﬁﬁw dont MW
est admise par les mathématiciens pour satisfaire § oox ads;nm -
Cest pourquoi Pambiguité de la fiche 11 n'egt pus ‘ghonme. . -
Pen aprés trois fiches présenfent I'ensemnble” des nombres réels s&ns
dépasser les exigences des éldves -
= Ro P, R=R'uR; {0}=Rr-~R.
— Addition. et multiplication prolongent celles des décimaux on faisant
de (IR, ) ot (IR,, X) des groupes abéliens et en conservant la distributivité.
- — Existence d'utie et une seale racine rarrée pour touf réel positif.
- Extension des définitions : @ » b e (g —b) ¢ D*.
~- Définition de la valeur absolue : (4] = Max (a, Lma)

Remargues sur Pétwde des onze fiches,

L'étade des qnatrs premléres a éth Pobjet dun travaﬂ d’équ:pes de froiy
éldves, mené & ln demande des éidves dune maniére intensive, sans dispersion
sur d'autres sujets, pmdant les quatre heures hebdomadaires, Elle a 66 trds -
amimée. Au départ j'ai dA répondre & beaucoup de questions (hésitations sur
le systdme métrique en parsiculier) mais le travail demandé a éié bien compns
et les erreurs dinterprétation péu nombreuses.

Ensuite le travail s’est progressivement - indmduahsé travail par tnbie
de deux, puis travail individue! sur les dernifres fiches pour me permittre
de vérifier "assimilation.

Je suis convaincue qu'avec celte approche nous avons employé notre
temps de fagon beaucoup plus profitable gwavee voe construction des ration-
nels. 1 est clair que ke temps dont nous disposons impose una choix ; en choisis-
sant de construire ) on remef i plus tard l'introduction du caloul approché
¢t les prémices de I'analyse {« TOt et progressivement ») et on laisse dans
Fombre I8 potion de réel, ou bien on 1s dissimule sous celle des racines carrées.

Nous avons Pavantage de traiter une seule foig e caleul sur les guotients,
trds rapidement et sans aucune difficults. Bien entendu le caleul numérique
fait slers place 3 deux sottes d’exercices = ceux ol la réduction au méme
dénominateur est naturelle; ceux ol glest le recours 3 vuc valeur approchdée
décimale. Nos collégues physiciens devraient assez rapidement s‘apercevoir
d’un changement. En 1974 il sera déja iniéressant de les entendre; A condition
quils n'oublieni pas que le premier cycle doit rester lc lieu oll on aborde les
notions, {echniques et savoir-faire de base, sans prétendre rien achever,

o 28T s
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