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Nombres décimaux

Véronique GAUTHRON,
(IREM. de Paris).

Les propriétés de Z qui en font v anneaw commutatif totalement ordonné
(voir appendice) ainsi que la division euclidienne dans Z sont supposées
connues (¢f, Progmmme de Cinquiéme).

L — Le groupe G des puissances de 10.

Rappels : si x et » sont des nombres entiers pouitifs, on connalt la
notation
P X KX, XX

n fois
¢t on voit faciement que
YxeN* ¥nelNt Y e N, 37 K &% wn X" ()
on convient de poser
YxelV* x®=1

Cette convention est compatible avec les relations {1).

Définition des pulssances de 10.

Dans e cas partioulier x =~ 10 (base de la numération}, on va définir
les « nombres » 10" pour tout ¢ 2 géndralisant Jes entiers 10 pour ne B,
L’ensemblie coasidéré est celui des symboles 10* pour # e Z; on définit
suf oot ensembie une loi de composition interne, potée <, dels fagon suivante :

0" x 10% == 1 (ne&, me &)
Si e N ¢t me IV, nous retrouvons kes relations (1), ce qui fous permet
Qlidsatificr, pour 1 2> 8, le symbole 10" aves 'entier 10" défind précédemament,
et pour me N et nelV, la loi X avec Ja multiphieation entre entiers,
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Notation: 4 ne & et n <0, slors a =—n', avee ¥ 6 N*,

On écrit smzvent-i-g«;—, an Een de 10*,

La Joi qu'en vient de définir st une lof de groupe commuisiif,

Ceite propriété va déoouler de co que Z est un groupe commutatif pour
Paddition :
~— La loi est commutative :

Ymed, Yo 10™ % 10% = 1Q=t>
et

10* x 10™ = 6=t
ordans &, mtln=an4+m
-— La loi est assocdative :
Ymed, ¥reZ, ¥Y.pe i, alors
(0™ ¥ 107} x 107 = HFxt0te
19™ x (i0" x 10°} = jg=iinm
ordans Z, (m - m)dp=m+(n-tp).
~ L'élément 10¢ == 1 est éément neutre :
VmeZ, 1 X 10% == 108+ ™ == 10"
— Tout &ément a un inverse :
Pour towt ne 7Z, on connait Vékdment —neZ tel que s + ) == §
donc 10® ¢ 1079 == WP =1,

10~ = est Pinverse dae 10 pour la loi x.
MNous appellerons G le groupe des puissances de 10

Remarque : nows avons ainsi dé&fint vn isomorphisme de groupe entre Z
mumi de Paddition ef le groupe G, 3 savoir Papplication ¢ de Z dans & défini
par

YaceZ, )= 10"cG

Cette application vérifie en effet évidermment ;
Plm + n} == @(m) X ¢{m)
¢t clie est bijective d’apres Ia définition méme de G.

Ordre total sor le grompe G.

On cornsit I'ordre naturel sur &;
On définit une relation < dans G par 6P L H"<-m < dans £,
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— CPest un ordre total : cela découle de la structure d'ordre total de & ;

¥YoeZ "L I107carngn

VmeZ, YaeZ, (10%= 10" ¢ 107 < 10™) == 10™ == 10* {car on
voit qu'alors m = #)

Ym,mpe &, (10" < 10° et 10° < 10°) = 10" < 107,

— Cef ordre est compatible avec I3 structure de groupe de (.
En effet, si 10™ < 107, cela exprime gue m < p, done
YneZ, m 8 < p-+ n (struciure de groupe ordonné de £);
c'est-filire [0™*7 & HOPT %,
Conséquences direcies :
Vo, mm, ne &, (10™ < 107 et 10% & [0™) e O™ o [QW0 S

~ Lien avec l'ordre de Z.

Si m et » sont des entiers positifs, nous avons identifié les éments 10*
et 10" de G aux entiers 10™ et 10",

La relation d'ordre que nous avons définie est compatible avee ceite
identification, puisque, si m, ne Z et m < n, les entiers 10™ et 107 sont tels
que 10™ & 107,

Cela découle de ce que Z est uo anncau ordonné, c'est-A-dire que la
structure de groupe ordonné de Z est compatible aves la multiplication
(voir appendice).

H. — Les pombres a.10° (ae Z, pe Z).

Rappels : si ag £ et pe IV, on connalt Pentiera x 107, Léeriture d'un
entier sous la forme 2.10° p'est pas unique. En effet, codsidérons deux
pombres ontiers 4crits sous la forme .10° et & 107; supposonz par
exemple qus p « g, alors ces deux entiers sont épaux s of sculement s
b= a l0F 9,

Construction :

On considérs Pensembie des symbolos o x 1% {ac &, pe &)

Celn revient en fait A considérer 'ensemble des couples (o, 7). mais Péeri-
fure o« x 10* est plos pariante.

Munissons cet ensemble de la relation suivante :

alFRb IS {(prgeth=al0’ 9 on(g>petae=bl10s,

La relation R est wne relation & éguivalence:

Senle s transivitd n’est pas fout A faii dvidente :
Si . 100 R D5.10% et 5,109 Re. IO, nous devons examiner les six cas
possibles suivant Pordre des trois nombres p, g, r.
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Suppesens par exemple g < p < »

alors be=g 10P~ % et b == g, 10 ¢
or Pqr—g
d'oh g g v ot g, 10F R 2,10,

Les sutres cas se traitent de la méme fagon,

L'ensemble des classes d"équivalence pour la reigtion R s’ appelle emsemnbis
der nombres décimaux, et e rote D,

On potera un &lément de T'ensemble des décimaux de Is méme fagon
quien de sex représentants, soit a.10%, ce qui permet $é&crire ;
2107 =5 1% (prgeth=a.10" % ou (g > p et a =5 137

Sige® et pe N, I'ilément 2,10 de P sera identifié avec I'entier
a % 10»,

Sige1et pel, Péément 1.10" de D sera identifié avee P'éément
0¥ de G.

Nous aflons maintenaat munir lensemble D d'une structore d’anneau

commutatif totslement ordonné.

Addition.
Sia,be Z ctpe NV, la distribetivitd de ka multiphization sur Paddition
dans & nous permet d*éorire Pépalité suivante enire dléments de F ¢
. 30* o b1V = {z + b} 10"

Nous somames conduits & poser dans D, powr a, b, pe & :
4. 107 -+ b.107 = (& - by 10¥ 2

Solent maintensnt deux éléments quelconques de D, a.107 et 5,107
On a par exemple p < ¢
alors 5.10% = (B.10%-7) 10¢
ol oma:
a 10F - 5.10% == 2 107 + (5.109%) 10° = (g -+ 5,104~ 1O*

il faut montrer que le résultat ne dépend pas du représentant choisi :
i suffit de le wérifier sur la relation {2) :

5i a. 1% =a 107"

5107 = §' . 10> supposons par exempls p » p
alors & = a. 10

B o= 1P

donc (@ + &) 107 = (a4 B 107,
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L’addidon fait de J» wn groupe commutatil :

Associativité - elle découle deo Passociativitd dansZ ; en effet, trois éléments
quelconques de D peuvent s'éerive : @.10°, 5. 109 et ¢.107 (avec le méme p),
ot on & bien : '

(@.10° + 5. 10" + ¢ . 30F == g 107 - (5. I0F + . 10°) = {@ 4 b 4 &) 1(¥

Commutativité : de mime @
@.107 + 5107 = 5 107 + g, 10 = (g + &} 10°
car,dans &, a -+ b =4+ a.
L’dlément 0 = 0.10° {p quelconque) esé élément neutre car
04 a1 o= @+ 0).10° = 4. 107

Symétrigue ;

L'é8lément {—a). 10" ext le symétrique de 2.10°
car a. 107 4 (g} 1(F = 0,10 = 0,
Muldiplication.

Si{a, by e Z et pge IV, la commutativité de la multiplication définie
dans Z fait que :
a.10° X 5.10¢ == (g X §).10°*¢

Nous définirons dome une multiplication dans D par :
abpged& alrxb i0%=((agx 8.100%4

Montrons que le résultat ne dépend pas des représentants choisis.
Si RN =g 10
5. 10% = § 10%
avec, par exemple p o p’ ot g < g
alors a =g 1090 B BFLIGY— S
et ab P =g PPV = (0 10PP) K10V =g B 10PN e

Remarquons que si 2 = b = I, on retrouve bien ls multiplication qu'on
avait définie damns le groupe G.

Lassociativitd et la commugativité de la multiplication dams B déconlent
des propriétés anslogues de I'addition et de la multiplication dans 2Z {vérifi-
cation immédiate).

Distributivité par rapport & Paddition
a.10? X (5. 10 4L ¢ 10N =g, 10 X &+ ¢) 10¢=a (b + ¢) 107+ ¢

et a.l0P x b 1094 . 10 % ¢.10% == gb, HPH A 4 g 10P* S
s (ab -+ ac). 107+ 9

La distributivitd dans D découle slors de celle dans Z.
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Relation d'ordre s I,

Comme on a vu que deux ééments quelconques de & peuvent s'écrire
a.10* ot 5.107 (avece Je méme p), il suffit de pouvoir comparer deux fels £16-
ments, ¢t de monirer que la structure zing définie est compatible avec Pégalité
a.16% = 4’ 10%,

Or, 8i g, be & ¢t pe N, on remarque gee dans "ordre naturel de 2,

ona : q.10? < b 10 e+a < b 8)]

Nous sommes conduit & poser, powr tout a, b, pe &,
a.lP b 1Pwgh
Compatibifité:
Si 2. 10F = o« 10%
et 5,192 = K, 10¥

avee par cxemple p <. p', alors a =g’ [P et b= 5 .107"% 2f la rela-
tion {3) montre que o < b g < B,

Le fait que la rdation ainsi défipic sur D est uae relation dordre résuite
saas difficulté de ce que la relation ¢ < b est an ondre gur 2.

Montrons par exemple ["antisyméirie :
&l a. 10 < 5,107 et §.10° < g.10%, cela veut dire :

as & et b < g (ordre dans 2)

Aol a == p {antisyméirie de 'ordre dans 2Z)
&od a.107 = b 10* (bgalité dans D).

L’ordre est total puisqu’on sait compsarer deux éléments quelconques
de . .

Sipe N, les éléments g.10° et &.10° ont &8 identifiés avec des &léments
de Z; dans ¢e cas, Pordre dans D est le mEme que Pordre dans Z, c'est-d-
dire que :

a.10% < b.10° d’apris Pordre de P wa.10® < .10 d'apris Pordro
de Z;

D’autre part, deux éléments de ia forme 1.104 et 1.10% de D ont é1é
identifiée avec les &léments 10° et 104 de G.

Or 10% < 10¢ d'aprés l'ordre de G p < g

mais alors 1109 = (10¢7) 10° (égalité daps D)
et comme 1097 » | {ordre de Z}, cela équivaut &
1,107 « 1.102% dlaprds Fordre B);
donc 1. 107 < 1.10% (d"aprés Pordre de D) < 107 < 169 (d"apris Pordre de G).
Remarquons enfin gus, s ¢.10* € D, alors
2107 04> 0
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Lien de Yordre avec les opécations mr D,

(1) Sia, B, v sont des &éments de D, on peut lIes Scrire :
a=g, 10" B=510° ¥ = ¢, 107
a<Pawas<h
or a< berat e bt v (ordre de Ej

done
Vo,B,ved, a<PoadySpiy

On en déduit que :
Ve, B, v, 8e D,

(<P e y<BDwatyPp+S
DSia,BeDetauz0ctp>0
alors on peut écrire = g,10” avec g > O
B=5.10" avec b » 0
donc o 4 » 0 d’aprés fes propridtés de Yordre de F finalement
VYag D, Ve B, {w>0ctprGeaopfp=0
On en déduit que :
Vaoe D YVRe D VYye D, {(wux0etBry)iaPmay
en effet, § o= f—a 0, daprés (@),
done a (B—¥) > 0 d'aprds {3}, dvb af =avy.

Remorque: sica <O et B, alorsaf <oy,
En effef, (—a) est = 0, ¢t on utilise Iz formule (6).

Valeur shsolps,

On connalt application de £ dans W
a6 Z |al e W (0d [a] = sup {o, —a))

On définit de méme une application de P dans D+ {"est-B-dire len-
semnble des éléments de B qui sont positifs ou nuls) de Ia fagon suivante :
a ee B on éorit o = & 107
et on pose [ee] = la] 100,

Compatibilité ;

Si o= g 107 ==a.10° alors par exemple g == o’ 1077

a ¢t o sont des entiers de méme signe donc Ja| = g} 1077
et finalement Jaj 10° = [a’} 10*,
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L’application o — ju| 8 les propriétés d'une valeur absolue :
sVae D, la] >0car sia=a.10? g} » 0 dens &
o o} == Qas iy == 0 car si on otit @ = a.10%,
g=0eag=0<|g =0~ =0
e« Vae D, ¥Y8e D, ja] == [} {f]

car'si == 2. ]0% ¢t P = 5109, alors [uP] = jab]. 10" €= ig] |p].10P* ¥
donc jaB| = [a].10%.|b].10¢

*Yaecl, Vfe® |+ p|<ixf+|Bl (triangl)

en forivant & = a. 10 of f == 4.10" (e méme p) cela découle de Pinbgalits
analpgue pour Ia valeur absoluc dans E,

ITl. — Ecritare d'on élément de D sous forme dc nombre 3
virgaie.

Nous allons écrize un #ément de D sous la forme d'un nombre décimal
en base 10,

Soit @ = g. ¥ ua élément de D.

10 8i p = Q. 2. 197 est un entier, qu’on sait éerire en hase 10 : on dorit
[@] = {a].10° et on fait précéder cetie écriture du signe - si @ < 0. On
peut éventucllement faire précéder Pentier la| d’un nombre quelconque de
Zéros, et le nouvedu symbole représents Je méme nonmbre.

2® §i p < O wlors posons ¢ = —p; q> O

On derit alors & en base 10, exs le faisant précéder du nombre néesssaire
de 2éros, puis on compte ¢ chiffres & partir de Ia droite et on place une virgule,
On peut alors pe pas &erire les 2éros qui se frouvent 2 Iz droite de Ja virgule
et tels qu'il 0’y ait pas de chiffres différents de zéro i leur deoite.

Exemple ; 30.107% = §,030 ot 30.107% == 0,03 ¢tc.
~—35.107% = ~-0005.10* et —5.10"% = —0,008,

Compatibilité

Si a.10° = 5,104, alors par exemple g == & 107~ 9; Péeritare de o en
base 10 e’obtient 4 partir de celle de b en ajoutant p-g zéros A droite; Ia méthode
précédente permet riors d’éerire le méme nombre 3 virgule,

Technique des opérations.
Addition : .
La définition 2.10° 4 5.10° = (@ - &) [0 donne la méthode : on

ferit les nombres avec autant de chiffres aprés la virgule (éventuellement
en gjoutant des zéros A la droite de Pun d’eux), puis on ajoute les entlers
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obtenus en supprimant les virgules, et dans fe sésultat on place Ia virgule on
laigsant le méme nombre de chiffres sur la droite :

0,5 4 3,25 e= 0,50 - 3,25 = 3,75
Multiplication :

La définition a.10" x 6.10% = ab.10°* ¢ pous donne encore la tech-
nique : on multiplic les entiers obtenus en supprimant fes virgules, ¢t dans
Ie résultat on place a virgule en laissant sur fa droite un nombre de chiffres
égal A Ia somme des nombres de chiffres de chaque facteur placés aprds la
virgule ;

30 x 0,5 = 150 = I3
1,3 X 6,02 == 0,026
Relation d'ordre.

1 rigulte de la définition de Vordre dans B que pour comparer deux
nombres & virgule, on Ies éorit aves le méme nombre de chiffres apods fa virgule,
puis on compare les entiers oblenus en supprimant la virgule.

Remargue : pour comparer deuX entiens positifs ayant le méme nombre
de chiffres {et on pent toujours se ramener & ¢o cas), on utilise Fordre fexico-
graphique {cf. un dicticanaire), ¢'est-d-dire |

Si o s’éorit enm base 10 4 2, ... a, (ies ¢ sont des chiffres)
et si P s'éerit By by ... &,
et si de plus & £ B, alors

a<Besdiec{l,2, ... a8} a8 <b et g,~ b pour o <i

11 en résulte en particulier que ai denx nombres 3 virgulc sont tels que
1zs entiers obtenus en supprimant les chiffres aprés la virgule sont différents,
le plus grand des nombres est colui correspondant au plus grand des entiers
en question. '

IV, - Epcadrements,

1} Intervalies.

Si o et 8 sont denx décimanx tels que o < §, on pent considérer les
ensembles :
L={seB;a<x<f quen notc l; == [a, f

L ={xeb;a <x<B) quon note I, =¥, §]
Propriété ;

I, et I sont deux ensembles infinis de . Montrons par exemple que I,
est infind,
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= Prernier point de vue @ en notant oo = 4.10" et § = 5. 10F (avec le
méme p) slors le nombre y = (5a 3 58107 Lest tel gue r o < ¥ <-Bdoneyel,.

Eun effet, @« < P e a < b, done 102 < 5¢ -+ 3h, d'el ¢ < ¥ et on mentre
de méme gue y < §.

» Deuxiéme point de vus ; éeriture décimmale ; montrer sur des excmples
gqu'en gjoutant des chiffres A la droite de Péeriture décimale de o s ot > 0,
ot trouve un décimal § tel que ot < § < f,

Exentple ! o = 32,548 B == 32,672
alors § = 32,5487 répond A& la question
done dei.

Dans ges deux sy, on a trouvé un nombre compris stricsiement entre
o & B, en recommengant, ol troive uh nombre entre « &t y (resp y et ), et
ainsi de suite; donc I,, est nfini,

Car porticulier: s.=a. 3 B=@1DHIP
alors I, est gxactement formé des nombres décimaux de Ia forme -
x = (a.10°~ % + &) 10¢
aves GL<p et 0L < WP

on trouve 1, de fagon analogue.

2} Encadrements,

Sige Petde P, d> 0, on appelle encadrement deaidprés un, inter-
valle de "un des types :

Yo={B, v}, s =B, 9. LB, vl ou L= )R, o[
tel gue vy —P = 4 et que o apparticnne A cet intervalie,
Pour tout ae ¥ of pe &, on peut trouver g€ £, unigue,
el que 261, q = {a.10% {a 1 1) 107

Soit en effet o = b, 10,
On peut toujours suppeser g < p; en effet, si ¢ < p, alors
& == b 109 = (B1O*-P)10° et HMoereZ

I existe alors un entier g, nnique, tel que :
a.lF~ 4% b < (a4 IO
donc o= bl0%e I, , = [allP, {g + 1}I0P]

1, 4 s'appellcra Pencadrement naturel de o & 107 pris par défaut.
En notation de nombre & virgule, on obtient le nombre a.107, & partir
de Iéoriture de o, en supprimant les p-g chiffrss qui sont sur 15 droite, quitie
A remplacer per des 2éros ceux qui se trouvent & gauche de la virgule,
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Exemples:
encadrement naturel de o = 32,5 & 10 prids : [30,40f
encadrement naturel de P = 43,572 & 10-* prés : [43,57, 43,58]
encadrement naturel de v == 352 4 107" prds : 35,20, 3521
encadroment natucel de 8 = —3,7 & 10~% prde ; {37, —36

Remarque: si g <p, alos I, =1,.
et on voit facilement que n Ipo={a};
”
donc N I, , n’est pas un encadrement de o, puisqu'il n'a
Z

qu'un seul élément,

Encadrement $une somme et d'wme Efférence.

Les propriétés de groupe de B font que :
aefd, &
st PeiB. Bl
Dongc, d’encadrements de « et f & 4 prés, on peut déduire nn encadrement
de a4 B A 24 prés (car, si ag—o; == B, — B, = d, alors
(o + Bo) — (@ + By = 2d).

Remarguons cependant que, des encadrements naturels de o« et p A 10°
prés, on n¢ peut pas déduire un encadrement naturel de la somme, méme

= o+ Pefe + Py oy + B

4 1Pt prés,
Pour ia différence, i fzut faire un peu plus stiention :
si el o
et 55{51:55{
alors o Befoy — By, %y — By [ [y ~ B Sp—Bif

{donner surtout des exemples).

Encadrement d'un produit.

Soit sefz 107, (g4 .10
&t Beld 107, (04 1).107
Supposons dabord ac N ot be BV
glors sfefeb 108, (ab + a + &+ 1) 109,
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On voif gu'un encadrement & 107 prés de o ot B ne fournit qu'un encadre-
ment & (z -+ b -+ 1) 10° prés de off; on obtient un résultat analoguc on sup-

posant 2 ou b négatifs,

Exemple: _
Si ae [111L1, 11142
ﬁE [0125 0313{

on en déduit qus axfe [222, 22, 333, 3¢

1! est opportyn de remarguer & ¢e moment que, puisgue socadrement
sert surtout dans Iz pratique A deaner un ordre de grandeur de Merreus commisy
en remplacant ¢ par 4. 10°, on aura intérét & &rire mmplament, dans Fexemple
précédent, 220 < af < 340 ou of €220, 340

Inverse approché & 10° pris.

Un dément o non nul quelconque de D n’a en général pas «'inverse
dans D; (c'sst-d-dirc que D n'est pas un corps).

Montrons pat exemple gue Ie nombre 3 n'a pag d’mvcrsc dans D.

Raisonnant par 'absurde, supposons gque @.10% soit Vinverse de 3

30.10° = 1

On voit qus p doit étre négatil, sinon 3 diviserait 1 dans Z.
Posons denc g = —p; g 0
on aurait alors 3g == 10°
Cette &galité est impossible dans Z, car 3 est un nombre premier qui

ne divise pas 10, denc pas non plus 1074

On peut d’ailleurs montrer facilement que les éléments inversibles de P
sont les éiéments de ta forme 2. 10° tels gue Ia décomposition de a en facteurs
premisrs ne comporte que des 2 ¢t das 5,

Nous allons par contre mountrer qu'on peut déterminer, pour ae I et
2 e & donnds, un Slément B = 5. 107 d¢ D el que Pon ait : 0. hIOF 1 <
(b - 13 109

L’éémoent &. 104 g’ appelicra Pirverse approché de o & 102 prés par défaut,

Soit donc o = .10 ¢ B, on a vu gu'on peui supposer p aussi petit
que I'on veut (en romplagant le couple {2, p) par un couple dquivaient), on peut
donc supposer g - g << 0; le norabire 774 est donc un entier, et on pesi
eifectuer dans Z sa division eucBdienne par 4.

0P t=abtr O<r<a
OU EncoTe ah < 10~ g {b 4+ 1) f
soit {2.10%) (4,109 < 1 < @.107 (& -+ 1) 10%,

b.10% est bien I'élément cherchd,
—_ 273
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Techwique de détermination de ) s ¢ est éovit comme wombre A virgule:

Traitons un exemple ; ioverse de 7,2 & 10~% pris :
g=—3 p=—1 a=T72

16 00D[72
280 (138 d'ob b= 138
% et =038

Aufre présentation des nombres décimaux.

Cetie présentation est tout & fait difffrente de celie qui précide, et on
peut diffcilement les mélanges : i fauc faire un choix ac départ.

On suppase toujours connt Pannean ordonné 2, et un systéme de nemé-
ration de Z; sa base qui s*écrit togjours 10, sem dans fes applications le
nombre de doigts des deox mains.

Mous sllons onstraire un annecao le plus « simple » possible contenant &
et dans lequel 10 soit inversible,
Partie muoltipHeative des pubsances de 10,

Considérons Ie sous-easemble de Z suivant :
S« [10*; nelN} (ol on a convenu de poser 10P = 1)

S est stable pour la multiplication dans Z,
en effet 107,109 = 10*t 4

d’antre part, on remarque que 168 2 qus 0 £ 8,

Kquivalence sur Z % S.

On déhinit sur Z x § la relation suivante
si a, beZ et 107, 10%eS,
alors @, 1M R (5,109 < ¢. 109 = 5,10° {$galité dans &}. -

C'est une relation d'équivalence : scule la transitivité n’est pas tont

A fait &vidente :

i al(? = pIO"
et 510t = c1QF
on en déduit alQrt € = pije+e
et Bl0A* ¥ = plO5E R
d@m alﬁl"l' 4 o clO g

et puisque 107 £ Q¢ 10 = ¢10%, d"od (0, 10" R(c, 107
— 214 —
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. a8 . -
On note une classe d’équivaience 0" ¢ qui permet d’écrire

1

«ig—,mwwa 107 == 5.10*

On note P Pensemble de ces classes d'éguivalence, c’est ensemble des
décimaunx.

Addition,
Si % Ib— sont des &éments de B, sons voulons définir Teur somme
par :
a + A maiﬁ‘-{-bm’
TR [ T, A

Cette définition ne se justifie que si on montre que le résultat est indé-
pendant des représentants (4,10°) ef (5,109 des dlasses —; 5 {}, Igf; nous allons

e vérifier rapidement

a a‘ = ¥

i i alors 0. 1P = 74 .17
et si de méme b, 107 = K. 10

alors on déduit que : (@10¢ 4 BOTHOP T ¥ = (g’ 10% -} &' . 107){DPt <

ou eftcore -
4107 4 HI0P  210% L B10¥

(T T

Remargue: véduction au méme déncminateur |

W 1“gqs»::m‘. deux décimaax, avec par exemple p < ¢, on peut les
qp
réduire en les écrivant : 1§= et Ig +—+ donc deux décimaux quelconques

peuvent s'éerire - 10, 10*’

a b g% 45107 a4 b
0 7 1047 w10

fa loi précédernment définie donne alors :

Montrons gue ceffe opératon falt de D an groupe abélien.

Une fois qu’on sait réduire des éiéments au méme dénominatenr, "asso-
ci,anwté et la commutativité découlent de celles de ZF, I'é¥ment neutre cst

= (pe M), Yopposé d'un Eément —- :ma

i-th

i{i"

- 275 —
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Multiplication.
Nous définissons fa multiplication dans B par : — ..E’... .
10°710¢ 0Pt e
Cette définition se justifie, car si :

if, - 'ig"‘_’ (c'est-ddire 210 = @'109)
-
3 y . . . .
6% = T6¢ (¢'ost-d~dire H10% = H'10%)
Ly X
alors b 107t ¥ = g'b'}0P* 4, dong - (}ﬁ = lg’*b%‘-"ﬂ"

Lopération que nous venons de définir est commutative, associative,
et posséde un élément neu:re% {vérification immédiate),

Eléments invessibles de B,

It s'agit de trouver les élémeats - 9, ponr lesqueds if existe un &lément

10*
b JL0EhE S |
P tel que —.— i ;
ot encore ab== 107100  (égalité dans Z),
oU encory abh == 27tp Sntp

La théorie des mombres premiers montre qu'il est possible de trouver
T si et senfement si la décomposition de |af en facteurs premiers ae contient

que des 2 et des 3.
Lesz éléments inversibles de B sont donc ceux de l1a forme
_}; 2350

o ——— (e IV, Bc B, nc V)

Ondre yur D,

Comme on sait réduire deux léments de P an « méme dénominsteur »
il suffit tie savoir comparer deux éléments de 1a forme S et _f’_; Posons donc

a 10% 719
i W g b dans &,
1i faut bien entendu vérifier que cette relation ne dépend pas du repré-
gentant (@107} de 1a classe -1—3-;,,
vérifie @ a < beva. 10 £ 510 {aves pe IV).

¢s gui est immédiat car, dany Z, Pordre
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On voit aussi facilement que ia relation aingi définie munit D d’un ordre
fotal,
D’sutre pact, D muni de cet ordre est dense, c'est-d-dire que, sixe D,
Be P et a < B (strictement}, alors il existe un &ément v de B situd stricte-
ment entre « et B.

. a b
¥n effet s W'CT& .
alors i0q < 5qa -+ 5B < 104
b b
d'obs ki 343

i < T < i

(remarquons gue Z n'avait pas cette propriéid).

Tdentification de & & wme purtic de D.
Counsidérons "application / de¢ £ dans B définic par :
si ani{a)x?

1¢ Montrons que c’est un homorphisme J'anneau.

done ia - b)Y = Ha) -+ ¥D)
, ab ab ab
= r=1xi~711
done Hab} = i{a}.{(H

20 Montrons que i respecte Pordre, Cest-d-dire que
a = b < Hay < i)
en offet o < b-»‘; < %d’apfbs 1s définition de Pordre dans 8.

3% Montront que 1 est injecty.
Bn effet si ‘_1’ - fl’ ,
Tout ce qui précdde nous permet d'identifier 2/ A son image par i dans D,

don¢ nous &crirons 3& B 2 Ia place de%e b,

R i i -
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Appendice : Rappels sar les gronpes et anneaux ordonnés,

Si un ensemble B est muni d'une part d'une loi de composition interns
notée + qui en fait un groupe abélien et d’autre part d'une relation d'ordee
notée <, on dit que ces struciures font de E un groupe erdonné (ou que la
loi de groupe et ia relation d’ordrs sont gompatibles) si, pour tous g, &, c de E

on a la selation :
(e >(@a+eg b4 )

On en déduit aisément Ies régles de caleul suivantes

[a>»0etb>B =>atb>0 (0 élément neuatre de la loi)
<Oethbs ) =atba0
asdbetesdy=atcbid

Si de plus la relation » est une relation & ordre total, alers tout élément
gt 50it >0 soit <O, et (a0 =>f—a 0
S up ensemble E est muni d’une structire F'zmnean et d’sne relation
d'ordre <, on dit gue E ¢st un annean erdonné s"it vérifie les deux conditions
suivantes : 12 addition et la relation < font de E vn groupe ordonné; 2¢ 1a
multiplication les compatible avee fa relation <, ¢’¢st-A-dire que, pour tout
g, bdeE ona:{ax=0ctbm0=agbs0).
On en déduit aisément les régles de caloul suivantes
(a< b etc»0=ac<be
@< bete Oy=>ac»h
a0t b0 a0

am»0eth<0 ab0 régles des signes.

Rappefons que F'addition, 1a multiplication et l'ordre sut I’ensembls Z
font de ce dernisr um anneau totalersent ordonng.

Remargue §

La premiére présentation, donnée ci-dessus, de Pensemble des décimaux
suit de prés Ia lettre du programme officiel. Certaing préféreront la seconde
présentation qui semble phus claire et plus simple.
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