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Continuité et limite 3 partir

des transformations géométriques

Stefan TurNaw,
Eeole Normale Supérienre de Cracovie (Pologne).

L'idée fondamentale de cet exposé gst la suivante, Wous essayons de crouver
une apprache des notions de continuité o4 de Hmite d’une fonction, approche qui
mette on relisf des notions plus générales, sans les introduire formellemant,

Nons partirons de la notion de continuitd &’ une transformation plométrique,
1a transférerons & une iransformadon diterminée par une fonction numérique dans
ie plan, pour obtenir Iy définition de =1 sontinuitd, Bofin, de la continuilé nous passe-
ront 4 Ia limike,

A. Comtimwdtd &'sne Transformation dany iy plan,

Exemple 1 {t). Soit la transformation f, gui transforme e cant ABCD en
Is « carrd froué » MNPQ, de Ia facon suivante :
5.460X), poir X e AADE
KK = Spc(X), pour X ¢ ABCE — {E}
5.5(X), pour X & AABE — (AC w BD)
S-p(X), pour X & ACDE - (BD)  AC)

ot 8, signifie symétrie par rapport & x.

(1) LHdde de vet exemple nous a épé supgéré par Mue Krygowska.
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La transformation 7 peut &re facilement préssntée sur un modéle do papier.

On pose s probléme suivant. 5i X = (), les images de points de ABCD,
vpising de X, sont-ils voisins de X'?

Le travail so déroule én trois éiapes :

12 Les &ldves trouvent doux sories de points 3 ceux comme X, ou X,, o la
figure pe se déchire pas, ot eeux comme X,, oit slle sa déchire;

2° On demande une description prdcise de ces deux « sortes » de points; les
£léves Ia donnent {prohablement aveo una intervention da mattre) ez a*aldant d'un
voisinage rond;

3° On formule iz définition de Iz continuité ¢’une tansformation ¢ au point X @

@) On dit, que le voisinags v du point X' o 20%) e3¢ -hospitalier pour Io point X,

eV wnb) <y

¢n posant V(X) =» ensemble des voisinages ronds de X, D, = domaine de ¢,

5 On dit ques # est continue én X, i et seulement si tout voisinags v de X' == #(X)
est rhospitalier potiv X,

On dit, que ! est déchirable en X, si au moins un voisinage de X' n'est pas 7-
bospitalier pour X.

L1es deux dtapes de la définition ont &6 amdnagles pour é&viter les difficultds
provoquées par la présence de deur quantificatenrs dans un &noneé,

La définition ayant &t& formulée, ce sera instructif de considérer un des points
ABCTI

Les éféves peuvent constater aussi gue la transformation réciprogue de f est
continue en tout point de son domaine, o gui les stupéfiera,

si

Exemple 2. Totte homathétie du plan est continue en lout point.

Démonstration I, « gtométrique »,

Soit O le centre, s 40 le rapport de Phomothétie h, X' = 4(X) et v e ¥(X),
©Om cherche w = V(X) tel Que Hw) = v Mais cete condition est équivalents &

w < k-1(s). En raison dos propriétés de Phomothétie, i3 = VOO; o, on peut
prendre #w = A0, Alors @
Jw eV Aw) < v

Démonstration 2 « algfbrigue ».

La signification des lettres &tant Ja méme, nous avons les descriptions alpébrigues
suivantes des objets congidépds ;

X:{5»nX 10,9 0:00
A ]
' =
v — R % o> O
wilr— P O <rh > 0.

Cela vaut Ia peine d'ajouter, que Iz relation < cotrespond maistenant & Pisspli-
cation entre 15 indquations. La traduction algébrique de notre problime énonce
aingi : on cherche r t2! que Ia condition obtentue par élitination de &, » du systéme

E =3t
o =5 (1)
[ r— 8+ —a
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impligue

: & —EVW+ O — P 2)
Lorsgue (1) impligus .
Lg% v BN+ gy 0V o ()R,
ou
(x' e EP O — P L {sirP, £}

il est évident que pour ¢ ns:r; G @) Alos T (B> 2

B. Continuité une certaine transformation géométrigue déterminde par sne
Jonction f; continuité d"une fenciion numérigue.

Soit F: A+ B A <R f<A> = B; 2 Aset DB correspondent les ensombles g
et & inclus dans les axes du repére choisi; & fcorrespond la wansformation f*, déftnie
d'ape fagon &vidents,

N

S e T

wans  Fapramme de £
23X +X'eb
X v S

|
\

" e o b -

F 2.

On peut émdier la continuité de S, selon la définition précédents,

Exemple 3. Soit

0 pour x &3
x+3pour —3<xl—1
0 powt —§ <x <O

1 pour x =0
xpouwr G x < i
Va1l pour I <x2

11 est bien évident que cette &tude seri la plus intéressante powr Ies points — 1
et O, puis peut-éye § et 3.

On prend afors un voisimage du point f(— 1), guelcongue mais plutdi petit,
ot on regarde of les images des voisinages du point (—1}) [plua exacternent : les partics
de ces voisinages incluses daps le domaine de /1 péndtreront-elies. H est facile de cons-
tater guimicune de oes images a'est incluse dans le voisinage choisi, puisque f{x) == 0
pour nimporte quel x peu sapdricur & — 1. La trans{ormation f*, ainsi que la fone-
tion £, n'est pas contioge en - I,
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I R

Fig. 3%

Une énde semblable aux points 0, — 3, évenlucliemeni en d’auires pointa
dv domaine de f, conduit les éldves & Ja conclusion que la foaction 7 est continue
ers tous les points 48 son domaine (¥ compris — 3) sauf — 1 ¢t O; 1 est en dehoms
du domaine, F 'y est pas continus.

1z domaine de la fonction 7* de pofre exemple ne comprend pas de points
isolés; cela o'arrive pas dans Jes applications Siémentaires. Si on admet un ¢l point,
oit x;, ON powrTa trouver un voisinage de¢ x, libre d"autres points du domaine do /™,
Il est bien évident que I'image de ce voisinage de x, péndtrera damx chaque voisinags
de f*(x350r, la trandormation £* (et Ia fonction £) et continee en tout point isol,
En particulier woe sulte, dont ke domaine se compose exclusivenent ds points igolés,
ost une fonction continge partout,

BExercices : examen de fonctions élémentaires différentes quant 3 lear continuité,

C. La Emite,

Probldme nouvean, concernant Ies fonctions considénées dans V'exemple 3 ¢t
dans jeu axercices @ estdl possible de changer 12 valeur de la fonction an un point
de discontinuité s'if e existe, on d'ajouter une valsur nouvelle si ofle n'existe pas,
de telle fagon, gue la fonction obtenue soit continys &n ¢ point?

Les Eldves constatent, que ce « fruc » est possible pour 1a fontion de 'exemple 3
aux points 0 et 1, st impossible au point L.

Dians lg cas du poing 1, alorg que Ia fonction n'a pas de valeur, o dit que Ia
forction a &8 prelong®s de fagon continue.

Dans ies cas de points $et | on dit, que O {resp. 23 cst fa imite de § en O (rosp. 1.

On appelie limite de la fonction f en ¥, un nombre 7 fel que fa fonction

7 J(x) pour x = x,

"X ) pour x = 5,
est continue en x;.
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