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dans nos clases

Un aspect de la combinatoire

Maurice GLAYMANN
Direcrerr de PLR.EM. de Lyon

Introdaction.

Jo mé proposé de montrer ici ce que peut apporter la combinatoire au niveau
du premier cycle. Je me limiterai 4 un seul aspect du probléme : 1"étude de quelques
dénombrements dangs le cadre des nouveaux programmes.

Cependant, il Taut aftirer Tattention sur Je fait que la combinatoire, qui est
Pétude des ensemnbles finis, pent fournir une msatiére importants dang la prochaine
ftape de la réforme. En effet, la combinatoire est peut-2tre un domaine of il est
possible d'initier I'enfant ay raisonnement msthématique : un probiéme de combi-
nafoire consiste dans un presmier temps A& démaniver Pexistence (Du 1a non-sxistence)
d*an ensemble fini de cardinal z ayant certainee propridtés; on cas o'existencs, 4
dénombrer ef classer tous les ensembles répondant au probliéme, Cefte étude peut
touiours commencer par une expérimentation pour les petites valeurs de #. Dés que #
ast trop grand, Pexpérimentation s’arrbts et if fant faire inbeyvenir le rafsonnement
et éventucilement Ia construction d'une midthode déductive.

Voict un exemple caractéristigue.

E est un ensemble 3 5 ¢iéments : déterminez le nombre B, des partitions d= E.

1! oxf immédiat que :

pour a=1i By =1
pout nml By

@
®
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poar n=3 B =3
®

[6)G)] s

1l est encore possible d’expérimenter pour # = 4, on trouvera 13 partitions;
mais au-dela de 4, la situation devient beaucoup trop complaxe; seule une démarche
déductive permetira de résoudre ¢e probiéme dans le cas général (voir § 4},

Dans 1a suite de cat exposé, pous utlliserons les notations sutvantes |

E est von ensemble finiy (B! désigne son cardinal;
si 1B} == n, on parlera du w-ensemble E,

@r

HG)Q

1. Applications d'un ensemble E vers un ensemble F.

A(E, F) désigne Pensemble des applications de E vers F. Si E est un meosemble
ot F un pensemble, gucf est fe cardinel de A(E, F)?
Ce probléme est simple.
Voici yoe solutian gui utilise les matrices booléennes.
A chague application
FEF

nous pouvons associer ume matrice booléenne Bim, p) & » lignes of p colonnes; sur
chague ligne se trouve un &dément 1 2t vn senl, los autres diéments &tant O,

Exemple !

A Vapplication £, associons la malrice

ta

§
L B e ]
— D

1
i
0
0
Lo probléme revient 4 dénombrer les matrices booléennes Bin, p).

Sur chague Jigne d*uns telle matrice nous pouvons placer I'élément 1 en p places
difffrentes; comme nous avons n Jlignes, H s'easuit que

) IHE, FY =

— B4 —
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2. Injections de E vers F (avec E: < [F|).

HE, F} désigne "ansemble des injections de E vers F.

Quel est le cardinal de WE, F)?

“Ici encore nous pouvons édier 'ensemble des matrices booléennes associées
ayx injections.

Sur la premidre ligne, nous avons p choix pour Pélément 1; sut la secomde igne,
nous avoes (p—1) choix pour 1"élément 1; etc...

1l ¥ a (g~n-+1} ¢hoix pour Péiément 1 de [a n*2¢ ligne.

11 2n résalie que

2 JHE, Fit = plp—1). {p—n+1} avec agp
En particulier, si (Ei « {F! = 5 on trouve al.

Crest Je nombre des difections de E vers F.

Nous verrons plus loin conunent dénombrer Jes surjecrions de E vers F {dans le
cas ot {Bl|Fi.

3. Les nombres de Stirling.
La formule {2) nous invite & étudier les polyndmes de Ia forme
20— W2, . Lxme 1)

oft # est un natwre! non nul.
Un tel polynome est appelé pofyndme facroriel.

Pascns
£)] F = (=T ie—2).. (x—n -1}
¢'est un polyndme de degré #; désignons par 5% le cocfiicient de x¥ :
@ x4 “kii SExt
En particutier

B = x(x—]) = Spr-+53s3

Les nombres 8% somt appelés nombrey de Stirling de premitre espéee,

It est facile de détermniner les pramiers nombres do Stirlimg de premidre espéoe ¢
S =1
$po—1  Spe=1

et de trouver une relation de réourrence; en effet, oo partant de Pégalité :
(5 XL o ()™

nous obtenons par identification :

(6) S::.;q s stq 1 st

e BE
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avec, pour k>n
5t=0 et 52=0

Les nombres Sk possédent des propriéiés intéressantes; en particulier, quel que

soit n 58=1
a
et pour # g2 25 =0
k=1

Cependant, on ne connazit pas d'expression dormant Sk en fonction de n et de k.
La relation (6) permet de calculer de proche en proche les nombres SE,

k
\ 1 2 3 4 5 6
1 1
2 —1 1
3 2 —3 1
4 —b 11 —6 1
5 24 —50 35 —10 1
8 —120 274 —225 85 —15 1

Nous pouvons alors introduire les nombres de Stirling de seconde espidce.
# étant un naturei non oul, posons :

— 3 gkl
)] x* k-zlﬂ'x

ol " est lo polyndme factoriel de degré k.
En particulier :
x =oxll —olx

» = glet® +ox3® = olx+ofr(x—1)

Les nombres o, sont los nombres de Stirling de seconde espéee ©

o =1
ol=1 oi=1

Ils vérifient 1a relation de récurrence

® o5y = ok 1k of

avec pour A>m

k=0 e o=0

En particulier, quel que soit »,

ohl=1
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La relation (8) permet de caleuler de proche en proche les nombres of ¢

& :

\ i 2 3 s+ s 6

g 1
B : 1
3 1
p 1 7 s 1
5 i 13 Z5 10 1
5 1 3t % 43 15 3
Remargues:

1* Conirairesnent aux nombres de Stirling de premidee espéos, on connali une
exprestion des nombres de Stirling de seconde espécs; on démontre gue

1
@ = 'E- E {1

20V, désigne 'espace vectoriel des polyndmes de degré inféricur ou égal & »,

1, %, x% ..., ¥"} est une base de V,.

Do méme, {l xih, x®, ., x() est uoe autre hase de V.

i en réaulte que si Pon dés:gue par S, la matrice (S8 ot par o, 1a matrice (o),
ces deux matrices sont frverser Yune de Pautre,

Exemplas?
pour g = 2

pour g == 3

4. Partitions d’un ensemble.

k-partivion d’un n-eusembic,

F == {6, G, +s g, B} o5t un {2+ D-ensembie.
E = {ay, @ .oy 2y} €5t un m-emsemble,

Pour k<n, désignons par 11X ensembie Ges partitions de E en Kk olasses,

— 87
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Quel est le cardimal pk de TIX?
Diisipnons par IE,, Pensemble des &-partitions de ensemble F.
Nous pouvons distinguer deux types :

a} lez éidments de 112, pour lesquelles & esr & Jut sewl una classe
$) les autres dlémenty de I3,

Faisons alers abstraction de Pélément 5 de ¥ ¢
w loz k-partitions du typs = correspondent 3 k™4,
— les k-partitions du type P correspondent 3 JIE,
A chaque élément de I3, il correspond un &lément de 118,
A chague éiément de TI%, il correspond & dléments de T1F,
I en pésulte que @
(1C) iyt = o e+ ph ]
Comme ¢autre part
aA=1 m=n=1

ces nombres g} pe sont auires que les nombres de Stirling do scconde espéec ;@

ay =

On en déduit alors gue le nombre B, de partitions d’un p-ensemble cst

(12) By 3

appelé nomibsre de Hell
Nous avons ainsi entidremeni résolu le probléme posé dans Vietroduection.
Nous trouvons ¢z particulier ;

By=1 Bgw= 15
By=2 By= 52
By =35 By =203

5. Surjections de E vers F (avec E| > |F)).

S(E, F} désigne Pensemble des surjections de E vers F,

Si E est un rensemble ot F un k-ensemble, avec apk, guel est le cardinal s, 5
de 8(E, F)?

Sail 5 : E+F une surjection de E vers F et 271 1 F+E lu réciproque de 5

Fosons
F o {éls bay ovuy bl}

N P = o fb}, . s be)}
&t une k-partition de E.

A chague k-partition de E, il correspond k1 surjections de E vers F; il en résuite
gue

an Syt = & 1ok

H'ensemble




Bulletin de 'TAPMEP n°277 - Janv/Fevrier 1971

Compte tenu de (8), on en déduit :

4) L snese = it _stin) |
avec pour k> n  $4 . = 0.

En particulier

(15) Sy == 1)

Cest Ig nombre des bigctions de E vars F avec [El = [F = .
D’autre part, quel que seit &,
3,"1 R l

Voici les premidres valewrs de 5,;

k
i 2 3 4 5 &
n I i

! i ;

2 3 7 ’:

3 1 s 6

4 i % N

5 x| 1w 240 120

6 1 ‘ 62 ‘ 540 ‘ 1 560 1800 720

Doannons, pour terininer, un méyuitat intéressant :

E est un s-enservible.

F est vn p-ensembie.,

X est une k-partie de F (k< p),

5 :E=->X est une suriction,

It existe k! s} telles surjections.

Lexiste €  kpenies de F.

I existe donc  Chiklel  suriections de E vers les k-parties de P.
L’ensembis de ces surjections est 'ensernble des applications de E vers Fli<[1, g}
I en résuite que :

=8 ke
kol
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