
de faire de la physique dans E (ce qui n'est pas négligeable en soi), d'autre part se 
prémunir contre toute confusion entre les deux domaines. Mais notre « impéria-
lisme  )}  y  trouve  aussi  son  compte,  cart  pour  peu  qu'intervienne  indépendamment 
une  mathématisation  de  E. nous  nous  trouvons  avoir du même coup  fabriqué  une 
structure mathématique S' qui a  toutes chances d'être un outil plus puissant  que S. 

C'est  bien pourquoi,  tOut  compte fait) ces « oppositions )}  ne doivent pas nous 
inquiéter outre mesure. Si la frontière entre le  « coneret » et l' ({ abstrait »  est déjà 
difficile à  tracer,  que dire de celle qui sépare l'intrinsèque du non­intrinsèque? C'est 
surtout une question de niveau de langage.  Mais par là même c'est une question Don 
triviale  de pédagogie. 

Fonctions  trigonométriques 

H. BoUTEILLER 

(Lycee  de  Brive) 

L'élève  de Tenninale  A34 ou B  étudie  la fonction  Log x  définie par l'intégrale 

u o~ IX  '!!. et sa fonction réciproque x eU. Son condisciple de Cou E peut employer 
1 1 

la même méthode pour  réviser  les  fonctions  trigonométriques. 

1,  Nombre  11:. 

Considérons,  dans  le  plan  métrique,  le  quart  de  cercle  unité,  graphique de 
2__  -1 y_'_ 1 

'(1)  '~VI-I', IEjO,  Il;  on  a  "(1) = ,­­,  1+r"  = ­2­­ pour  I€{O, 1[.  Soit 
yi  ji yi  l' 

X€[O,  1[,  découpons  le  segment  [0,  xl, 
0= tO<t1< ... <t,<11+1< ... <t" = x et  marquons  les points Mj(tt. r(tJ)); alors 

par  le  théorème de la moyenne 

,(t'+l}--r(/,) ~ (l'+1-1,)r'(c,) 1,«,<11+, 
0­1 

La ligne polygonale M"M"  ...,M. a pour longueur L [(l, +l­I,)'+(2r(/'+l}­­r(/,»)"lll'.'_0 
_ ~' (I,+.!-I,)

c'est­à­dire  L - .t:..A 2  •  
1­0  1~'  

f ·--Ci 

Ceei conduit à étudier la fonction fit) = 1~ pour IE[O,  1[; dans cet intervalle 
fi-t' 

1  1 
0";1+t<2.  donc  VI  l'';yl t'<Y2YI­=t  et  ­ r.­­­;  <f(I)";  y~'

2~ 1-1 1-1Y 
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x 

L étant une valeur approchée de I(x) = I: Yl~" il semble raisonnable 

d'appeler longueur de l'arc AM le nombre I(x).  
1  

Comme l'(x) ,,........-::i est positif dans [0, 1[, I(x) est une fonction monotone  
ri-X" 

croissante stricte dans cet intervalle et puisque 

~ </(x}"À(x)  où l(x) = IZ ,:_ = 2­2Vl 
y2 0 rl-t 

on voit que I(x) admet une limitc finie lorsque x tend vers l, cetle limite est inférieure 

à 2 = lim ).(a); on pose ': = lim I(x) = 1(1) d'où 21'2<"'<4. 
z ... l  2  %­+1 

Cette notation sera justifiée un peu plus loin. 

2. Trigonométrie  du  premier quadrant. 

« I(xl est une bijeetion de[o,l[ sur [0, -2" [; l'(x)  = h, (1-1)'(<<) yi  x' 
,l­xl!. 

sont continues sur ces intervalles; on prolonge par continuité (ce difféomorpbisme) 
aux fermés  : 

1(1)= "2' 1'(1) = +co, o. 

Pour UE [ 0, ~] on pose : 

rsin U = r'{u), cos« = sin (~-u). tg u  sin  ") 
eosu ' 

Ue{U)  = cos U +Î sin u 
,....... 

(tout œla s'illustre sur le quart de cercle du B.E.P.c. : si A = MJl, 0), on a AM = u 
et e(u) est l'affixe de M). 

Ainsi  : 

sin 0 = 0, cos 0 l, e(~-u) = sin u+icosu, e(O) l, e(;)  icos ~ sin ~  
2  

(sin UY = yt=sin2  u, (sin ur  --sin u, (cos u)' ­Vl­cos2  u) (cos u)" = ­cos u 
il en résulte 

e'(U) = ­i!(u)  d'où e(u)e'(uHe'(u)e'(u) = 0 

puis e'(u)+e"'(u) = Cte = e"(O)+e'''{O) = 0 sur [o,~]. En considérant 

e'(u) = -VI--<:os' u+iVI-sin' u = ±i(cos u+i sin u) = l' sin u ±i cos u 

on voit qu'il faut prendre [e'(u) = ie(ul], on en déduit:  

(sin u)' = cos u, (cos u)' = -sin u, sin' u+cos' u = 1 ~o le(u)1  
(tg u)' = 1+tgl u, (cotg u)' -I--<:olg' u.  
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3.  Extension  à IR. 

Les points k i, kEZ, forment une graduation de IR, poso". [e( U+k~) = i"e(u) 

(enroulement du fil sur le cetele unité), pour u  0 et k = l, e  (~) ie(0) est vérifié. 

Pour k  = 4h+2,  e(u+(2h+I)n) = ­eCu);  pour k  = 4h,  e(u+2lm) = eCu);  donc 

e(u),  sin u,  cos u  sont périodiques de période 2,,; e' (u +k i) = ;le'(u)  = U'e(u) 

donc e' (U+k~) = ie  (U+k~), c'est-à-dire e'(v) = ;e(v) pour tout vsIR. Prenons alors 

heu)  = eCu, +u)e(­u) où U, est fixé, il vient h:(u) = 0, d'où heu) = Cte = h(O) = eCu,); 
ainsi eCu, +u)e(­­u) = eCu,). Pour U,  = 0 œtte relation donne e(u)e(·....) = e(0) = 1 
d'où e(­­u) = IIe(u)  eCu),  on en déduit d'une part 

cos (-u) = cos U, sin (-u) = -sin U, 

d'autre part [eCu,.  +u.J = e(u,)e(u.Jl. L'exploitation paisible de ces résultats fournit 
le formulaire complet de la trigonométrie et les graphiques des fonctions trigo­
nométriques. 

Lorsque <p et <JI sont différentiables on sail que (",o<p)'(w) <JI'(u)<P'(",), où 
Çi y

w!-+u!-+«l.o<p)(w). Habituellement west en : 

degré, minute ou seconde, alors u = 1~ 11', 1110.3600 II' 

']'; 'te 1: 

grade, décigrade ou centigrade, alors u  200 w,  2000 w,  20 000 II' 

On en déduit <p'(",) = 1;0' ... , 2O~ selon le cas pour la dérivation dans les 

systémes usuels et leurs inverses pour le calcul des primitives. 
Le définition des fonclions réciproques Arc sin x, Arc COS x, Arc tg x ne présente 

pas de difficulté; sur [0, il Arc sin x  colncide avec l(x}. 

1
Comme (Arc tg x)'  li"" = l­x'+x'+ ... +(­I)"x"+6>{x)  avec 

(-I)"+lx"+' 
",(x)  = l+x' 

on  a,  puisque  w(x) est  continue  : 
x"  X'2lll+1 

Arc tg x  = x­ 3 +,..+(-1)" 211+1  +o(x) 

~ 1 120 
Où nex) = 6>{t)dt,  On vérifie que.. ,,= Arc tg 5 on a 40< = Arc tg 119I,0 • 

1 1 x  dé"d'où ,,= 16 Arc tg 5-4 Arc tg 239' En prenant seulement x­ 3 on trouve ~a 

" '" 3,14, ce qui jo.titi. la notation "ï 1(1). 

Pour les équations fondamentales, on peut d'abord considérer eCu,) ..1e(u.J, c'est­
à-<lire e(u)..11 pour u  u,.­u. Ilsuflit d'étudiercetteéquationpourO,u<21t, Oest 

- Tt 1t  3n 
solution évidente et unique car pour O<u, 2,sinu>O=>e(U);é 1; pour "2 <u<  '2' 
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3" cos u<O;;:>e(u) ~ 1; enfin pour ·2 ";u<2re,  sin u<O""e(u);é 1. Ainsi 

e(u,)  .(uzr:­. = u.+k2", kEZ 
Soit alors : 

1) sin":t _~ sin u., on a cos u.  ± COS"'" d'où e(u.)  = e(u,) ou e(u,)  = e("­u.), 
ainsi  u<], =Ul+2ktt ou  u<], 7t-Ul+2krr, k~..z. 

2)  cos ut4 COS U2•  on  a  sinu1 ± sinus,  d~où e(u,J =e(±:uJ, ainsi 

u,  ±u,+2krc,  k€Z 

3) tg u. tg """,,,,[sin 2u. ± sin 2u, el cos 2u. ±cos 2u,J, d'où 2(2u.)  = 2(2u,), 

ainsi  ut u1 +k1t~ kEZ 

Les inéquations fondamentales sont plus délicates, on peut utiliser les graphiques 
des  fonctions  et  illustrer  sur  le cercle  trigonométrique;  alors  : 

- Pour "E[-l, 1] : 

sin x";" """ -,,-Arc sin a";x"; Arc sin a  (211:) 
sin x;;'a  .... Arc sin a";x';;r.­Arc sin a  (21t) 

cos x';;a..". Arc cos a";x';;2,,­Arc COS a  (2,,) 
cos x;;'a= -Arc CDS a";.<"" Arc cos a  (2",) 

- Pour  DEiR 

tgx';;a""" "'2 <x';;Arctg" (11:) 

tgx;;,,,",,,,Arctga";x<î" (,,) 

N.B.  ­ On peut regretter que la notation e(u) ne soit pas t,ès ,épantlut dans 
l'enseignement secondo.ire: peut-.on espérer qu'elle soit au moins tolérée? PeU("'lJn 
espérer enfin qu'un léger aménagement des programmes de 1re C.E. (Notion de primitive. 
interprétation géométrique. Définition et représentation géométrique d'un nombre 
complexe) permette un Jour de sortir du bourbier? 

1Jne  bonne  nouvelle  ! 
L'A.P.M.E.P. a acquis un... local. L'union faisant la force, les tré­

soreries de l'A.P.M.E.P. et de la régionale parisienne ont mis une 
partie de leurs ressources en commun pour acquérir un local situé : 

13, rue du Jura, PARlS-13' 

Situé près des Gobelins, d'un accès commode (nombreuses lignes 
'l' d'autobus, de métro), « notre» acquisition doit être aménagée avant 

de songer à s'y installer. Le Bulletin indiquera la date de pendaison 
' de la crémaillère. En attendant, sous la protection d'un « double 

treize >, le départ s'annonce bon. ~ .. .._--------------' 
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