Fonctions trigonométriques

H. BOUTEILLER
(Lycée de Brive)

L'éidve de Terminale 4£3.4 ou B étudie Is fonction Log x définie par I'intégrale
1
= L ‘»:f et sa foaction réciprogue x = % Son condisciple de¢ C ou £ peut employer
Ia méme méthode pour véviser les fonctions trigonométriques.

1. Nombie x.

Considérons, dons Je plan roétrique, lo guart de cercle unité, graphique de

? e e 1
Fr) = Yltd, 2600, 11; on & £} = 3o, PI4rE = 5 pour 200, i, Soh

yi—:® yi—®
x<f0, 1], découpons le segment [0, ¥,
0 = Bty <l == X et marquons les points M, ri3); alors
par le théoréme de la moyenne

Filty Tty = (G pa—tr'(c) b7 <0 <y
fnal
La ligne polygonale MM, ..., M, a pour 'ww;‘a Bty oyt BB H{ 2t 1 b ()2,

Al (b3
Cest-dire L= 3 Cepy—id)

Ceei conduait 3 étudier Ia fonction () = _— pour 1[0, 1[; dans cet intervalle
¥t
— — i H
14 i x 1—t t — ez o FUSf e
0112,  done YTy F <2 e T g § 1A Trwar

e 65 e
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. 1l semble raisonnable

L éiaet une valeur approchée de f{x) = f"w‘f‘._.
@ Fi——r’

dappeler longueur de P'arc AM le nosibre Hx).
Comue ['(x) == . eat positif dans {0, 3, /() est une fonction monotone

I —
croissante stricte dans cet imtervalle et puisque
Ax)
B pieiiniivicicipita - - - § 2”—”“ el
T <O e = J' s AT

on veit gue J(x) admet une limite fnie lossgue x tond vers 1, cetie limite est inféricure
2 2w Hlm Xa); on pose gw lim iz} = 1) dlod 2 B<rcd.
= x—+1
Cette notation sera jostifie un peu plug loin.

2. Trigonométric du premier quadrant,

# = Hx} est une bijection de [0, ¥ sur [0, ; f; Féxy = mvfi—%-”—is, -y = Y1—2®

sont continues sur ces ntervalles; on prolonge par continuité (o difféomorphisae}
aux fermés

W =2, =i {g), Py = 400, (=W (;) s

Pour ue [0,;] on pose :
8in u == 1Y), cmu=s§n(§+-u), tgumgr—é:}, mtgu::—-]
Hy == o8 B+ gin u

{iout cela 5'illustre sur le quart da cercle du BEP.C. (si A = M1, 0).ona’§£ H
cte{a}mtl’aﬂﬁxcdﬁM}
Alnsi :
. . = . . T .
sm0=cosim0,cos(}msm§m1,e(§-—a}=smu+zcosﬁ,e{0)m1,e(i)m:
]

{sin &y = Y 1~sip® 4, Gin &Y = —sin &, ©0s &) = —}1—~c08? 4, (€08 4y = ~COS U

il en résulte
Sy =—elu)  dob Q@) el (U} =

puis eXu)-+e™) = Cte — E0)+oX0) = 0 sur [a, f»z‘] En considérant

&Gy = ~Y1—co8® y+i)Tsin? 4 = i {cos w-risinu) = F sinwkicos

on voit qu'it faut preadre [¢{u) = &(@)), on en déduit :
{sinu) =cosn, fcosw) = siny snPutcos’u=1 = o)
(tz 1y = 1-+tg1 &, {cotg uy’ = —1—ootgh e

— G
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3. Extension 2 .

Les points k , ke, forment une graduation de R, posons [ (u»H: ) Fe(u)

{mmtﬂzmentduﬁlsu:lem&eumté},pomumﬁetk-l e( == jo(0)) est vérifié,
Four k = 442, e(u-+(Th+1p) = —elu); povr k =44, elu+2hs) = e(u); dooc
#(u), sin w, cos u sont périodiques de période 2x; ¢ (u +& ) = o) = Weln)

done ¢ {u +k 5) = {g (u+k 5) s C'est-l-dire ¢’(v) = ie(¥) pour tont valil. Prenonsalors
M) = ey +uwdel—u) ol 2; est Bxd, il vient H{u) = 0, 00 41} = Cte = B0} = e{);
ainsi el Fade(—u) = elu). Pour u, = 0 cette relation donne e(u)e{—u) == o(0) = |
d'ob o(—u) = 1 je(u) = &), on ea déduit d'une part
08 {(—u) = cos u, Sin {—u) = —sin &,

d’autre part fefu, +iy) o= e(p)e(u,)]. L'sxploitation paisible de ces résultats fournit
ke formnulaire complet de la trigonoméirie et les graphigues des fonctions trigo-
noméiriques.

Lorsque ¢ et ¢ sont différentinbles on sait que {$og)(w) = $(aw), od

it

Wit st (GopXw), Habituellement w est ¢n :

v
degré, minute ou seconde, alors & =

k3 "
WY e ’™ TEIER”
grade, décigrade ou centigrade, alomum%w, 2—%:&5 ﬁw

On en déduit ¢'(w) = '1%6 ey 2,0000 selon le cas pour la dérivation dans les

systémes nsuels et Jeurs inverses pour le caleul des primitives,
L.a définition des fonctions réciprogques Ase sin x, Arc cos x, Arc tg x ne présente

pas de difficaltd;  sur {0, g} Aresin x colncide aver i(x).

Comme {(Are {g x) == “li“}' —xEphge -}-‘(—1}".\!” i) aver
(g
O = T

on a, puisque «(x) est continue :
x? e+
Arc (g x o= X— = do b elY Ferg 000

i 126
o Mx)y = ]:a{r)wft, On vérifie que si ¢=Arcs;g% ona 4¢=Arctgﬁ§
* 3
doi = =16 Arc:g%mdmctgz—;g, En pmnantseuleumtxw%*onmumdéjﬁ.
% = 3,14, os qui justific la notation ’23 == J(1).

Pour les dguations fondamentsles, on peut d'abord considérer efiy) 2. e(i), Cest-
Bulire e(#) 2. 1 Dour u = up—ie T puffit détudier cotte Eguation pour B u < 2w, fest

" ® 3=
solution évidente et unigue car pour O<gg i,mn>0=.vé(9};é 15 pour 3 <u< 5,

e BF e
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c0s u<<Q=e(w)=1; enfin pour ?g Eude,  sioa<0=23751. Alnsi
o)) = elugyotsy = uy-+Kov, kel
Scit alors :
1) sinuy L sin 4, 00 2005wy = A 008 4, 4'00 el = £lug) 00 elug) = e{rr—uy),
aimsi Hy = Rk ou My~ on— 2k, ke,
2 cosuy P cosuy, on & Sing o ok sina, Lol el = e dwy), ainsi
ty = u4Un, ek

3) 1gu; 2 tg wysr[sin 20y 2 sim 2ay ot COS 2wy D oos 2ugl, diod 202w} < 2(2wy),
aingi Hy == Wk,  keZ

Les inéquations fondamentales sont plus délicatcs, on peut, wiliser Jes graphiques
des fonctions of illusirer sur Is cercle trigonoméirique; alors |

-— Bour aef—1, 1) 1

S X @ S —~r—ALG S g x € A sin @ (2n)
sin xJpa <= Arcsin ag xS r—Arcsing (r}
Cos x4e3 <> ATC CO8 oy X & 2na—ArC ¢0d g {27)
CO8 X< —ATCCOs ag e Arccos g (2

« Pour acit
e g — g <xg Arciga (=)

tg o Arctg an(% {ar}

N.B. w On peut regreiter gue Iy notation &u) ne soit pas tréx répandue dans
lenseignement secondaive: pett-on aspdrer gwelle soit an molns Widrée? Pent-on
expérer enfin qu’un [éger aménagement des programnzes de \ve C.E. { Notion de primitive,
interprétation gloméirique, Définition et représentarion géoméivique d’un nombre
complexe} peratette wn Jour de sortiy du bourbier?
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