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Mathématique
3 école élémentaire

Mme RoBERT

{ Ecolz norpmle, Chambérs)

1. Lintersection et la réunion

Au moment oil s multiplient les publications destindes aux anseignements pré-
élémentaires ot élémentaires, nw convient-il pas de réfléchir sur I sens d’opératiops
sur les ensembles, telles que Pintersection et Iz péunion? Elles sont présenides comme
les plus simples. Sont-elles vraiment des notions premidres, ¢'gst-2-dire celivs par
fesquelles 3] convient do commencer?

Nous pensons qiil n'en est risn, car elles interviennent toujours, en Faft, conmme
lois de composition internes dans F(E). Ce sont des lois de composition sur des
parties d’un ensemble ¢t non sur Ies Eléments d'un ensemble, Nous sommes foin
d’étre dans une situation simple, On ne peul Paborder avec justesse gu'aprés une
dtude, si someaire of incompidis roit-elle, de T(E) ot P"acquisition de 1z notion, de Joi
de composition mictne dans un cosemble.

A. Etade de %(E).
1} Un enfant du C.P. a besom de former d’abord des parties de E sanx que celte
Stude s0it bloguée sur Fimage mentale donnde par le diagramme de Venn ou de
Caroll et 3ans qu'elle soit limitée aux seuls zpus-ensembles des €lémenis avant un
attritayt comman tels que forme, eculeur, cu encore 8ire, antmat, fleur, oic,

— A3 —




Bulletin de 'TAPMEP n°277 - Janv/Fevrier 1971

H nous pasalt indispensable d'aborder cette diude de fagon trés générale ot de
ia mener de front, tant & Paide des bles de vérité donnant "appactenance de chacun
des &léments de "ensemble & 1a partie considérde, qu’é ['utilisation de 1*écriture de
Pensemble et de fa partie par énaraération de leurs &léments er au dessin des dia-
grammes de Venn ou de Caroll

a} Utilisation dune table da vrité pour former une partie A de 'ensemble
E={abedef}

R0 Y
) o

b) Ecriture, pour former A, par snumération des élements de Ia partie
B={abcdef}
A = {b, o, e}

¢} Diagramme de Venn

On ng peut privilégier e de cps représestations zu détriment des autres.
Par contre, il est essentiel de passer e "une 2 'ante et de traduire 'une quelcongue
d’entre elies sous les deux aunires formes.

Personnellement, 4 cause du travail antériewr fait dans Ja classe, aous avens
abordé cetie Stude par 1a table de vérité. Les &ldves « lisaient » donc directement 1a
table. Le passage &1a « lecture » de i"&oriture en extension de la partie of au diagramme
$%est fait de lui-méme. Maks nous avons remargud que, sans Joute A cause de Porien-
tation de leur formation antérieure, le diagrarme est plutht un dessin ifustrant ane
vizion intellectuells que le support d'une image mentale pour nos §léves, Auirement
dit, elies ne « voient » pas 4 I"aide du diagramme. Lo dingramins dessine phitds ce
gu'elics voient,

Remarquons que la table de véritd permet de former naturellement Ia pariie
pleine et suriout fa partie vide dont Fécriture en extension ne va pas de soi et gui
fe peut se représenter dans le diagramme de Veom.

2Y Pouwvens-sous former toutes les pariies de E?

C'est-d-dize pouvens-nous dresser la liste de tous les éiéments de F(EY? Bien
entendy, nous ne wavaillons que sur des ensernbles finls de petit cardinal. Nous ne
croyons pas cependant que ce probléme de dénombrement soit da regzort du CP.
encore qu'il soit résolu facilement, par titonpements, avec ug ensemble B 3 trois
$léments.
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{'essentiel n'est pas 13, car E est un univers dont nous ne sorfons pas. MNous
travailions toujours sur des partics de B. I est dans "exames de deux parties pour
reconnaltre, dans les différents cas possibles, i elles oot ou noa des Slémenis commims
of dans Paffirmative pour distinguer le cas o0 tous les Sldments de Pun sont SBments
de Pautrp, pour savoir quels somt les éléments de Fune goi ne sont pas éléments de
Pautre of 3%l ¥ a des éléments de E qui n’appartiennent & aucune des deoux,

Cest aver les tables de vérité que nows avons abordé o¢ travail. Lewr Jectare
s'eit faite spontandment avec aisance,

Adnsi, A partir ds Pensemble E do paragraphe 13 ¢f en donnant |eg tables ©

55 =B
a 1 |
b 1 1
¢ X 4]
4 0 @
& 1 1
f G 1

Jes didves voient directernent que b, £ appazfiennent anx detex parties, que 4 n’appar.
tient & avcsne, gues g, Fappartientent 3 B sans appartenir & A tandis que ¢ appariient
A A sang appartenir & B.

Elles tradunisent naturellement cette représentation par Péoriture en extension

des pariies
E={abocdef}
A={bzel
Bm{a,b.e,f}

&t lo dessin du diagramme

Bien entendu, cornme précédemment, nous les fitons passer de Pune des deux
derpiéres représentations aux autres, ds facon & ce qu'elles voicnt immédiaterment
sur *une quelcondgue des trois la situation de detx pariics {"une par rapport & {"auire
2t par rapport & Yensemble E.

Cax A0US CTOYOnS assentiel que oo travail mental ne soit pas lié & une seule repré-
sentation -— il resterait trop prés d'slle — et snrtout qu’il ne soit paa sous Ia stricte
dépendance du diagramme de Venn car il ne serait pas assez dégagd de la perception
da Je localisation spatiale pour &tre une activitt mathématique. Le diagramme serait
un obiet et non & représentation. Clest pourquoi il est toufours bon de compléter
ie disgramme de Venn par celui de Caroll.
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B. La notion de loi de composition interne dans an easemble,

€’est une notion que nows crovons fondamentale, qui Be va pas & soi, comme
on sumble souvent lo penser, ot qui demands 3 &re &indide pour elie-méme.

Naus ne pouvons dbtailler ief les dtapes da son étude. Disons q'ells so fait
jeniement, sous sa forme {a plus péoérale, avec des cas trés simples et trés vaniés,

Citons deux exemples :

o) Dans 1"ensembia

ja toi E={0, B4}
O kO=0 OXD=D%0=A
ox =0 O%Aw A%XO=0
A% A=A ChxA=A%OmQ

Commutstive, non associative, Pas §'Elément neutre, ni ¢'absorbunt.

&) Dans Penseomble
E«={0,1,273,45, 6}

1a loi définie par ! fe composé de deux &léments est Je pius grand des deux. 5'ils sont
égaux, f composé leur est égal.
Amsd
2%5=35
I3I%x0=3
4 x4 =4 e

Commutative, associative. Un neutre ¢t un absorbant,

Nous maltiplions de tels exemples. Cela nous permet, aprls avoir émdié 1a
conjonction et Ia disjonction de deux propositions, d’aborder I"dtude de Mintersection
et de 1a réonion de deux parties de E.

Ces doux opérations &tant des lois de composition sur des ensembles d*éiéments
de E, on me peut, en +ffet, leg rendre claives & Ia pensée gu'en cherchant, pour iow
Sldment a de E, 12 valeur de vérité de chacupe dés propositiofis « o st é¥ment de
la partie & », « g est 8}ément de 13 partic B », ¢t en appliuant enstite les régles de fa
conjonction ot de Ja disjonction inclusive & ces deux propositions.

Cest pourquol nous préfétons partir des tables de vénié platot que de Péeriture
on axtengion des snsembles ou das diagrammes pour ¢éfinir 'intersection et i réunion,

De méme, nous dsfinissons le complémentaire d’une partie & partir do la régle
ds 1a négation d'une proposition et 1a différence symétrique des deux pariies 2 partir
de ia regle de la disjonction exclusive des deux propositions.

Ainsi, potr Fintorsection, sur exemple précédent, nous aurons :

=R eA ¢ B

Sty R, D MR
m
Qe O g,
ot D
Q= o0 =0
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Et nous remplacerons :
cAeteB  par eAMB

Mous passerons snsuite, par traduction, 3 'ériture en sxtension
AB = {b, £}

ot nous chercherons conument obtenir divectement cetfe éoriture 3 partiv de celle
des parties A et B,
Puis au diagramme :

11 peut sembler plus simple, pour des enfanis, de commencer par ke dizgramme,
Nous I'avons oru Ioegtemps. Clest peut-Stre plus facile, apparemment du moins,
pour Pintersection. Ce et d&jd moins pour ta réonion cf la difiérence symitrigue.
Mais g’en tenir au diagramme bloque la pensée sur une image mentzie globale en In
privant de sa mobilité et de sa puissance.

Comme nos Pavons dit, elle reste ainsi trop prés de Ia perception, inanaliysée,
sans strueture sous-jacente, done formée ef par (& Enpropre & un progrds dela démarche
de Pesprit. ¥ n'wst que de voir comment elle achoppe dans le cas of P'upe des parties
est incluse dans Iautre, aussi bisn pour 'intersaction que pour la Mdubion ¢t la diffé.
rence symétrique. H en est de méme pour le complémenigire &’une partie.

Limage mentale reste trop visuelle pour ne pas étre sous Ia dépendance des
contours des « patates » et trop strictement Lide b chacune des dispositions possibles
des différents dessing, Elle me peut ainsi fournir un véritable outil pour ia pensée
mathémnatique.

Par contre, nous avons constaté que I'emploi des tables de vérité, en dégageant
T'esprit de Is perception, lui apporte dypamisme et sGeeté, Le dessin des dingrammes
prend alors sa fibertd vis-A-vis du contour des « patates ». F st bien une représentation
d*une réatité mathématigue, il n'est pas cetts réalité, Les enfants du C.P. font des
dessing ixes différents kes uns des aoties pour illustrer Ja méme siuation qui lear est
proposée. De méme, elles reconnaissent 1identitd de la situation représentée par des
dessing  différents.

Et &, par la suite, nous vonlons dégager quelques propriéiée de ces lois dans
T(E), il est manifeste que je set] diagramme nous donne un appaneil encombrart,
trop lourd patve Que trop percepiif, 1ié & ttop de dispositions possibles. Nous devons
commencer par les étudier sur la comjonction ¢ Ia disjonction dos propositions,
Ce n'est qulaprés que nolis Passérons auX 0l sur les parties de E, par examen de
chactn des élerents de E comme if & &é dit précédemnent.

En fait, rous pensors gu'il p'y a ancun invérdt & étudier tot des ois conune
I'intersection ¢t fa réunion, que leur &ude prématurde est plutdt nocive car elle ne
peut #tre que mal faite. I pous semble bien antresnent imporiant, pour des enfants
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do C.P. & méme de |2 section eafantine, de commencer Pétude des parties d'un
enzemble et d'aborder Ia aotion de loi de composition sur des cas simples,

Cette année, simpiement pour voir, nous avons deudié en juin Iintersectina
s C.P. Les éléves ont dravaillé avec aisance, liberté of rapidité, sar tout était prét
Maig c"sit 6 travail préparatoire qui nous paralé &re le propre du C.P. Micux vaut
le faire solidement, sans hite, ¢t reporter Pintersection an C.E,

Pourguoi tent de publications commencent-clies par cette motion? Parce qu'il
est simple de dire que Uintersaction dos sous-ensembles des jetons ronds et des jetons
roages est celul des jetoms ronds et ronges? Clest restreindse considérablement ia
notion &'intersection, ¢’est partir dans une certaine confusion, ¢’est surtbut s'arééer
tout de suite. On 0¢ poitt que rdpéter Ia méme chose en variant les exernpies, on ne
peut avancer,

Une démarche bloguée, sans ouverture ni fécondité, nest pas une démarche
mathématique.

H. Les opérateurs numériqucs

La notion d'opérateur numérique, que 'on trouve dans les commentaires des
programmes provisoires de 1970, et qui est utilisée dans les publications destinéss
4 I"enseiguement élémentaire a besoin d'Stre précisée car, ou elic resie floun, ou elle
est employée dans une telle confusion qu'clle antraine do grossss erreurs,

Mous "étudierons das le cas o0 elie s présente A I'&ole primaire, ¢est-2-dire
comme application d"un ensemble vers lii-méme définie 4 partir 'une loi de compo-
sition interne dans Pensemble.

Précisons cefte situation.

tne loi de composition interne notde * a £6f étudife dans un ensemble E

azl el axbeE

On isole un dément quelconque p de F ot A chaqus &lémont x de £ o fait corres-
pondee le composé xkpeF. On définit donc alnsi uae application de B vers E ¢

E E
L. axp
& hwp

Cetts application est spovent appelée une « machine » & P'école primmire en
prévisant machine & sjouter, i multiplier, suivant l& nature de 13 loi de composition
interne utitisde.

Eilo et notde souvent
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Clest 1& qu'nne premiine quostion s pose ! mfkeula:&niﬁmmm:ﬁgm
+ ot % gue Pon vient déevire?

Prenons le cas de Paddition dans Penseible dos entiers naturels,

Isolons l'entier 3 pour Putiliser comme opératenr numérigue appliquani N

dans N.
N

Winfroduit-on pas une sonrea de confusion e ddsignany cette application par

+3
e

En effet, le symbole « 4 » qui figure sur la fliche n'eyt pas un signe opératoire
car ls signe opérataire se trouve dans les composhs 043, 143, efc., images des
S¥ments de Uensemble du départ, C'est un signe prédicatoire. Si on tient, pour des
raisons pratiques, 4 l'employer, mienx vaudrait ne pas lui donner la place qui est
celle dy signe opbratoire, Mous verrons par la suite quton &viterait ainsi un certain
nombre de difficultés qui se présenteront dans la compesition des opdrateuss.

Miis déja noos voyons la source des erreurs relevées dans certaing ouvrages.
Par exemple, sur une graduation.

Prends le trait marqué 2 — Fait un « pont » de 3 — Tu obtiena Iz trait margoé § —
Tu dcris I+3 e §,

Creat ainnsi qu'est définie P'addition dans Ni

Le « pont » 43 lancé & partir de 1"8ément Z aboutit 3§ "éiément 2-4+3. On a
glissé du prédicatoire & Vopdratoire et on a Fait une pétition de principe en d2fi-
nissant moe loi interne par un procéds externe, Clest ignoms 0r qu'est une transtation,

Dans les classes de Sixidme, on prend soin maintenant de ne phus poter les
entiers relatifs sous Is forme 3, —2. Onlesderit 3%, P ouencore 3., 27

Me serait-il pas sags d’apportcr les mémes distinctions au C.P. et au CE, ¢ de
noter par exemple (1) :

- kS
3 3
! 143 t 1:3

+

{1} Mienx vaudrait, sans doute, utiliser un antre symboke que le signe -+ dams la cotation 3.

Mais on ne peat multipher Is combre des symboles utilisés & Fécole primaive. ka2 - » plack o

baat da 3 reppele implemcnt s « + 1 opératoire de Plmage 1443, CGn deite alnal lo risqus ds
nﬁnmd:nlmmfanmm,;mnron,amwpiawﬁnom

Bfmnceptndm mquwmﬂwmaﬁmmwmmnm

domk!?mhohimmmmmm%ﬁmmmqukmlC’wtwmph-
cation de N dans N ¢
{01 23) i s eusemble de naturels

~+ S
"1 23y st un cmsembic d'applications dp N dams N,

(]
[ )

49
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Une confusion plus subtile vient du fait qus 1o mot « opdrateur » fait penser plutdt
4 « opération » dans son sens traditionnel qu'd « application », On perd ainsi do vue
que Popérateur opére sus un snsemble et qu’it n'est pas défini 3 partir d’un éidment
et 36 son immpe,

Nous avons tenconttd des exercices du fype

-
-

e

Pour poser un te) exercice, il faudrait dorner tous les ¢léments d’un ensemble
ot feuss images, H est {oujours génant d'ometire les ensembles quand on utilise Yes
applications : on e sait plus trés bien sur quol on travailie et le Bou ainsi introduit
dans la pensés engendre les srreurs,

Cest A propos de Iz compesition des opéeatetys que nous avons renconiré ie
plus souveni cette confusion.

+2 4

T

3 3 g

on cherche « opérateur » qui remplace la suite de ces deux opérateurs, ¢'est-d-gire
qui, appliqué 3 3, domne $.
Et I'on écrit :
56

42 44

5
alors geton aurait aussi bien pu éerire, entre autres

=3

e

+2 +4
e 5 & —— "‘$ 9

Qubliant gu'on appliguait un ensemble dans un ensemble on se boroe 3 chercher
quelle « opémtion » permet, & partir $un nombre, d'en trouver un auvtre,

{n ne se demande méme pas st la loi de composition de denx opérateurs de méme
type peut #re définie. Etudions cette qusstion.

Composition de denx opératenrs définis 2 partir de la méme loi

de composition interne dans un ensemble,

Soit une Ini de composition interns notée * dans un enssmble H e dewry dléments
ot g de cot enseenble wmtilisés comme opérateurs, Chacun dsux définit une application
de E dans E. Lo probléme est de savoir si la composée de ces applications pewt #tre
définie 4 partir d'un Sldment do B utilisé comme oprateur,

e 50—
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Co n'est que si fa loi & est associative qoe 'image de x peut s%cnre
x &{p¥g}

done que Je composé des deux opérateurs p ot g est Vopérateur pxg, o6 gue nous
pouvons {crire

pRg
.
F i q

Il n'ent est pas ainst pour 1a soustraction et 1z division dans IV, d'oi la difficulte
de noter fa composition des opératears définis & partir de ces lois.
Encors peut-on, pour ces deux lois, recourir aax « opérateurs-retour » issus de
Paddition ct de la multiplication, c’est-3-dire de lois associatives.
Avant de détziller ce recours, dopnons 1 exemnple (rés simple, non numérigue,
d’uss cas of la composition de deux opdrateurs ne peut Sire définie.
Soif Pensemble :
E={0, 1,4}
et 1a loi de composition interne % définie par
OXO=0 OXxO=0%0=2
=l ¥ a I | (o8 JENEC . e
A kA=A O%xA=A%0=0

Cette foi n'est pas sssociative, Ep effet, par excmpile :
{0%0)k =4
Ox{C*) =

Prenons spccessivement los éléments O e O comme opérateurs :
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Aucun &ément de F, utilisé comme opérateur, ne permet 'appliqrer fe promier
ensemble sur le troisidme puisque chaque dément a pour itoage us élément différeat
de hui,

Ort ne peat done composer, & la pérs, deux opérsteurs, 61 on ne sanrait se
pazser 4de Uassociafivitd de 1a Joi interne. Clest pourguoi nous pensons non seulement
qu'il est essentiel d'introduire ia notion de loi de composition au C.P., mais gu'il
est sussi important de medtiplier fes exemples de lobs de composition afin de dégager
la sotion d’assoviativité.

I w’a2git 14 drun travail do bass quimériic quion ¢'y arcdte et qui &'ailleurs convignt
hien anx enfants de cet Sge, plus utile 3 la formation de Pesprit que introduction
prématurde de la composition des opérateurs. Qu slors on risgue de revenir aux
receties of au conditionnement de Vesprit.

Revenons 3 Ja composition des opérateurs-retour 8éfinis & partir de 1a soustrac-
tion daps BV et dz 12 division.

Remuarguana tout dabord gue ces deux Iois de composition ne sont pas de
viaies lois de composition intorme dans B putsgu’elies ne sont pas pertout définies,
On ge peut composar les termes da couple (3, 4) par aucune ¢ ces lola

Si nous voulons introduire des « opémteurs soustractifs », ot nous ¢n avoas
besoin dans les ¢lasses primaives, 1 nous faut done dlargir Io s dapplication of lo
prendre maintenant dans le sens de foaction.

Ainsi

~
by 0
. 1
2
3
4
s
5

[y p—
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Pouvons-nous composer deus opératenrs défials 4 partir de ia soustraction?

» <
xm y—p ‘_._,.-—-o——.__}ﬁ

Catte loi n'est pas associative. Mais 'expression (x—p)—g s’écrit, lomsqu'elle
a une signification, sous Ia forme
2—{p-1-g}

Ls composé de deux opérateurs définis & partir de la soustraction scea bien un
opératenr G&find Jui nussi 4 partir de Ja soustraction, Seulement, pour Fobtanir it
faudra faire appel A Paddition des deux naturels utilisds comme opérateurs.

+
Crost pourguol noas wtiliserons s notion « d'opérateur-retour » : si 3 applique £

daps E, 3 indique la fomtion riciprogue de colte applicabon. Nous avons v,
rappelons-fe, gue cetie relation n’est pas vne application.

Co qui nous permetira de passer de la composition cornlie

+
3+2

n+v w+r
3 2
T, T
4 Ia composition (ef note 2).

k) 2
343
Not= 2,
{¢ Examirons {a composition da bast. Eifle se note
++ 3
Ao =242

Dans I'enscmble des opératemry ¢
o e
§90, L, 43, .}
nous avons intraduit vne Joi de composition inferne que nous At notons pas A I'tcole primaire.
i serait danpercux de ks noter a 4 B CAr HoUS ourions wingt ne troisidme sens de ce signe. Le premier

et opératoire dany N, le second ost pridicatoire dans un symbole gi désigne gne applieation
et le trobsidme serait apératoire dans uc autre cnsemble, celui des applications.

{ Swite has de pope 54},




Bulletin de TAPMEP n°277 - Janv/Fevrier 1971

O voit ici Pintért d'une place distineis pour les sipnes opératoires ot prédica.
toires. Sinon comument écrire
-3 .,

ey

11 ¥ avait d'aillears & diffculté pour Vopérateur additif. Ecrirons-nous la
composition

+3 -+2
e ——

zous forme d'une addition? Nous risguons d'avoir trois signes -+, Quels seraient
leurs sens respectifs?

La méme étude peut #tre reprise pour la composition des operateurs definis
a partir de a division dans IV,

Avec

x
1

Ol
L

Suite de 2 pote 2,

I Llopératetr-totoud n'est pax une anplication, mais une relation fonctionnsile de N vera V.
$i noux sdoprons pour ke mot e Je seng plus large de relation fonctionnefe, nous procédong
% urpe exieasion de Vensembls optratenrs qui devieat :

LI eLEY
I La composition db bas s'ait

- JE AN,

I o 2wl

Elle compose deux den opéraleurs ainst introduils.
Mais poYs aurcns B composer Bo opérateur d'un type sves unr opfrutenr de {fautre type.
Prenons par exemple la composition :
+ —

3 5

Elfe s note :
amaar + R e
F o 12 = 3

B n'est pas qoestion do Péorire sons la forme @

il

52
AT T
_,....3_-,;. —rh
Autrement dit, nous ne pouvona ébwdicr =ystémoati glwment ixtie loi de voniposition lnterne

dans cnsemble des opératenrs géfini précédemment. Nous écrirons la compesition précidenta
seulement sous la forme
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nous obtiendrons (cf. note 3},

Nore 3.
1% Nows avions us snsemble d'opémteurs « moltipticatifs v ;

X o XK
£5,2,3...)

La composition du haut introduit une ki de composition dans ool ensemble gue nows ne
ngmpas pour ies mémes raisons que cclles goe pous avong exposées A propos des o opérateurs
additifs %,

bmi..‘iauoduclion deg opérateurs-retour eotralne une extension de 'ensemble précident. Toos
ohienons :

i x

i X
f oo é L,1L.L2%3 ..}
Ea composition ¢ bay a'berit

7
{a{:;:{‘i‘

Mous aurons ici encore 4 composer un opérateur d'un kype avec un opdratenr d'un autre Type.
Prenons par exemple Ia composibion

: {
iy, —_—
Lea commenteires nows invitend & noter ¢ composé -

Jﬂiw x

1l est peut-tze fhcheux F'uppeles o feaction » cette relation fonctionaeile de /¥ vers &, L'essen
tiel est do biga voir que nous avons orbd un nouvel dire mathdmatigae qui n'est pas on ¢ gombre »,
triais Igm sons fait proctdar & une nouvelle exterion de !’oaaemble dex « opératrurs multipicatifs ».

ous obicnons maintenanl |
AN

,;1 §l 5’ utes i"s &I" 5- L] ’

® X
1 3
Bien entendu, nous devons placer s 3 Per exemple, dans cet enserblc du relations fonction-
nelles, tandiz que ¢,%, 9,75 sont des nombres décimaux dtinis 4 purtir des natyrels,
x

L
RS
NI [ ¥

=
1
9'53‘

1
On ne pourca donc comparsr 18 relation fonctionnelles 5 an décimal 8.5 oblens & partic du

narefed, 5 par an changement dunité,

‘Tont au plus powrra-1-oh, peuwt-itre, par uno aouvelle exiension de Pensemble des opérateurs,
mamrer Féquivalence de
kS

i
et 0,

(2]

3
{Suite de la note bas de poge 38).
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T w'en reste pas moins que, sur celte figurs, comme sur la précédents, mnous
avons en haut des compositions d"applications, en bas des compositions de fonctions
puisqoe les opérateurs du bus nlopérent pas sor tous les Slémenis de Pemsemble.
Ce gui n'échappe pas aux déves puisque des fiflettes g avaient mis des « oreiiles »
au schéma

E
i
M
W
3

x » ’
/ 3 1ow|
'Ci’*-...::g

3

nous ont fait remarquer gue fous les nombres « circulent » dans Foreille de gauche
tandis que celle de droiie ne laisse « passer » que s multipies da frois.

En fait, si les opératenrs additifs et anitiplicatife opérent sur tous les Siéments
de IV, c’est paree nous utilisons cet ensemble, Ox, comme nous Je verrons, nous
avons intérdt, & Phcols Primaire, & opérer dans des ensembles finis, Mais Paddition
ef la multiplication ne sont pas de vraies Jois internes dans un ensemble fiai de natu-
rels, augune partie finje de IV n*étant stable pour ces lois.

3i bien que toutes nos compositions d'opérateurs somt des compositions de
{fonctions.

sous iz forme

Saite de o sote 3,

e 20 jgs commentuires sous proposeut In composition des « opfratenvefractions ». Ains
cRInposg

ot ko
R

€m peut fort bien dorire 7

Mais dcrire, comme if est indigud : 2
10
pe3x
e peut gu'engendrer tes plus graves confusions @
&= parcs que les opérments fractions ne sont pas &Tits avec lenms eymboles distineify;
+ ot surtowt parce gue cette fois-od aoos introdnizons as Seoisibme sens du symbolr @ X 3,

un sens opératoirs deos Pensamble des opératenrs,
La seule notation convensbis

B

X x
o 2
3

7"
me pamit pas indispeosable 4 école primaire.

o

x
L4
F)
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Adnsi avec ensembie E = {0, 1,2, 3,4, 5, 6,7, 8 nous anrons :

G ad T Lh e B o g
A
@ ] M L A R OR) e O

of
o 8
1w, 1
2 :
© 3 3
4 4
s 3
5 7
,
L]
i
Ty
11 n'ast pag sany intirdt de fafre de tetles compositions comme aussi de comparer
ks compositions
. _iz. 4=
\evspsmrrrerrreiii w—v‘%
et
+ A
H v—-——w—%

Si nous voulions résumer ce développement, nous dirions qu'on ne peut parier
Jim opératonr sany savoit sur gusl ensemble i opdes, que souvent il n’opdre pas sur
tous les Slaments de Pensemble car il n'est gue Uindicatif d*use relation fonctionnells

. J
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de cet ensernble vers [ui-méme, of que 'essentie] est de séparer fes ensernbles dopére-
teurs des ensembles numériques sur lesquels ils opérent, en marquant aeléement 1a
différence de nature entre une refaton fonctionnetie de Y vers IV et un &ément de Y.
Ou encore, pous &ire plus complst, e de fagon plus abstraite
Soit un ensembie E muni d"vne loi de compuosition inforne notée %

Yoeii Vhel b xgeE

On peat définir une Jof de composition externe sor E en prenant pour ensemble
Jd'opérateurs 3 Pensernble E loi-méme, Notons cetie loi « . » et selon 'usage courant
&erivons Yopérateur e avant de USidment sur lequel it « agit »,

Elle est définfe par

b.a = B%a

dans Te promder membre ; beil, dens le second ; H<E, dans les deux membres | gell,
Disons, de fagon imagde, que U'opérateur & agit sur I'élément s d¢ E pour le
transformer on 5 g, édldment de B.
C’est ce que nous représentons par le dessin

B‘,..—"b—“"""ﬁ'ému
Faisons agir U'opératens & sur e compost précédent :
c.db.a} = e.{bka) = c k(D ha)

Bi ka loi » est associative, nous pouvons éerire
¢.(b.a) = {ckd)oa

¢.iba) = (ck8).c

Ou enCoLeG

Faire agir iopémtewr ¢ sur Te résuitst de action de Topérateur b sur 'élé&ment g
<C'est faire agir un nouvel opérateur ¢ %kb sur Péiément 7. Noas avons ainsi ransporié
1a loi de compaosition interne * de I'ensemble £ & P"cnsemble des opérateurs (1 égal
4 E, définizsani par 13 une Ioi de composition interpe des opérateurs.

Ce que nous représentons par le dessin ¢

B <
/"ﬂ bws PEICEY ]

a (ewéina

ou ¢ % hwg (loi associative).

Miais il importe de bign distinguer jes trois lois remcontrées successivernent aux
tois miveaux du travail.

1} Loi de composition interne % dans E. Ce seea souvent Ja loi 4 ou g loi X
dans IV,

2) Loi de composition externe gui n'sst pas notée par un signe maic représentée
par une fliche attachés A chaque opératour.




|
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3} Loi de composition interpe dans €1, si la lol % est assoclative. Cette loi
nouvelle est alors Ja loi %k, mais elle est devenue loi de composition des opérateurs.

Ce n'est gu'aved cotte nette diskinction gqu’on évitera 13 confusion, combien
dommageable au moment de la formation des premidres notions, de ces irois lois
par Pemploi abusif dun méme signe pour les désigner,

Et risquons la redite pour conchune gqu'il vaut mieux aller lentement d’une étape
4 Ir syivante of savoir atkemdre gue vouloir kes aborder toules sams posséder les
moyens de o faire avec justesse,

L. Opérer sur des ensembles finis

Nous venons de voir qu'on ne peut utilisér un opératenr sans savoir dans quel
ensermble i opére. 81 a été dfir & partir ’une loi de composition interne, it applique
¢ot ensembie dans lui-méme. Si c'est A partir d*une loi non partout définie, il établit
umne relation fonctionnelle de cet spsembie vers lui-méme.

Lne guestion se pose alors : A PEcole Primaire, on n’utilise que des ensembles
finis, Les opérateurs numdriques qui figurent e plus souvent dans les publications,
<’egt-di-dire ceux qui sont tinds de Paddition et de la multiplication, semblent opérer
dans WV, ensemble infini, A vrai dire, 'ensemble en quostion n’est famais netternant
précist. Doit-on laisser ua certain flog dans la pensée en n'explivitant que tes ¢iéments
de IN dont on a besoin ou faui-il donoer clairement 'onsemnble sur lequs! on travaithe,
¢e qui conduira 3 n'utiliser que dés ensembles Bais?

Nous avons été amendes, aprés avoir longuement sulvi la premiére attitude, 3
meudifier potre fagon de procéder ef & adopier Ia seconde. Pourgquoi?

Drabord pour éviter, ainsi que nous Pavons exposé dans étude pricddente,
cerinines errsurs grossidres sur fa composition des opérateurs, Avec un ensemble
fini nowus pouvons relier los dléments do I'ensemble 4 leur image donnée par l= premier
opérateur, nous pouvans les refier 3 jeair image donnée par Ie second opératenr et voir
alors coux qui cof wie image finale, Cest--dire une « image d*image » ot définir
ainst, 57i existe, le composé des opératenrs, en nows rendant compte des difficaltés
de son « alimentation ».

‘Ensuite pares qu'il nous parait que oo sont ces difficaltés mémes, par les questions
qu'elles provoguent dans les esprits, qui sent une bonne vole d’accds pour les enfanis
4 a notion d'ensemble infini, du moins powr N,

Monfrons-le sar detux exemples.

Exemple qui peut étre utilisé avant I'étade de I'additién.
Soit Pensamble
E={01234,567}

et Ia toi de compesition inteme dana cet ensemble, notée 4, définic par : lecomposé
de deux pombres différents o3t ks plus grand des deux, le composé de deux nombres
égaux leur est dgal,
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Ainsi
4%1 =4
2%6=6
3%d=3

Prenons succesaivemant les nombres « 2 » et « 4 » comme opératenrs et utilisons
la représentation sagittsle.

LR R S - -
oo b g gy o D

4
2
3
4
3
£
7

-3

-/

Mous voyons que P'opératour « 4 3 applique Jo promier ensemble dans le troisiéme
puisqua ez nombres 0, 1, 2, 3, 4 oat pour imege le nombre 4 tandis que § A pour
image 3, & a pour image 5, 7 a pour imags 7.

Nous pouavons forire <

E ]
4
T
———r -———-0’-*
— Ce schéma o éd &abli pour Petisermble E. Senait-il encore exact pour e~
seimble des 9 premiers entlers auturels? deg 107 ete. I est facile da le voir.

e Qe se passe-t-il si noue changeons "ordre des opérateurs?
Mous recommengons ¢t nous ohienens :

*
4
T —
3 3
 mM- ]

- B serait-it de méme avec doux auires opdrateurs? Autrement dit, Ia foi de
composition des opératours sst-elle commutative?
Lrexamen d'un o doux cas monire rapidoment qu'il en eat bien ainsi et pounquoi.

Y | Q.
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- L schima peut encore s'éorite
*

Tad

*

I BN _....-’-:——-;
pUisque 2 %4 =4,

En serait-il de m&me avec deux autres opérateurs? Autrement dit, e composé
de deux opératears esi-il & composé donné par Ia loi * dans E?

¥4 encore 'cramen ¢'un ou deus cas monire rapidement pourguel i en est aingi,

Mais 1o réponse & touies ooy questions sera tout zutrement rapido ot vigooren-
sement dominde si les enfanis, comme nous "avons expligné précédemment, sont
Jonguemnent familierisés avec les motions d'aasociativité et de commutativitd d'une
loi avant d*aborder la composition des opérateurs,

H. Exemple faisant intervenir Paddition des entiers natorels.

HRoit P'ensembie
E-={0,1234567
e Faddition comme loi de composition. Nous savons quizlie nlest pes partout définis,
Pretiony lo nombre « 2 » conbe Opérateur ef utilisons encore 1a représentation
sagittale,

b ]
1
]
2
4
5
§
7

A T TR VRS

Les Sléves dn C.P. remuequent d’elles-mdmes : aucuns fléche narcive sur ls 0
ez sur e 1 «ils sont trop petits », aucune fliche ne part du 6 ni di 7 « ils sont trop
grands »,

Powr les premiars, # semble bien que foms 'y pouvons vien; mals pour fes
seconds, ke iddes inillissent : « i 0’y & quw'h metire 8, 9 dans Pensemble E ». Ce qui
ext fait mais laisse la question inchatgde, puisgoes 9°is dorment bien des images 8 6t 7
1c8 voilé eus-mimes « wop grands » potr avoir des images, On essafe encore d'intro-
duire 10 et 11 et on retrouve la méme situation st bien que les petites filles concluent :
«On o'y arrivera jamais, méme s on met tous les nombres qu'on ne connait pas »,
et que 1'une d'elles ne voit qunne issoe pour tout arranger, cello de prendre « 0 »

G —
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pour opérateur car « autrement bes fléiches pencheront toujours », clest-A-dioe qu'tl ¥

aura 4 la fois des pombres Gui ne seront pas des images et d"autres gui n’auroni pas
d'images. .
La difficulié que nous menconfrons pour « alimenter » I* teur 2

q! P opéra e

forsqu'il opére gur um ensemble fini d’entiers naturels #ous montre bikn qu'elle meste
ia méme pour un ensemble ayant ue grand nombre d'éléments. IV ne sera pas ud
ensemblie de « beaucoup » de nombres « d'un mition » de nombres,

Nous potrvons, & partir ds cet sxemple, composer des opérateurs. Clest ce qui a
&€ fait dans U'étude pricédente. Nous pouvens aussi multiplier Jes exemples on pre-
nant des opératenrs tirég de lois pon associatives dang E afin 4'8udier des cas o la
composition de deux opérateurs ne peut #ee définie, Ainsi, fa loi suivante : 16 comiposé
de doux naturels est la somme s5i efle 0’a quun chiffre, ko chiffre des dizaines si ofle
en a doux,

Not pouvons encore comstater qu'il existe des opérateurs ntadmetiant pas
® opérateur-reteur. Clest le cas de Pexemple 1 de cette éfude -

E * E
‘___......3........5
e 0
1 i
H 3 z
3 3 3
4 > 4
L3 o 5
‘7 > s
¥ &+ 7
L]
2

¢ iration de E dans E définie par n'est injective. La relation
car Papplica p — pas injec

réciproque n’est pas fonctionnelle. Bt nous savons que le composd de Poplrateur
avec un elément de B, s'il est défini, est unique.

Liintérét ¢ opérer sur des ensembles finis réside, nous espérons aveir montré,
dans 1a gualité du travail mathématigue obteny, guelle que soit son ampleur, Suivre
cotte vois permet de rencontrer de bonnes questions, de vraies questions ef &'y
répondre avec justesse dang le cas précis étudié. Ce n'est pas tdtréeir I'horizon mathé-
matique des Eidves, Oest Pélargir considérablement en diversifiant feur pensée tont en
Tafferpsissant.
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