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Échanges 

Mathématique  

à l'école élémentaire  
Mme ROBERT 

rtcole normale,  Clwmhéry) 

1 L'intersection et la réunion 

Au moment où se multiplient les publleations destinées aux enseignements pré-
élémentaires et élémentaires, ne convient­il pas de  réfléchir sur le sens d'opérations 
sur les ensembles, telles que l'Întern>ction et 1. réunion? Elles sont présentées comme 
les  plus  simples.  Sont­el1es  vraiment  des  notions  premières,  c'est­à­dire  œlles  par 
lesquelles  il convient de commencer? 

Nous pensons qu'il n'en est rien, car elles interviennent toujours, en fait. comme 
lois  de composition  internes  dans  f(E).  Ce  sont  des  lois  de  composition  sur  des 
parties  d~un ensemble  et non  sur  les  éléments  dtun  ensemble.  Nous  sonunes  loin 
d'être  dans  une  situation  simple.  On ne  peut  l'aborder  avec  justesse qu'après  une 
étude, si  sommaire et incomplète soit­elle, de  f(E) et l'acquisition de la notion de loi 
de  composition  interne  dans  un  ensemble. 

A.  Étude  de  :r(E). 

1)  Un enfant du C.P. a '­'in de former d'abord des parties de E sans que cette 
étude  soit  bloquée  sur  l'image  mentale  donnée  par  le  diagramme  de Venn  ou  de 
Carol!  et sans qu'elle  soit  limitée aux seuls  sous­ensembles  des  éléments  "y­.mt  un 
attribut commun tels que forme, couleur, ou encore être, animal. fleur, etc. 
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Il nous paralt indispensable d'aborder cette étude de façon très générale et de 
la mener de front, tant à l'aide des ",bles de vérité donnant l'appartenance de chacun 
des éléments de l'ensemble à la partie considétW, qu'à l'utilisation de l'écriture de 
l'ensemble et de la partie par énumération de leurs éléments et au dessin des dia· 
grammes de Venn ou de Caroll. 

a) U,ilisation d'une table de vérité pour former une partie A de l'ensemble 
E = {a,  h, è, d, e.I} 

eA 
"_._-~-

a  0 
b  1 
c  1 
d  0 
e  1 
f 0 

h) Écriture, pour former A, par énumération des él_ts de la partie 

E = {a, b, c. d, e.I} 
A = {ho  C.  e} 

c) Diagramme de Venn 

On ne peut privilégier l'une de ces représentations au détriment des autres. 
Par contre, il est essentiel de passer de l'une à l'autre et de traduire l'une quelconque 
d'entre  elles  sous  les  deux  autres  formes. 

Personnellement, à cause du travail antérieur fait dans la classe. nous avons 
abordé cette étude par la table de vérité. Les éléves « lisaient» donc directement la 
table. Le passage àla « lecture» de l'écriture en extension dei. partie et au diagramme 
s'est fait de lui­même.  Mais nous avons remarqué que, sans doute à cause de l'orien.. 
tation de leur formation antérieure, le dJagramme est plutôt un dessin illustrant une 
vision  intellectuelle que le support d'une image mentale pour nos élèves.  Autrement 
dit, elles ne « voient» pas à l'aide du diagramme. Le diagramme dessine plutôt ce 
qu'elles  voient. 

Remarquons que la table de vérité permet de former naturellement la partie 
pleÎne et  surtout  la partie  vide  dont  l'êcriture en extension  ne va  pas  de  soi  et  qui 
ne peut se représenter dans le diagramme de Venu. 

2) POUV0rt1M101lS former toutes les parties de El 

C'est-à-dire pouvons-nous dresser la liste de tous les éléments de :J'(B)? Bien 
entendu, nous ne travaillons que sur des ensembles finis de petit cardinal. Nous ne 
croyons pas cependant que ce problème de dénombrement soit du ressort du C.P. 
encore  qu'iJ  soit  résolu  facilement,  par  tâtonnements,  avec  un  ensemble  E à  trois 
éléntents. 
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L'essentiel n'est pas là, car E est un univel!l dont nous. ne sortOIlll pas. Nous. 
travaillons toujours sur des parties de E. TI est dans l'examen de deux parties pour 
reconnaltre, dans les différents cas possibles, si elles ont Ou non des éléments communs 
et dans l'affirmatiw pour distinguer le cas où tOllllles éléments de l'un sont éléments 
de l'autre, pour savoir quels sont les éléments de l'une qui ne sont pas éléments de 
l'autre et s'il y a des éléments de E qui n'appartiennent à aucune des deux. 

C'est avec les tables de vérité que nOIlll avons abordé ce travail. Leur lecture 
s'est faite spontanément avec  aisance~ 

Ainsi, à partir de l'ensemble E du paragraphe 1) et en donnant les tables : 

eA EB 

" b 
c 
d 
e 
f 

o 
1 
1 
o 
1 
o 

1 
1 
o 
o 
1 
1 

les éléves voient directement que b, e appartiennent aux deux parties, que d n'appar­
tient à aucune, que a, f appartiennent à B sans appartenir à A tandis que c appartient 
à A sans appartenir à B. 

BOes traduisent naturellement cette représentation par l'écriture en extension 
des parties 

E ~ {a, b, c, d, e,f}  
A ~ {h, c,  e}  
B ~ {a,  b, e,f}  

et le dessin du diagramme 
.-____ E 

Bien entendu,  comme précédemment. nous les faisons passer de l'une des  deux 
dernières représentations aux autres, de façon à ce qu'elles voient immédiatement 
sur l'une quelconque des trois la situation de deux parties l'une par rapport à l'autre 
e! par rapport à l'ensemble E. 

Car nous croyons essentiel que ce travail mental ne soit pas lié à une seule repré· 
sentation - il resterait trop près d'elle - et surtout qu'i! ne soit pas sous la stricte 
dépendance du diagramme de Venn car il ne serait pas assez dégagé de la perception 
de la localisation spatiale pour être une activité mathématique. Le diagramme serait 
un objet et non sa représentation. C'est pourquoi il est to'liours bon de compléter 
le diagramme de Venn par celui de Caroll. 
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B.  La  notion  de  loi  de  œmposition  interne  dans  un  ensemhle. 

e'est une notion que nous  croyons Condamenta.le, qui ne  va pas  de soi, comme 
on semble souvent le penser, et qui demande à être étudiée pour elle-même. 

Nous ne pouvons détailler ici les étapes de son étude. Disons qu'elle se fait 
lentement, sous sa forme la plus générale, avec des cas très simples et très variés. 

Citons deux exemples 

a) Dans l'ensemble 

la loi  
0*0=0 O*O=O*O=A  
0* c= 0 O*A=A*O=O  
A*A=A C*A=A*O=O  

Conunutative,  non  associative.  Pas  d'élément  neutre~ ni  d'absorbant. 

b) Dans l'ensemble  
E {O, 1, 2, 3, 4, S, 6}  

la loi définie par : le composé de deux éléments est le plus grand des deux. S'ils sont 
égaux, le composé leur est égal. 

Ainsi  : 
2*5=5 
3 * 0 = 3 
4*4=4 etc. 

Commutative, associative.  Un neutre et un  absorbant. 
Nous multiplions de tels exemples. Cela nous permet, après avoir étudié la 

conjonction et la disjonction de deux propositions, d'aborder l'étude de l'intersection 
et de la réunion de deux partie. de E. 

Ces deux opérations étant des lois de composition sur des ensembles d'éléments 
de E, on ne peut, en effet.  les  rendre claires  à la pensée qu'en  cherchant,  pour tout 
élément a de E, la valeur de vérité de chacune des propositions « a est élément de 
la partie A », « a est élément de la partie B », et co appliquant ensuit. les règles de la 
conjonction et de la disjonction  inclusive à ces deux  propositions. 

C'est pourquoi nous préférons partir des tables de vérité plutôt que de l'éeriture 
en extension des ensembles ou des diagrammes pour définir l'intersection et la réunion. 

De même, nous définissons 1. complémcotaire d'une partie à partir de la régie 
d. la négation d'une proposition et la différence symétrique des deux parties à partir 
de la règle de la disjonction exclusive des deux propositions. 

Ainsi,  pour l'intersection,  sur  l'exemple précédent,  nous amons  : 

EA dl EA et EB 

a 
b 
c 
d 
e 
f 

0 
1 
1 
0 
1 
0 

1 
1 
0 
0 
1 
1 

0 
1 
0 
0 
1 
0 
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Et nous remplacerons :  

sA et eB par sAnB  

Nous passerons ensuitèt par traduction, à récriture en extension 

AnB = {b, e} 

et nOUS chercherons comment obtenir directement cette écriture à panir de celle 
des parties A et B. 

Puis au diagramme : 

Il peut sembler plus simple, pour des enfants, de commencer par le diagramme. 
Nous l'avons cru longtemps. C'est peut-être plus facile, apparemment du moins, 
pour l'intmsection. Ce l'est déjà moins pour la réunion et la difftrence symétrique. 
Mais s'en tenir au diagramme bloque la pensée SUr une image mentale globale en la 
privant de sa mobilité et de sa puissance. 

Comme nous l'avons dit, elle reste ainsi trop près de la perception, inanalysée, 
sans structure sous-jacente, donc fermée et par là impropre à un progrés de la démarche 
de l'esprit. Il n'est que de voir comment eUe achoppe dans le cas où l'une des parties 
est incluse dans l~autre, aussi bien pour l'intersection que pour la réunIon et la diO'é~ 
ronce symétrique. Il en est de même pour le complémentaire d'une partie. 

L'image mentale reste trop vÎlluelle pour ne pas être sous la dépendance des 
contours des {{ patates » et trop strictement liée à chacune des dispositions possibles 
des différents dessins. Elle ne peut ainsi fouruir un véritable outil pour la pensée 
mathématique. 

Par contre. nous avons constaté que l'emploi des tables de vérité, en dégegeant 
l'esprit de la perception, lui apporte dynamisme et sOreté. Le dessin des diagrammes 
prend alo", sa liberté vis-à-vis du contour des« patate, ». Il est bien une reprèsentation 
d'une réalité mathématique, il n'est pas cette réalité. Les enfants du C.P. font des 
dessins trés différents les uns des autres pour illustrer la même situation qui leur est 
proposée. De même, elles reconnaissent l'identité de la situation représentée par des 
dessins différents, 

Et si, par la suite, nous voulons dégager quelques propriétés de ces lois dans 
(J'(E), il est manifeste que le seul diagramme nous donne un appareil encombrant, 
trop lourd parce que trop perceptif, lié à trop de dispositions possibles. Nous devons 
coJn1lWllcer par les étudier sur la conjonction et la disjonction des propositions. 
Ce n'est qu'après que noUS passerons aux lois sur les parties de E, par examen de 
chacun des éléments de E comme il a été dit précédemment. 

En fait, nous pensons qu'il n'y a aucun intérêt à étudier tôt des lois comme 
l'intmsection et la réunion, que leur étude ptématutée est plutôt nocive car eUe ne 
pent être que mal faite, D nous semble bien autrement important, pour des enfants 
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du c.P. et même de la section enfantine, de COnuneDCer l'étude des parties d'uD 
ensemble et d'aborder la notion de loi de composition sur des cas simples. 

Cette  année,  simplement  pour  voir,  nous  avons  étudié  en  juin  l'intersection 
au C.P. Les élèves ont travaillé a'IOC aisance, liberté et rapidité, car tout était prêt. 
Mais c'est ce travail préparatoire qui DOUS parait être 1. propre du c.P. Mieux vaut 
le faim solidement, sans hâte, et reporter l'intersection au C.E. 

Pourquoi tant de publications commencent..,lles par cette notion? Parce qu'il 
est simPle de dire que l'internection des sous-<>nsembles des jetons ronds et des jetons 
rouges est celui des jetons ronds et rouges? C'est restreindre considérablement la 
notion d'intersection,  c~est partir dans  une certaine confusion,  c~est surtout  s~anêter 
tout de suite. On ne peut que répéter la même chose en variant les exemples, on ne 
peut  avancer. 

Une démarche bloquée, sans ouverture ni fécondité, n'est pas une démarche 
mathématique, 

n. Les opérateurs numériques 

La notion d'opérateur numérique, que l'on trouve dans les commentaires des 
programmes provisoires de 1970, et qui est utilisée dans les publications destinées 
à renseignement élémentaire a  besoin d'être précisée car.  ou elle reste fioue,  ou elle 
est employée dans une telle confusion qu'elle entralne de grosses erreurs, 

Nous l'étudierons dans le cas où elle se présente à l'école primaire, c'est-à-dire 
comme application d'un ensemble vers lui-même définie à partir d'une loi de compo-
sition  interne  dans  l?ensembJe. 

Précisons  cette  situation. 
Une loi de composition interne notée  *  a été étudiée dans un ensemble E 

aEE  boE  a*beE 

On isole un élément quelconque p  de  E et à chaque élément  x de E  on  fait corres-
pondre le composé  X *pEE.  On définit  donc  ainsi  une  application  de  E  vers  E 

EE 

G~ô  
Cette application  est  souvent  appelée  une  « machine » à  l'école  primaire  en 

précisant machine à  ajouter,  à multiplier,  suivant la nature de la loi de composition 
interne  utilisée. 

E110  est  notée  souvent  
xl  
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C'est là qu'une pnllllièn! question se pnse : _Ile eat  III signifiCt1JÏ01I ÔQ 3ignes 
+ el x 'lue  1'011  .ient  tf'.lerire ? 

Prenom le cas de l'addition dans l'ensemble des entiers naturels. 
Isolons l'entier 3 pour l'utiliser comme opérateur numérique appliquant N 

dans N. 
N N 

N'introduit..m pas une source de confusion en désignant celle application par 

+J 9 
­­ > 

En effet, le symbole « + » qui figure sur la fulche n'est pas un signe opératoire 
car le signe opératoire se trouve dans les composés 0+3, 1+. 3, etc., images des 
éléments de l'ensemble du départ. C'est un signe prédiœtoire. Si on tient, pnur des 
raisons pratiques, à l'employer, mieux vaudrait ne pas lui donner la plaœ qui est 
celle du signe opératoire. Nous verrons par la suite qu'on éviterait ainsi un certain 
nombre de difficultés qui se présenteront dans la composition des opérateurs. 

Mais déjà nous voyons la source des erreurs relevées dans certains ouvrages. 
Par exemple, sur une graduation. 

Prends 1. trait marqué 2 - Fait un « pnnt » de 3 - Tu obtiens le trait marqué 5 -
Tu écris  2+3  5. 

C'est ainsi qu'est définie l'addition dans NI 
Le « pont»  +3  lancé  à  partir de l'élément 2  aboutit à  l'élément  2+3.  On a 

glissé  du prédiœtoire  11  l'opératoire et on  a fait  une pétition  de  principe  en défi­
nissant une loi intetne par un procédé extetne. C'est ignorer ce qu'est une translation. 

Dans  les  classes  de  Sixiéme,  on  prend  som  maintenant  de ne plus  noter  les 
entiers relatifs sous la forme  +3,  ­2.  On  les ècrit  3',  2' ou encore  3+,  2 ­ . 

Ne serait­il pas sage d'apporter le. mémes distinctions au C.P. et au C.E. et de 
noter  par exemple  (1)  : 

+ x 
3  3­­­­­.,.. . ----~~ 

l  1+3  1 lx) 

± 
(l)  MIeux vaudrait. sana doute. ut.iliser un  au~ symbole que le iÎ&fle  + dans la notation 3. 

Mais on ne peut multiplier le nombre des symboles utm. à  j'école primaire. Le« + :» plaœ en 
haut du 3  rappe:JJe  simplement  le  ((  + » opératoire de I·im.age  1 +3. On evito ainai  10  risque de 
confusion chez les enfants.  ca.r~ pour eux, à  cette place il n~opère pu. 

Il faut  cependant  bien  remarquer que nous  avons ainsi crêê un  nouvel  !:tte mathêmatique. 
± 

dont le symbole 3:  est un tout indécomposable,  d~uoe autre nature que le natuœ1 3. Cest une appli-
cation  de  N dens N : 

(0,  1,  2, 3 }  est  lUI ........ble  de  natw:els  

{ Ô '1' ~' 1 } est  un  ensemble  d"applications  de  N  dam  N. 
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Une confusion plus subtile vient du fait que le mot «opérateur» fait penser plutôt 
à « opération» dans son sens traditionnel qu··à« application », On perd ainsi de vue 
que l'opérateur opéra sur un ensemble et qu'il n'est pas défini à partir d'un élément 
et de son image, 

Nous avons renc<lntré des exercices du type 

? 

2~6 

Pour pœcr un tel exercice, il faudrait donner tous les éléments d'un ensemble 
el leurs images, Il est toujours gênant d'ometlre les ensembles quand on utilise les 
applications; on ne sait plus très bien sur quoi on travaille et le Rou ainsi introduit 
dans la pensée engendre les erreurs. 

C'esl à propos de la composition des opérateurs que nOU5 avons rencontré le 
plus  souvent  cette  confusion. 

+2 +4 

,----....:lIo S ~9 

on cherche « l'opérateur)} qui remplace la suite de ces deux opérateurs, c'est-à-dire 
qui. appliqué à 3. donne 9, 

Et l'on écrit : 

alors  qu~on aurait  aussi  bien  pu  écrire.  entre  autres 

x3 

OUbliant qu'on appliquait un ensemble dans un ensemble on se borne à chercher 
quelle « opération  })  permet,  à partir  d~un nombre,  d'en  trouver  un autre. 

On ne se demande même pas si la loi de composition de deux opérateurs de même 
type peut être définie. Étudions cette question, 

Composition  de  deux  opératelll'S  défiDis  à  partir  de  la même  loi 
de  composition  interne  dans  DB  ensemble. 

Soit une loi de composition interne notée * dans un ensemble E et deux éléments 
pet q de cet ensemble utilisés comme opérateurs. Chacun d'eux définit une application 
de E dans E. Le probléme est de savoir si la composée de ces applications peut être 
définie à partir d'un élément de E utilisé comme opéraleur. 
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• • p ­ q 

~ 

Co n'est que si la loi * est associative que l'image de x peut s'écrire 

x *(p *q) 

donc que le composé des deux opérateurs pet q est l'opérateur p*q, ce que nous 
pouvons  écrire 

• 
PH 

~ 
p .. q - .,.. 

Il n'en est pas ainsi pour la soustraction et la division dans IN, d'où la difficulté 
de noter la composition des opérateurs définis à partir de ces lois. 

Encore peut­­oD,  pour ces deux  lois, recourir aux  {(  opêrateurs~retour »  issus  de 
l'addition et de la multiplication, c'est-à-dire de lois associatives. 

Avant  de détailler ce recours,  donnons un  exemple  très simple, non numérique, 
d'un cas où la composition de deux opérateurs ne peut etre définie. 

Soit l'ensemble : 
E {O. 0, A} 

et la loi de composition interne * définie par 

0*0=0 O*O=O*O-A 

O*[J=O O*A A*O [] 

Cotte loi n'est pas associative. En elfet, par exemple : 

(O*O)*=A 

0*(0 * 0) = [] 

Prenons successivement les éléments 0 et [] comme opérateurs : 

•• oo 
- !>~ 
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Aucun élément de E, utilisé comme opérateur, ne permet d'appliquer le premier 
ensemble sur le troisiéme puisque chaque élément a pour image un élément différent 
de lui. 

On ne peut donc composer. à la légère, deux opérateurs, et on ne saurait se 
passer de l'associativité de la loi interne. C'est pourquoi nous pensons nOn seulement 
qu'il  est  essentiel  d'introduire  la  notion  de- loi  de compOsition  au  C.P.,  mais  qutil 
est aussi important de multiplier les exemples de lois de composition afin de dégager 
la  notion  d'associativité~ 

n s'agit là d'un travail de base quirnéritc qu'on s'y arrête et qui d'ailleurs convient 
bien aux enfants  de cet âge..  plus  utile à  la  fonnation de l'esprit  que l'introduction 
prématurée de la composition des opérateurs. Ou alors on risque de revenir .ux 
recettes  et  au  conditionnement  de  l'esprit. 

Revenons à la composition des opérateurs-retour définis à partir de la soustrac­
tion dans lN et de la division. 

Remarquons tout d'abord que ces deux lois de composition ne sont pas de 
vraies  lois  de  composition  interne dans  lN puisqu1elles ne sont pas  partout  définies* 
On ne peut composer les tennes du couple (3, 4) par aucune de ces lois. 

Si  nous  voulons  lntroduire  des  « opérateurs  soustractifs  »,  et  nous  en  avons 
besoin dens les classes primaires, il nous faut donc élargir le sens d'application et le 
prendre maintenant dens le sens de fonction. 

Ainsi : 

et 
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Pouvons-nous composèr deux opémtcurs définis à partir de la soustraction? 

q 

x-p ~(x-p.......,  

Cette loi n'est pas associative. Mais l'expression (x­PH s'écrit, lorsqu'eUe 
a une signification~ sous la forme 

Le composé de deux opémteurs définis à partir de la soustraction sera bien un 
opémteur défini lui aussi à partir de la soustraction. Seulement, pour l'obtenir il 
faudra faire appel à l'addition des deu" naturels utilisés comme opémteurs. 

+ 
C'est pourquoi nous utiliserons la notion« d'opémteur-retour» : si 3 applique E 

dans E, 3 indique la fonction réciproque de cette application. Nous avons vu, 
mppelons-le, que eette relation n'est pas une application. 

3 

~ .... -,  
Ce qui nous permettra de  passer de la composition connue 

+ 
3+2 

~ 
3 2 

......­ ~.-- -::). 

à la composition (cf. note 2). 

~..;. 
3 

Nole  2. 
le Examinons la compositiOQ  du haut. Elle se note: : 

++~ 
203_3+2 

Dans rensemble des opérateurs : 
+ ++ +

( 0, l, 2,  3, ..' } 

nous avons introduit une loi de composition .in~erne que nous ne notons pas à récole primaire.. 
n serait dangereux de la noter lt + »car nous aurions l1iruJi ua troisième sens de ce signe. Le ~er 
est opératoire dans N. le socond est pœdicatoire dans un symbole qui désigne une application 
et le troisième serait opératoire dans un autre ensemble, celui des applications. 

(SIlHe bas de page 54). 
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00 voit ici l'intérêt d'une plaœ distincte pour les signes opératoires et pnldica­
loires. Sinon com.ment écrire -, -2 

n y avait d'ailleurs déjà difficulté pour l'opérateur additif. Écrirons-nous la 
çomposition 

+3 +2 

- ::> 
sous forme d'une addition? Nous risquons d'avoir tfois signes +. Quels seraient 
leurs seos respectifs? 

La même étude peut être reprise pour la composition des operateurs delinis 
à partir de la division dans lN. 

A_ 
,x 

-!Jo...-- ­3 

Suite  de  la notq 2. 
2n L'opérateur~retoul' n'est pas une application, mais une relation fonctionneH~ de N vers N. 

Si nous adoptons pour le mot opérateUt" le sens plu,'i large de relation fonctionnelle. nous procédons 
à une extension de l'ensemble des oD4:rateu.n qu! devient : 

-~-;:ç+++ 

{ ... , 3, 2, 1,0, J. 2. 3, ... } 

30 La composition du ba.. s'écrit : 

3 Cl 2=3+2 

Elle compo!oe deux des opérateurs ainsî introduits. 
Mais nous aurons Il composer un opê"rateur d'un type avec un opérateur de l'autre type. 

Prenons par exemple la compositi.on : 
i­
l----; 

EUe se note 

+S 0 , 

n n'est pas question dé récrire sous la forme 

Autrement dit~ nous ne pouvons étudier systématiquement cette loi de  composition Ü1ternD 
dans l'ensemble des opérateurs détint prêœdemment. Nous écrirons la composition précédente 
seulement sous la forme : 

2 
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no... obtiendrons (cf. note 3). 
x 

Note.  3. 
ID Nous avjons un enseD1ble d'opérateurs « multiplicatifs» :  

x x x  
{ 1. 2. J.... ) 

La composition du haut introduit une loi de composition dans cet ensemble que nous ne 
notons pas pour les mêmes raisons que celles que nous avons exposées à. propos des. U opêrateuts 
additifS )J. 

L'ïntroouction des opérateurs-retour entratne uné e}t.tension de l'ensemble p.recédent. Nous 
obtenons : 

I/I.<.xx
{ '''\ 3. 2, 1, 1, 2. 3, ,., } 

La composition du bas s'écrit : 

Nous aurons ici encore à composer un opérateur d"un type avec un operateur d'un autre type. 
Prenons par exemple la composition : 

x / 
-4. ~ 

Les commentaires nous invitent à noter le composé : 

î- 3 

, 
Il est peut-être flcbeWL d'appeler« fraction» cette relation fonctionnelle de N vers N. L'essen-

tiel est de bien voir que nous avons créé un nouvel être matMmatique qui n'est pas un « oombre  »)~
mais qui nous faÎt procéder il une nouvelle extension de J'ensemble dei« opérateurs multiplicatifs ». 

Nous­ obtenons  maintenant  : 

!l.l.l ... Lt~ .... f.  ~. i....1,  ~ ........!  
x x 
1  3 

Bien  entendu,  nous devons placer :i' '4  par exemple,  dans cet ensemble de relations Jonction-

neUes,  tandis que 0,5,0,75 sont des nombres décimaux  d6dnis  à  partir des naturels, 
x 

On  ne  pourra donc  comparer  la relation  fonctîonnelle  ~ au  décimal 0,5 obtenu à  partir du 

naturel,  5  par un  changement  d'unÎté. 
Tont au plus  pourra-t-on~ peut­tm'e,  par une nouvelle extension de l'ensemble des opérateurs.

montrer  J'équivalence  de 
x  x1 

et  o,sî 
(Suite  de  la  note ba3  de J1dP 56)~ 
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n n'en reste pas moins que, sur celle figure, comme sur la préœdente, nous 
avons en haut des compositions d'applications, en bas des compositions de fonctions 
puisque les opérateurs du bas n'opèrent pas. sur tous les éléments de l'ensemble. 
a: qui n'échappe pas aux éléves puisque des fillettes qui avalent mis des « oreilles " 
au scbéma 

x 
3 

......----; 
'lE' -

3 
sous  la  forme 

x / 
1 cu J 

x /c ~ 

, 

0JouI  ~ 

3 

nous ont fait  remarquer que tous les  nombres « cin:ulent » den. l'oretlle de gauche 
tandis que celle de droite ne laisse «passer» que les multiples de trois. 

En fait,  si les opérateurs additifs et multiplicatifs  opèrent sur tous  les éléments 
de lN, c'est paree que nous utilisons cet ensemble. Or, comme nous le verrons, nous 
avons intérêt,  à l'École Primaire, à opérer daus de. ènsembles finis.  Mais l'addition 
et la multiplication ne sont pas de VIIIies  lois internes dans un eosemble fini  de natu-
rels, aucune partie finie  de lN n'étant stable pour ces lois. 

Si  bien  que  toutes  nos  compositiollll  d'opératelml  sont  des  compositîOIlll  de 
fonctions. 

Su.ilft dè 10 note 3, 
2°  l..e$  comment8lm nôU& proposent  la  çornpos.ition  dc8  « opérat~ons ».  Ain.s.i 

le  composé 
x x 
2  5 

3  " ...-......:.._~,}, x ----:!"~ 
10 

On  peut  fort  bien  _  ,  
x X  
10  hl 
u 3X4 

Mais  écrire.  comme. il est  indiqué  :  
10  2  5  
i2""'lx 4 

ne:  peut qu'engendrw let plus  graves  confusions  ! 

•  parce que  les opâateurs fractions ne sont pM krits avec lcl.U'i aymboles d.ist.inctits; 
•  et surtOut pan::e  quo oette  fois..a  nous  introd1li.oons  un. troisitme sens du symbole«  X  ", 

un  sens  opênUoire  datts  l'ensemble  dt$  opérateurs.  
La seule notation  convenable  

x  x  x 
10  2  5
îl"",)o4 

ne p8llI!t  pas  Ûldispensab1e à  l'école  primainl. 
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Ainsi awc l'ensemble E = {O, 1,2, 3, 4, S, 6, 7, S} nous aurons 

+ 
~ 

3 
~ 2--~_______ ~ ______ 

-+­
3+2 

et 

E Il E 

Il n'est pas sans intéret de faire de telles compositions COIlllIU! aussi de comparer 
les compositions 

+ 
2 ,. + 

3 ,. 
et 

- +
3 

)0 
+ 
2 

)0 

Si nous voulions résumer ce dévcloppement, nous dirio!lll qu'on ne peut parler 
d'un opérateur sans savoir sur qoelomsemble il opère, qoe souvent il n'opère pas sur 
tous les éJémenIll de romsemble car il n'est que J'indicatif d'une relation fonctionnelle 
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b*a  """"'­­'c*(b*a) 

de cet ensemble ven; lui-même, et que l'essentiel est de séparer les ensembles d'opera-
teurs des ensembles  numériques sur  lesquel. ils opèrent,  en  marquant  nettement  la 
différence de nature entre une relation Con<:tionnelle de lN ven; lN et un élément de lN. 

Ou encore, pour être plus complet, et de façon  plus abstraite  :  
Soit un ensemble E muni d'une loi de composition interne notée  *  

lIoeE  IIbeE  l:>*oeE  

Ou peut Mfinir une loi de composition externe sur E en prenant pour ensemble 
d'opérateurs fi l'ensemble E lui­même. Notons cette 10i« . »et selon l'usage courant 
écrivons  l'opérateur en  avant  de l'élément  sur lequel  il {( agit  ». 

Elre  est  définie  par 
I:>.a~b*o 

dans le premier membre: bef.l, dans le second  : beE, dans les <leu, membres  : aEE. 
Disons,  de façon  imagée,  que l'opérateur  1:>  agit sur  l'élément  a de  E pour  le 

lransConner  en  1:> *0, élément  de  B. 
C'est ce que nous représentons par le dessin 

. b 
~-;""--!"'!I> ... 
~ 

Faisons agir l'opérateur c sur le composé  précédent 

o.(b.a)  0.(1:>*0)  = c*(b*o) 

Si  la  loi  * est  associative,  nous pouvons écrire: 

o.(b.a) =(0*1:»*0 
ou  encore 

Faire agir l'opérateur c sur le résultat de l'action de l'opérateur b sur l'élément a 
c'est faire agir un nouvel opérateur 0  *1:> sur l'élément a.  Nous avons ainsi transporté 
la loi de composition  interne  * de l'ensemble E  à  l'ensemble des opérateurs  Q égal 
à  E,  définissant  par là une loi de composition  interne des  opérateurs. 

Ce que nous représentons par le dessin  : 

, 

,.b 

ou c*l:>*a (loi associative). 
Mais il importe de bien distinguer les  trois lois  rencontrées successivement aux 

trois  niveaux  du travail. 

1)  Loi de composition interne  * dans E. Ce sera souvent la loi + ou la loi  X 
dans  lN. 

2)  Loi de composition externe qui n'est pas notée par un signe mais représeotée 
par une  lIéch.  attachée  il chaque  opérateur. 
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3) Loi de composition interne dans Cl, si la loi * est associative. Cette loi 
nouvelle est alors la loi *, mais eUe est devenue loi de composition des opérateurs. 

Ce n'est qu'avec œtte nette distinction qu"'on évitera la confusiont combien 
dommageable au moment de la formation des premières notions, de ces trois lois 
par l'emploi abusif d'un même signe pour les désigner. 

Et risquons la redite pour conclure qu'il vaut mieux aller lentement d'une étape 
à la suivante et savoir attendre que vouloir les aborder toutes sans posséder les 
moyens de le faire avec justesse. 

Ill. Opérer sur des ensembles finis 

Nous venons de voir qu'on ne peut utiliser un opérateur sans savoir dans quel 
ensemble il opére. S'il a été défini à partir d'une loi de composition interne, il applique 
cet ensemble dans lui·même. Si c'est à partir d'une loi non partout définie, il établit 
une relation fonctionnelle de cet ensemble vers lui·même. 

Une question se pose alors: à l'École Primaire, on n'utilise que des ensembles 
finis. Les opérateurs numèriques qui figurent Je plus souvent dans les publications, 
c'est·à-dire ceux qui sont tirés de l'addition et de la multiplication, semblent opérer 
dans IN, ensemble infini. A vrai dire, l'ensemble en question n'est jamais nettement 
précisé. Doit-on laisser un certain Dou dans la pensée en n'explicitant que les éléments 
deIN dont on a besoin ou faut·il donner clairement l'ensemble sur lequel on travaille, 
ce qui conduira à n'utiliser que des ensembles finis? 

Nous avons été amenées, après avoir longuement suivi la première attitude, à 
modifier notre façon de procéder et à adopter la seconde. Pourquoi? 

D'abord pour éviter, ainsi que nous l'avons exposé dans l'étude préoédente, 
certaines erreurs grossières sur la composition des opérateurs. Avec un ensemble 
fini nous pouvons relier les éléments de l'ensemble à leur image donnée par le premier 
opérateur, nous pouvons les relier à leur image donnée par le second opérateur el voir 
alors ceux qui ont une image finale, c~est ..à-<lire une « image d'image » et définir 
ainsi, s'il existe, le composé des opérateurs, en nous rendant compte des difficultés 
de son {{ alimentation :». 

Ensuite parce qu'il nous parait que ce sont ces difficultés mêmes, par les queslions 
quteHes provoquent dans les esprits, qui sont une bonne voie d~accès pour les enfants 
à la notion d'ensemble infini, du moins pour IN. 

Montrons·le sur deux exemples. 

1. Exemple qui peut être utilisé avant l'étude de l'addition. 

Soit l'ensemble  
E = {G, l, 2, 3, 4, S, 6, 7}  

et la loi de composition interne dans cet ensemble, nolée *, définie par : le composé 
de deux nombres diffèrents est le plus grand des deux, le composé de deux nombres 
égaux leur esl égal. 
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4*1 =4 
2*6 =6 

3*3 = 3 

Prenons suœessivement les nombres « 2 » et «4 » comme opérateurs et utilisons 
la représentation sagittale. 

* •42
E E E 
~ ~ 

0 Q 0 

2 2 2 
3 3 3 
4 , , 

4 4 

Nous voyons que l'opérateur «4 » a!'l'lique le p!WIÙer ensemble dans le troisil:me 
puisque les nombres 0, l, 2, 3, 4 ont l'our image Je nombre 4 tandis que j a pour 
image 5, 6 a pour image 6, 7 Il pour image 7. 

Nous  pouvons  écrire  ; 

- Ce schéma a ~ étabfi pour l'ensemble E. Serait-il encore exact pour l'en­
semble des 9 premiers entiers naturels? des 10? etc. TI est facile de le voir. 

- Que se passe-t-il si nous chaogeous l'ordre des opérateurs? 
Nous recommençons et nous obtenons 

•
4 

~ . , -
- En serait-il de mI:me avec deux autres opérateurs 1 Autrement dit, la loi de 

composition des opérateurs ..t-elle commutative? 
L'examen d'un ou deux cas montre rapidement qu'il en est bien ainsi et pourquoi. 
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- Le scbema peut encore s'écrire ; 

• 
2 >-

puisque 2 *4 = 4, 
En serait-il de même avec deux autres opérateurs? Autrement dit, le composé 

de deux opérateurs est-il le composé donné par la loi * dans E? 
Là encore l~ex.amen d'un ou deux cas montre rapidement pourquoi il en est ainsi 
Mais la réponse à toutes ces questions sera tout autrement rapide et vigoureu-

sement  dominée  si  les  enfants,  comme  DOUS  l'avons  expliqué  pnéeédemment,  sont 
lo~ement familiarisés  avec  les  notions  d'associativité  et  de commutativité  d'une 
loi  avant  d'aborder  la  composition  des  opérateurs. 

n. Exemple  faisant  intervenir  l'addition  des  entiers  naturels. 

Soit  l'ensemble  
E = {O,  1)  2, 3, 4, 5, 6, 1}  

et l'addition comme loi de composition. Nous savon. qu'eUe n'est pa. partout définie. 
Preoon.  le  nombre  « 2  » comme  opérateur  et  utilisons  encore  la  représentation 
sagittale. 

E 

2 

3 

• 
5 

+ 
2 

---"--~-'I-
E 

2 

3 

4 

5 

Les élèves  du  C.P.  remarquent  d'elles­mêmes  :  aucune  Jléche  n'arrive sur le  0 
el sur le 1 «ils sont trop petits », aucnne ftéehe  ne part du 6 ni du 7 {{  ils SOnt trop 
grands  ». 

Pour  les  premiers,  il semble  bien  que nous  n'y  pouvons  rien;  mais  pour  les 
seconds, les  idées jaillissent  : « il n'y li qu'à mettre 8, 9 dans l'ensemble E  ». Ce qni 
est fait mais laisse la question inchangée, puisque s'ils donnent bien des Îma/PlS à 6 et 7 
les voilà eux­mêmes" trop grands » pour avoir des images. On essaie encore d'intro-
duire 10 et 11 et on retrouve la même situation si bien que les petites filles concluent: 
« On fi'y  arrivera jamais, même si on met tous les nombres  qu10n ne connaît pas ».. 
et que  l'une  d'elles ne  voit  qu'une  issue pour tout  arranger,  celle  de prendre  « 0  » 
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pour opérateur car « autrement les flèches pencheront toujours », c'est-à-dire qu'il y 
aura à la fois des nombres qui ne seront pas des images et d'autres qui n'auront pas 
d'images~ + 

La difficulté que nous rencontrons pour « alimenter» l'opérateur _ 2 ~ 

4orsqu'il opère sur un ensemble  fini  d'entiers naturels nous montre  bîen qu'elle reste 
la même pour un ensemble ayant un grand nombre d'éléments. IN  ne sera pas un 
ensemble  de  « beauCOUP»  de  nombres  « d'un  million» de  nombres. 

Nous pouvons, à. partir de cet exemple, composer des opérateurs. C'est ce qui a 
été fait dans l'étude pnScédente. Nous pouvons aussi multiplier les exemples en pre-
nant des opérateurs tirés de lois non associatives dans E afin d'étudier des cas où la 
composition de deux opérateurs ne peut être définie. Ainsi, la loi suivante : le composé 
de deux naturels est la somme si eUe  n'a qu'un chiffre,  le chiffre des dizaines  si eUe 
enadeux. 

Nous  pouvons  encore  constater  qu'il  existe  des  opérateurs  n'admettant  pas 
d'opérateur­retour.  C'est  le cas de l'exemple  1 de  cette étude: 

E E 

--
•
2 

~ 

l 

3  

4  

5 

• 
OU" l'application  de  E dans E définie par  ~ n'est pas injective.  La relation 

réciproque  n'est  pas fonctionnelle.  Et nous  savons  que  le  composé  de  l'opérateur 
avec un élément de E, s'il est défini, est unique. 

L'intérêt d'opérer sur des ensembles  finis  réside, nous espéroos ravoir montré, 
dans la qualité du travail mathématique obtenu, quelle que soit son ampleur, Suivre 
œtte voie  permet  de  rencontrer  de  bonnes  questions,  de  vraies  questions  et  d'y 
répondre avec justesse dans le cas précis étudié. Ce o'est pas rétrécir l'horizon mathé-
matique des élèves, c'est l'élargir considérablement en diversifiant leur pensée tout en 
l'affermissant. 

Journées  de  fAP,M,E.P.  J
(fouloose 20­1.3 mai ml)l.:Consultez les trois feuillets de couleur encartés dans ce  bulletin. 
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