Apprentissage de la déducrion
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Un regard un pen rapide sur le renouvean actuel de "enseignement des
mathémsatiques dany fe premier oycle pourrait laisser croire que non senlement
les méthodes ef les contenus, mais encore les objectifs de cet enseignement
n’ont plus godre de points communsg avec ceux d'autrefois. Certes, il ne faut
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pos minimiser les « révisions déchirantes » qui ont d& ot qui doivent encore
étre faites, mais il serait abusivement simpliste de prétendre par exemple que
Papprentissage de la déduction est tombé en désuétude! 11 est vrai que les
clichés sur « la géométrie, école privilégite de la déduction » ou sur « ka classe
de Quatridme, Sz du déductif » sont passés de maode, mais Péducation du
saisonnement n'en demeure pas moins ene des préoccupations de l’euscigna'
ment modernisé de la mathématique.

Le présent article se propose, sams indication précise de niveau ou de
classe, de montrer comment une préparation logigue e one préparation
psychologigue étroitement méiées peyvent contribuer 3 former chez le jeune
éldve le podt de In déduction et fe sens de la rigueur; pour des raisons de
commadité nous utiliserons ure ceriaine progression éclainée 3 chague étape
d’exercices pratigués en 1969-70 dans une classe du premier cyele : co découpage
un peu artificiel est & interpréter avec beaucoup de souplesse.

« Indépendamment de tout enseignement mathématique, Venfant minwe
tris jeune est capable dune certaine déduction lorsqu’il se trouve, A Poccasion
d'un jeu par exemple, amené A opérer un cheix ol imagingr une stratégie;
mals habituellement il n’en prend pas conscience ¢ar il est uniguenent motivé
par l¢ résultat & atteindre et ses « raisonmements » plus ou moins explicités
e lui apparaissent pas comme une aide dans ga recherche,

Certains « casse-téte » sont, assez précieux i o¢ sujet, ¢ax pour fes résoudre,
la sgule intuition est insuffisante, ce qui conduit Fenfant & procéder par &limi-
nation; il le fait souvent de fagon tods « locale » et désordonndes: i est alors
opporten de lui faire découvrir les avantuges de Ix réfexion.

7

On trouve par exemple dans le commerce, des boltes constitudes de
sept plaguettes représentées ci-dessus, A Paide desquelies it est demandé de
reconstituer certaines figures comme fes suivantes
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Immédiatement, des incompatibilitds, des impasses spparaissent; Ie
joveur en déduit gue scules certaines positions sont possibles et de proche en
proche il obtient la solution ou les selutions,

s genre d'activitds encourage 1'étude méthodique eof réfléchie; ce ne
sont pas encore des mathématiques, mais i n'est pas mauvsis que Penfant
soit passé par ce stade pour apquéric le golit de ka recherche raisonnée,

DP’un niveau plus élevé, la pratique du jen de dames ou cefls du jeu
d'échecs est dans cetie optique trés recommandable, mais elle n'a pas poar
tous J¢ méme attrait.

= Sans vouloir tuer Dintuition il est néoessairs d’apprendre aux jeumss
£leves & se méfier de Pévidenee, A oot effet, de nombreux paradoxes pourront
épisodiquement leur éfre présentds; ils consfitueront une mofivation supplé-
mentaire au raisonnement; citons, parmi bien d'aatres, Mexemple swivant :
une bouteille et son bouchon cofitent ensemble 11 F, Ia bouteille cofite 10 F
 de plus que le bouchon, combien codte la bouteille? (réponse irréfifchie :
10 F; réponse exacte & laguelie permet d’aboutir un petif raisonnement :
10 F 5 centimes).

« Dang le méme ordre d'idde, on peut remarquer gne Penfant se satisfait
sonvent de quelques vérifications petr Stublir une Jol générale; des oxercices
de mise et garde seront d’un grand profit.

Exemple ; soit fAn) ~ ¥ —n - 41

Calculer £(0), A1), AD, A3}, /M), ete.

Les nombres obtenus sont-ils premicrs?

On trouve : i =41, A1) =41, A2 =43, A3 =47, J{#) ==53,

Tous ces nombres sont premiers et la propriété « marche » jusqu'a 40
compris; pourtant il est immédiat de vérifier gue f(41) n'est pas premier.

A oe propos it faut veiller & ne pas donner aux éidves impression que
pour ceriaines questions, comine par exemsple associativité & une opération,
on se contente de quelques contrdles avant d'affirmer une rigle dans toute
sa généralité; il est important de préeiser que Ies sondages ne sont faits que
pour faire découvrir la propriété ou pour donner bon espoir quant b sa vahidité,
ils ne dispensent pas, soit d'nne preuve par exhaustivité dans Je cas fini (pas
trop grand!}, soit d’une démonstration & I"aide de variables. Si on est obligé
d’admettre la propriété parce que e niveau de la classe ne permet pas d’en
&ablir la preuve il faudra le dire expressément; si enfin 1a « propriété » est
en fait choisie comme un axieme de la structore &tudide, fe cas est totalement
différent puisqu’il n’est pas guestion de coutrdles & Pintérieur de la stractwre
elle-méme, mais ¢’expériences portant sur le domaine concret 2 mathématiser,
elles ront aveun caractire de preuves. Cest bien 14 que réside la plus grande
difficulté des présentations aziomatiques de la géométrie, ciar malgré les
précautions oratoires qui pourront étre prises il m'est pas sir quo les élives
saisissent la difrence entre les Yois de la géométrie physique constatées expéri-
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mentalement et les sxiomes choisis dans Ja théorie pour mathématiser fa
situation {choisis non parce qu'ils ont €té prouvéds, mais paree qu'ils consti-
tuent une description assez adéguate du support concret).

» La Inssiinde oa Pesmat que peut procurer Iz démonstration par exhaus-
tivité d'une propriété dans um cas fini méme peu flevé foumit Voccasion de
rechercher ome preuve plas économique of Slégante.

Prenions par exemple le cas de Passociativité de 1'addition ou de la mul-
tiplication daps les entiers moduio 3 ou modulo 4; Vépuisement de tous les
cas nécpssiterait le contrdle de 27 ou 64 égalitds, alors que la démonstration
classique ou ume préfiguration méme approximative de celleci apportera
un soulagement indéniable et I'impression de disposer d"un outil trés fort.

+ Avant tout exemple de démarche axiomatique des excrcices prépara-
toires seront wtilement proposés, pour lesquels Pwilisation systématigre de
cexialaes rigles permet une étude rapide ¢ complite.

Exemple : soit E == {4, b, ¢} un cosemble de trois éléments; soient x et ¥
les deux bijections de E représentées ci-conire ¢t soif 7 ks bijection identique
de E; construire la table de composition des six bijections : 4, x, y, xo ¥,

PRI, X0 ¥e X,
‘ @y

La construction des 36 diagrammes sagittaux n'est pas de tout nécessaire;
In sitoation est complétement décrite par exerple par les régles suivantes :

- 'opération est associative (propriété démontrée aut&wuram&nt d'sne
fagon générale),

- Télément 7 est neutre,

- Xo X == yay==]

— XopeXxmmpeXa¥.

Les enfants ne découvriront pas immédiatement le réscitat tel qu'il
vient d’étre énoncd, mais i est poseible de les amener & uviiliser an moins
particliement ces régles pour la construction de Ia table; on peut ensuite Tevenir
sur Pexercice ou sur mn cas isomorphe,

» Un polné de vue plos abstrait consiste & ¢'imposer les quatre r'egles
ci-dessus pour Pénsemble @ {i; x; y; xey; yox; xo yo x} muni d'un
Joi notée o, soit & partir d*une situation ui en donne Pidde, soit an contrmre
avant d’en; chercher une interprétation. .

Détaillons dane cet esprit un avtre exercice (qui dailleurs conduit au
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méme groupe S,) : soit G un ensemble de six &léments ¢ une opérauonodans
G; on suppose que ;

— Vopération est associative,

— l'élément { de G est neutrs,

- les éléments g et b de G virifient :

awmgwg =i babw=i, bBea=uawasbh

— les trois autres éléments de G peuvent s"écrire respectivement :
asa, ash, baa,

Construire In table de Popération = dams .

Léy rdgles sont aisées & appliquer et les enfants se pigoent au jew; par
exemple, pour « calculer » le composé de b par a = @ ou celui de b » g par g,
on éorira, en fenant constamment compte de Passociativitd :

brasrg=—aegebag
=gegrgrged
=isand
= qwd

Ii, contrasrement au cas de {a glométrie, le caractére axiomstigue apparait
settement, ce qui n'empéche pas que les intorprétations concrdtes de cette
strucinore soient multiples, citons par ¢xemple la suivantc .

Line « mouche sevante » s¢ déplace d"un sommet & un auire sur le prisme
ci-dessous, en suivant les instructions gui iui sont données :

Insiruction a: quel que soit Je sommet ol elle se trouve, la mouche doit
se dépacler horizontalement en décrivant une seule ardic dans le sens de Ia
fléche.

Instruction b: la mouche doit changer do nivean en décrivant une aréte
verticale,

Pour aller d’un point & wn autre, plusisurs sujies dinstructions sont
possiblea, on peut chercher les plus simples puis constater que la suite de
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deux instructions simples peut souvent clieméme dixe simplifide, Finalement
les instruetions réduites sont as nombre de six o leur « succession » est dderite
comme dans le groupe précident par des rdgkes qui permettent de construire
Ja table de Pythagore, de résoudre des « équations », de « simplifier o des
instructions, ete,

Y& passage sifuation concréte-mathématisation ot le passage dans Pautre
sens sirpeture mathématique-interpritation sont toujours possibles et souhai-
tables dans de tels exemples.

» C'est donc & apprendre & appliguer la régle du jev et 3 en donner
le goiit que tendaient les exercices précédents mais, conjointement, Vappren-
tissage de la déductivn doit comporter 'scguisition d'un certain bagage logiqee
propre 4 garantir le bign-fondé des raisonnements formulés ; insistons seniement
sur trois points :

1° ke langage et 1a pensde emsamblisten sont de précisux auxiliaires pour
cette formation logigue; soit P= {x/xeBfpix)} et Q = {x/xeEfq(x)},
rappelons le paraléiisme :

xe [:;P 1 .P(x)
xePnQ Pix) A gix)
xePUQ PEV gix)
xelPuQ 2x) = g(x)
xe (s AQ) Px) < 4ix)
P=E ¥x, p(x)

F# o 3x, p(x)

P Vx, pix) = ¢(x)
P=Q Yx, p{x} < q(x)

2* les notions de conséquence, de réciprogne, @ équivalence, sont & inculguer
dis que possible. Tl est important gue I'éldve sache faire la distinction entre
I cas ol une proposition est une conséguence d’une autre, sans qu'il v ait
réciprocité etle cas ol il y a équivalesice. On objectera que Ie discours, Pécriture,
Ia lecture, Peffectuent dans le temps « en sens unigue », mais précisément,
plus on attendra pour apprendre A raisonner par équivalence (lorsgue ¢est
possible) ples Pétape sera difficile & franchir et les rébarbatifs raisonnements
par analyse et synthdse {7) sont de ce point de voe de pidtres serviteurs. I}
est faux de dire qu'vn enfant de Cinguidme ou de Quatribme ne peut pas
faire la distinction entre les deux cas

« X -+ 2> 3 revient au méme que x> 1 »
asix-+2>3 slors x> 0 »;

de méms, il sait frés bien ¢ue A == B n’est pas synenyme de A < B,
— 4GS
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3° Pusage de propositions guantifites ¢t de lears mégations’ cat wn  aspect
important de cette formation logique; les propriétés éventucties des relations
dans uxn ensemble (réflexivité, symétrie, afc.) ou des lois de composition interne
{commautativité, associativith, ete.) sont auntant d'occasions de se familigriser
avee ces notions par 1s recherche d’exemples et de contre-exemples.

#*
* &

MNous avons essayé d’amalyser les moyens d’amener progressivement
Penfant de la déduction primitive, inconsciente, fragmentaire et inorganisée
i Ia déduction marhématique proprement dite. Une préoccupation dont nous
n’avons pas encore parié ef qui, quoique un pen en marge du sujet, est pour-
tant une des composantes non négligeable de Purt de la démonstration, est
1z mise en furme du ratsoncenent: celle-ci est nécessaire 2 Ia communication
et elie contribue en outre & clarifier la structure de fa déduction efle-méme.

Lorsque pour la premidre fois les éidves ont A prouver une propriété
dont la démonstration est un peu ramifiée, il pent dtre utile pour les guider
de keur soumetire un schéma visualisant 'orgacisation du raisonnement.

Exemple ; pour démonizer que, guels que scient les décimaux o, b, ¢, 4,
«siase e bgLd  alors, ag-tbLcetdr»

sachant déji que :
1. quels que soient les décimsux x, v, 2,
sixsy, alors, X4z y4z

2. Paddition des décimaux est commutative.

3, Ia relation < dans 'ensemble des décimaux est transitive, On demande,
de compléter I¢ schéma swivant en indiquant dang Jes cases rondes le numéro

de la propriété utilisée :

sec b d

L
¥ boc € #ay
]

2T B A Y co bk & Fod
1 )
Y
e d 4 €4

N 7 A
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Cependant, il faudra 16t ou tard que I'éléve sache de lui-méme, exposer
clairement les tenants et les aboutissunts d’un probléme mathémutique.

Utitisera-t-il alors les symboles logiques des comnecteurs ot des guantis
ficatcurs dans sa rédection? Pen mmporis, pourva que, 5'il s'en sert, il le fasse
A bon escient et que, $'1 ne ¢'on sert pas, s& pensée soit juste ot Hmpide,

Dans ees conditions, Penseignement des mathématiques aura atteint un
de ses buts : contribuer cfficacement & édncation du jeune citoyen en hui
apprenant A formuler des jugements réfléchis, rigoureux et compréhensibles.



	Les problèmes de fond
	En amrge de l'apprentissage de la déduction


