Bulletin de 'TAPMEP n°277 - Janv/Fevrier 1971

Théorie de Galois

texte rédigé par MM. Avrzivcag el GUILLOTIN
d'aprés trobs exposés de P. GABRIEL devant Iz régionale de Strasbourg

A, Extension de corps.

L. Extension de corps.

Pour simplifier, nons appslons corps toute partic K de Pensemble € des
nombres complexes telle qu'on ait
i) K= @ {ensemble des pombres rationnels).
i} Si {x, ek, alors x4y et x.y appartiennent & K.
i) 81 xeK ot x+£0, alors x~ %K.

Si K et I sont deux tels corps et si Ke L, on dit que K est un sous-corps
de L, ou que L est une extension de K. On note comme d’habitude R l'en-
semble des nombres réels @ ¢'ast un sous-corps de € ef une extension de @.

Auires exemples,

D) K= &2 = {a+6V2 | (s, B £%).

2) Soient x,, ..., x, des nombres complexes ¢t K un corps. L'ensernble
Plxyy ooy Xn)
Qixy, ..., x}
polyndmes de n varables 4 coeflicients daus K tels que Qfxy, ..., x) # 0
forment 1me extension de K qu'on note K{v,, ..., x,) et qu’on git engendrée
Par 3, ey Xy

des nombres complexes de fa forme , Ot P ¢t Q parcourent les

Définition,

i le corps L est une extension du corps K (R eL < &), on dit qu'une sulte
L, .., 1, dans L est une base de L sur K & tomt Tl s'8erit, d"une manidre ef
d'une seule, sous la forme:
l = ah+...+a.dy avec acK et del.

L est un espace vectoriel sur K de dimension finie 5. On nate n = {t ; Kl

— 0%
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Exemple. — Rc € base {1,i}; @< @(/2) base {1,¥2}.
Remarque, — 81 [L:K] =1 alors L = K,

Proposition,

L dtanr une extension dz dimension finte de X ot M une extension de dimen-
sion fine de L, glors M est une exiension de dimension finie de X ef Pon a:
M :K]={M:L}x[L :X]

base de M sur L @ {my, ..., m,},
base de L sur X @ {hy, ..., &.}-
On se propose dg montrer que les L, constituent wne base de M sur K.
Soit meM
m o= gyt e, aeEl
Or ay == gy b gty a;6K
i 4 e

=1
La décomposition est unique. Soit m — 1‘: ay iy = 2 L

L unicité du développement d’un élémacnt de L sur K et d'un élément
de M sur L entraine Efla;” = T by, pais ay = by
]

Remarque :
[N 1K} =L : K},

8 (et alers (IN:Ll=l et H=1L
KcLlaeN

IN. Nombre algélwigue.

Diéfinition.

Soft Kol of xe€. On dit que x est algébrique sur K 5/ existe un
polynime F pon identiquement sul, a coefficients duns K, admettant x pour
racine:

P = X", X" ... 0, ek

Plx) = 0

(Les polyndmes P, , M comsidérés dans 1a suite seront unitaires, c'est-
a-dire tel que le terme de plus haus degré ait un coefficient égal A 1), Soient
P et Q deux tels polynSmes de degré minimum, P—Q est un polynbme i
coefficients dens K, s"annulant pour x et de degré inférieur A celuide Petde Q.
Les deux polyndmes P et Q sont donc identiques d'oil,

P -
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Définition.

On appelle polynbise minimal de x sur K le pelyndme unitaire, d coefficients
dans K., admettant x powr racine ¢t de degré minimuni.

Caractérisation du polyndme minimal.

Les proposifions suivantes somt dguivalentes:
a) M est le pelyndme minimal de x sur K
b) M esi un polynime iredductible sur K, admettont x pour racine,

DS Mix) =0 ¢t M=~ R.S, aloss M n’est pas minimal, car
M(x) = 0 = R(x).8(x).
Un des polyndmes R ou § s’annule pour x et est de degré inférigur 4 M. Donc
M n'sst pas minimal et 7= 5,

2) 8i Mdx) == 0 et si M n’est pas minimal, alors M n'est pas irréductible,
Soit en effet N le polyndme minimal de x sur X; par divisien de M, on a :
M= NLAFR  M{x) = N(x). A(x)}HR()

Mx)—=0, M) =0, donc Bx)= 0
R est un polyndme & cocfficients dang ¥, nul pour x et de degré inférienr
& eclui du polynéme minimal N, done R=20 el M = N_A. Done : b o
Remargue !
1} 8i P(x) = ¢, P est divisible par le polyndme minimal de x sur K,
2) Un polyndme irréductible sur K est minimal pour chacune de ses

racines.
1L Calenl de la dimession sar K d'ape extension X(x).
Théoréme,

St 1 est le degré du polynéme minimal de x swr K, Pextensipr K{x} admet
pour base sur K les nombres 1, x, ..., ™3,

On se proposz de montrer que tout zeK(x) est une combinaisen linéaiee
unique des ééments de la base :

z = getaxt .. g3 acK
Unicité de la combinaison lindaire :
2 dgebe 8, X = A(X) == Byb- By T = BX)

{@5—Dbo)+ .. +{@ar—bpn)5* 1 = O

Aol

R, b J—
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L2 polyndme A—B A coefficients dans K, de degré n—1, admet x pour
racing, Or lo degré du polyn&me minimal est #, dong A = B,

Exizstence d'une combingion lindaire.

Un élément z de K{x} est de la forme ;‘({ )) ol A et B sont des polyndmes
a coeflicients dans K. On se propose de montrer gque z est un &lément de K',
si 'on pose K' = {@y+...4dp.x*" 1] aeK}.

1} 8i z = A(x), alors zeK',

Soit M le poiynéme minimal de x.

Bi d°A <n évident.

Si d®Ax=n. On effectue la division A = MC4R, J'R<n; ol
Alx) = M().Cix)}-+Rix). Or M{x) = 0., Par suite A(x) = R{xX¥K’.

2) 8i (a, HEK', alors a.be(K'P.

30it a == Alx), b = B(x)}, dA < pl, dB<n—1.
a.b = ACOB(x} = (A .B)}x).

aprés le 1), (A.B)x)X'.

3) 5 K, alory a K’ (g »0)
K’ est un sous-espace vectoriel de € sur K de dimension ». On considére
I'endomorphisme 1, de K’ el que,
Ja i K =K?
brab

Jfa est un endomorphisme injectif d’wn espace vectoriel de dimension
finie, donc {f est bijectif,

Le nombre 1 est atteint ef il existe & tel que a.b = 1; Pinverse de o appar-
tient & X',

4 8 7 == g(( )) € K(x}, alors zeK’, car z = A{x}. (

Papris 3, B{ )e X'

Diapris 2, Alx). ( )e K, donc K(x) =X’

B(x))

1V, Exemples.

1) 8i un polyndme M du 2¢ degré A coefficients dans K. n’a pas de racines
dans K, M est le polyndme minimal de chacune des raeines x', x”.

M= X2+ Xt (b, ek, M(x) == 0, xeC, x¢K
e OB e
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En effet, si M n'est pas le polyndme minimal de x, il existe un polyndme P
de degré I qui annule x

P X—q, aeK Px)=x—a=0;, or x¢K et geK

ce qui donne une contradiction.
La dimension de K{x') sur K est 2; la base est {1, x}.

K{x} = {a-+bxla, beX}

2) Siun polyndme M du 3* Jegré & coefficients dans X a'a pas de racines
dans X, M est le polyndme minimal de chacune des racines x', x”, x™.

M = X34-6X5eX 4Hd (&, 0, )EK*, - M(xX') =0 xel x'¢K.

Si M n'est pas le polynbme minimal, M est un produit de deux polyndmes
R, § & coefficients dans K de degrés strictement inféricurs 4 3, M = R.5.

R=X—o §=Xi4pX+y M = (X—xWH—x"WX—x"}

R est un des Facteurs; o est égale 4 Pune des racines x’, »%, x7: or a=K et
x’, x", ¥ n’appartiennent pas 4 X.
La dimension de K{x’) sur K est 3 et {1, x’, x'*} est une base

Kz = {a+&zx"+cx'¥a, b, ceK}
3y Cas particuliers :
3

K= @ x = Vf%", M = X*—2, M esi un polyndme & coefficients ration-
nels, sans racines rationnelies.

3 3 LI 3
QU2 :Ql=3 B2 = {a+tf2+</4 (a, b, ) ©%

V. Application an probiime de Ia duplicstion du cabe.

Le segment de longueur unité étant donnd, on se proposs de montrer
3

gu'if est impossible de construire le segment de longueur ]ﬁ, avee la rigle
¢t le compas, sans faire de choix arbitraire.

@) On peut, 3 Ia régle ot au compas, constryire les segments de longueyrn,

;l;, % et les poinis & coordennées rationnefles. On peut également construire
%
les interscotions de droites ot de cercles faisant intorvenir des lopgueurs
rationnelles :
{x-maPit- (b = 2 {a, b, r, m—ple @*
¥y = ma-+p
—_
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Les coordonnées x, ¥, 17, ¥ des poinfs d"intersection sont donndes par "équoa-
tion aux abscisses (E)x—aP-(mn-+tp—B)t == 2 et Péquation ¥ = mn+p.
Tes nombres x, ¥, &, ¥ appartiennent A vn coips K, = @¥x) ol x est
Pune des racines de (E). 5i x est rationnel, K, = @ ; sinon K, est de dimension 2
sur @,
On peut mainienant construire les points de coordonnées £, 1y apparisnant
4 K;. Les points d'intersection de droites et de cercles utibsant des segments

de mesure appartenpant 3 K, ont des coordonndes appartenant 3 un corps K,
de dimension 2 sur X,

On peut poursuivre ceite construction
QcKLGKSI! caey CK;,C:K,.‘,I, v

&) Seit L un sous-corps de R. Dire que pour tout z2L., on peut construire,
& la régle et au compas, un segment de longueur z, ¢'est dire qu'il existe une
suite décroissante de corps

K; = L:K!_IC...:KIHKG b Q

tel gue [Keoy K]=2.
La dimension «de L sur @ est : L : @] = 2",

¢} En particulier, pour pouvoir construire un segmesnt de longaeur ;@
il devrait exister un tel corps L contenant Q{i@:}.
Alors : gc @5@);1.
[ Q1 = [k : 62 <[00 : 2]
ﬂiﬂ}*?’{ﬂaﬁ)! @} =3
Si L existait, 3 devrait diviser 2%,

B. Homomorphisme d'une extension de corps.

1. Homomerphisme de carps.

Définiti

Soient K et L. deux corps. Une application ¢ de X dans L est un homo-
marphisme si.

1) o(x+y) = o{x}+o(7)

it) o(x.y) = o{x) .oy}

i) ofl) = 1.

o est un isomorphisme, si o est upe bijection.

e est un automorphizme de X, si K = L et sl o est une bijection.

— 30 —
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Remargue. — Un homomorphisme o est tovjours injoctif,
Si xeK et x# ¢ alors x %K ot ofx.x"Y) =ofl) =1

a(x.x" ) =o{x).o{x") = 1
Done : x%0=2>0(x) %0 et {o(x)]"!=oalx"1.
e méme, ofx—y) = o{x}—a(¥).

Bf ey £ 0, ot & dong

a(x) # o(y).
Exemples.
@) K=L=@2) o@ats)=acb2 (a Hed?
BHRK=Le=g S{a-ib} = a—ib (a, Bew>.

8 xR, ofx) == x.

DéRnition.

Si k est un sous-corps de K et de 1. gui reste invariant élémeni par éément
par Fhomomorphisme o, on dit que o est un &-homomorphisme de K dans L :

Yagk, o{x)=x.

Dans Pexemple 4}, o est un JR-homomorphisme.

1. Homomorphisme d’one extension K(x) dans ¢.

On appeliz nombre conjugué £'wr aombre x algébrique sur X une racing
guelcongue v du polynime minimal M de x sur X.

On considire les extensions K(x) et K{y),
K(x) = {agt ...+ YaeK}; KO) = ot b 110K
et Papplication o, o K{x)—=XK(3):
Oyt gyx-t . X v @g Ayt L a, L

Proposition,

¢ ast un K-isomorphisme de Kx) sur X(v).

1} 6 est une bijection.

2) & est un homomorphisme.
o) =1 ofa+d =ola)+old)
ofa.b} = of@}.afb) : on a, en effet

— 3] e
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a = Alx) |
b = B(x)
a.b=(ABYx}) AB=MQ+R PRsSn—|
(A B)(x} == MCQ(x)+R{x); or M(x) =0
d'ol a.b =R
ot o(2.8) = RO) , ~
do méme o{d).ow) = AlY).BlY) = w)] d'od ofe.b) = ofa).ofb).
3 ¢ est un K-isomorphisme. of{ay) = ag.
4 alx) = y.

A et B étant des polyndmes & coefficients dans K de degré <n.

Cerollaire.

Sin est Iz degré du pelynsme minimal de x sur K, il y a n K-homomorplismes
de K(x} dans €; les images de x par ces K-homomorphismes sont fes nombres
conjuguds de x sur K,

3 Pour tout ¥ conjugué de x, il existe un K-homemorphisme gisociant
¥ & x. Le nombre des K-homomorphismes de K(x) dans € est donc supériewr
ou €gal au nombre des conjugads de x sur K.

B 8i g est un K-homomeorphisme de K{x} dans €, slors o(x} est un
nombre conjugué de x.
Seit en effct M = mpy+..+ X" le polyndme minimal de x, meK-
Mz} =0  eotrgine  o{M{x)} =0
Sl X Yy = O
o) +ofn,.. .ol 1+ . Folm) = 0
Or meK  done  o(m) = m,.

of{x) est done une racine du polyadme wminimal M.
Tout nombre 2 étant de fa forme 7 = gg+... 4 &, x" 1, o est défini par

la waleur ofx).
Le nombre des K-homomorphismes de K(x} dans € est donc au plus

fgal au nombre de conjugnds de x.

¢} Lenombre des racines du polyndme minimal M est égal au degré de M
qui n'a donc que des racines simples,

8i M admettait des tacines multiples, M et M’ auraient des ragines com-
munes ¢t le P.G.CI. de M et de M’ serait un polyndme 2 coefficients dans X
de degré supérivur ou égal 3 I. Pone le P.G.C.D. divisecait M ot M’ ne serait
pas irréductible.

On a &abli en a) et &) que le nombre des K-homomorphismes de K(x)
sur ¢ est égal au nombre des racines de M; le ¢) entraine le corollpire.
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Exemple;: K= @ x= f{:‘a M == X3-2
Vidwos comugats V3, A3 pP
1f existe dong trms @»hmwmorphxmm dans € du corp@ mmd:\é par V2
et @. A savoir UL(VZ) Vi 6,{V2) = j}r o (}2} 2z “V-

IIi. Homomorphisme d*ane extension,
Théoréme.

5i L est une extension de K, N une exiension de L, Ia dimension de N
sur K Zrant finie, alors towr K-homomorphisme de L dans @ peut étre pro-
Iongéd 4 N.

La démonstration procéde par récurrence sur la dimension de N sur L,
O Si N :L]=1, c'est évident,
@ On suppose que le théordme est veai pour

fN:Ll<r

Soit N une extension de L telle que [N:Ll=r.

11 existe un xe™N qui n’appariient pas & L. Soit M le polyndme minimal
de x sur L.

Fo transformé de M par o est désigné par M=,

M = X"+ 4wy mel
M? s Xho(fen JX* M4 Fo(g)

Les ¢oefficients de M@ appartiennent 4 ofl). On montre que M® est un
polyndme iméductible : soient M? = R.S et r = a0~%; comme o &8t injectif,
on aurgit (M7)8 = M == R#_82, donc M ne serait pas irrédactible.

M- est donc le polyndme minimal d'une de ses racines y.

On considire les corps 1(X) et (cL)p),

1) = {ayt. ..+ 0y X~ Yael}
(OLY)) = {bot.r. Humy* Hinec(l)}

— A%
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On définit Tapplication o, de L{x} dans (¢LY)) :
% RE)-{al)y)
Byt or ot g Z oo{ag) .. Hofg,_

@, est un zomorphisme de 1{x) sur (0L)) qui laisse K invariant et qui
coTncide avec o sar L.

=3
L3

A Y

I \
%

%
313 C’-‘\
TN

%
L L+
K

}t‘

) L. IN:L] 1T —
Or,m.ux)}wm<[N.L]—r.

Le K-homomorphisme o, de L(x) dans € se prolonge 3 N, fa dimension
de N sur L{x) étant inférieure & r.

Exemple:
< est un @-homormorphisme. On choisit x = § dont le polyndéme minimal
¢t M = X*4-X-+1 (irréductible dans L)

L =¥= L) |
“t

.
.
ng(a]ff}_"—_gﬁ
'}a e ¥

Kow 9

Ted Mo == M car les coefficients de M sont rationnels.
Done o 3¢ profonge & N.

w— Pase de L sur @ . .
M, == X3.-2 L:g]=13 {1,V2, 78
— Base de N sur L :

M, = X0+ X-+1 (N:Lj=2 {1/}

—
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-~ Base de N sur @ : s s ¥ ,
IN1R}=6 ia, dest-ddive : {1, V3, V4, j, 7¥2, jV8)

1 image par 1 de j sera j ou /%, On peat choisir ¢ de trois manidres ¢t ¢ de
deux manidres. 11 existe dome six @-homomorphismes de N daps €.

Covollgire 1,

&1 N est une extension de K de dimension n, il y a & K-homomorghismes
de N dons .

En effet, cela cst clair lorsque N == K, Supposons donc le corollaire
démoniré pour les extensions de dimensions «<n et soit xeN, x¢K. Si
r = [K(x} : K], nous avons vu qu’il y avait » X-homomorphismes o de K(x})
dans € soient p et T deux extensions de o &4 N (de telles extensions existent
d'aprds notre théortme) : Fapplication xo-vp~5(x) est alors un K(x)-homo-
morphisme v de N dans €, ¢t Fon 8 1 == pv. Cefte formule met en corres-
pondance biunivogue Jes prolonpgements 1 de o A N et les K{x}homomor-
phismes v de N dans €.

Par hypothése de récurrence, # ¥ a [N : K(x)] homomorphismes v. Tout o
a done [N : K(x)] prolongements; comme il ¥ a [K(x} ; K] homomorphismes e,
le coroflaire résulte de Ia formule

N KX [Kex} 1 K] == [N : K]
Corpilaive 2.

Si N ert une extension de dimension 8 sur 'K, il existe un 2lémemt X de N
el gue N == K@),

Soit {x;, ..., X} une base de N sur K. Tout élément @ de N s’éorit d’une
maniére et d'une seule :

a= 01x1+...+anx¢1 a;GK
M &tant de dimension », d'aprés le corollaire §, il existe n K-homomerphismes
deNdans € ;1 &, ..., 00
Q’;(ﬁ} = alct{xi)'}'- --“‘}‘axo'!(xs) == I“l{ah rary al)'
Les L, sont des formes linfaires 4 coefficients complexes. Les n K-homo-
morphismes Stant distincts, si 7 est différent de J, if existe an éément a de N

tel gue o{a) # a{a); donc les formes L, ot L, sont distinetes.
Le polyndme A = I {L—¥,) est un polyndme A » variables g;, & coeffi-
i

cients complexes 8t non identiquement nuk 1 existe done une suite de nombres
Uy o0y O, £ationnels {(ou appartenant 3 K tefle que :

AlQy, oren 8 % 0 48]

n 38 v
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Ea posant& = oyx;+ ...+ x,, d"aprés {1} si { est différent def, L{w,, ..., o)
est différent de Loy, ..., ) et les images de o par o, et o; sont distinetes.

1es n K-homomorphismes o; de N dans € induisent des K-homomo-
phismes de K(z)dans €. Les # images de o étant distinctes, le degré du polynéme
minimal M de a est au moins &gal & a

K(n) : K] = &M 2n

or () : K] = %;{{i—}] > n
Liinégalité précédente impose [N : Kw)] = 1, d'cd N = K(a).
Exemple.
N = 2(42.13)
= Y2-+3
Les conjugués de o sont : V243, V23, V2413, 1213
N = e/2+13).

C. Théorime fondamental de Galois.

L Extensios wormale.
Difenition.

N est une extension normale de K, si et seulement si, N est obtenu en
adioignant & X tottes les racines d'un polyndme ¥ @ coafficients dans X,
P=X+..4p K,  x,.., % systéme complet de racines,
N =Kz, ..., %)

Exemple, _
Kw=@ L= P X222
L=g@2V3 P=X—-2.(X2-3)
3
L=002,)  P=(O4+X+D).(X—2
3¢v|.
mais L = @(/2) n'est pas ume extenslon normale car
toutes les racines de X2 nappartiennent pas 4 L.
Prapositian,

Tout K-homomorphisme de N dans € laisse N globalerment Invariant
et N posséde [N : K] E-automorphismes.

o 36
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Soit ¢ : N—€ un K-homomorphisme,

1) o(P(x)) = o(xf +p,-1-00x,f " 1+...+pscar peK  ofp) =py;
a(x,) est racine de P et o(x)eN.

: _ Al . x)
D'D'ﬂc, B1 xEN, x = m, O(x)EN.

2) o est une application lindaire de I'espace vectoriel N sur K, dans €

o(x+y) = o(x)+o0)
aeK ofa.x) = a.o(x)

o est un endomorphisme injectif de 'espace vectoriel N sur K, donc o est une
bijection,

3) Il exists » K-homomorphismes de N dans &; ces K-homomorphismes
sont des K-automorphismes de N.

II. Groupe de Galois d’une extension normale.
Définition.

L'ensemble T(N|K) des K-automorphismes de W est un groupe pour la
composition des applications appelé groupe de Galois de I'extension normale N,

En effet, si g, Ae(N|K), gohel(NJK) et g~ 'e[(N[K).

Proposition.

81 N est une extension normale de K, et contient une extension L de K,
alors Ie groupe de Galois T'(N|L) est un sous-groupe de I'(N|K).

N

extencion T
nermale exteasion

L | normate

K

Un L-automorphisme ¢ de N laisse L invariant élément par élément,
donc K. ¢ st un K-automorphisme de N

T'(N|L)cT(N|K).
Remarque.

SiL=K I'(N|L) = I'(N|K)
$iL=N INL)= (NN} le groupe se réduit & lidentité.
SiLoL I'(N|L)cT(N|L)




Bulletin de TAPMEP n°277 - Janv/Fevrier 1971

I, Théordzme fondamental de 1o théorie de Galois,
Thdorime.

Soit N une extension normaie de K. L'applivation, qui associz & une exten-
slon L de X, contenue dims N le groupe de Galely Y{N{L}, est une bijection de
Pensemble de ces extensions dans Pensemble dos sous-groupes de T{NIK).

Soient e "engemble des extensions de K incluses dans N ¢t § l'ensenible
des sous-groupes de I(N{K).
Ny - e 8
L~T{NL)

Pour constraire I"application réciproque I de I'{N{.), on considére I"appli-
cation gui associe & un sous-groupe H de I(N|K) 'ensernble des éiéments
de N imvariants par H.

I:G
Hi+XH) = {neNJA(x) = n, YheH}

Pour établir que I st Papplication réciprogue de IT(N! .} on démontre gue
a) VL  KTN[L) =L

&) VH  I(NjKH) == H

a) On pose L' == I{T{N|L}) &t oo montrs L' = L.

L est invariant par un élément de TUNL), donc Lk, Un élément de
T{NIL) faisse L' invariant, donc D(N{L)=TEN|L)

card (NIL) =[N :L]  card T(N[L) = [NIL] = ir:f?:l%
Or card T(N]L)<card I'(N|L")
. IN: L
L g

Cette indgalité entraineg [L' : Ll =1, &oit L == L',

#) On pose H = I(NHH) et on montre H’ == H,
1. Le groupe H’ est formé des I{H)-automorphismes de N, Or H, par
construction de I, ksigse invariant ¥, donc H=H'.
Scient #==ecard H, #' = card H'; on a : n<n’ (1)
2. Lrextension N est engendrée par I(H) ct un élément x dont on désigne
par M le polynéme minimal sar I{H).
Noew ICHX%) "™ = card T(N{I(H)) = »'.

Soient Ay, ..., &, leg éléments de H {k, &tant ’automorphisme identique).
On désigne par F le polynome admettant pour racines ,(x).
P oo [Xhld)y ooy [X—Py(x)]  P{x) == 0 car &)= x
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en développant
P = XX (SR X2, 1) RO+~ PTTAG).

On monire que ies cocflicients de P sont des £léments de I{H).
Par exemple :
k(?h(x)) = 'f&h;{x)

Ak parcourt tous les Sléments do groupe H une fois et une seule done
HER(E) = Zhi2).

Le polyndme P s’anmule pour x, s ses coefficients appartenant & ¥H).
H est doue divisible per le polyndme minimal M de x sur I{H) (¢f. A, 1T,
remerque).

Donc : I < dP ea  w<n {3

En comparant 1} et 2) on en déduit H' = H.

D. Extension cycHiqoe.

1. Difinition.

Soit N ure extension normale de K; N est wne extension cycligue de K
i son groupe de Galois F(NIK) est cycligue.

Rappels concernant Tes groupes cycligues, Un groupe G est dit cyclique,
d'ordre n, s'il existe un élément geG tel que :

iy g =1,
#) 1 =g%g 2% ..., 2% sont des éléments distinets.

On dit que g engendre G,

Exemple. ik

G =V1={e™ |produit usuel}
G est engendré par o == 82_:5

Propriétés.

1} 8i G st cyclique, d'ordre », cf engended par 2, tout sous-groupe est
eycligue et engendré par un élément g° ol p est un diviseur de n

2) Si G est an groupe d’ordre p et si p est un nombre premier, alors (3 est
eyelique.

-39 —
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b
1L Corps des racines nos do Vosité, @ =29

K = @eMN = &nj, ¥—1 = (X—a) K. (X—u™ 1),

N est une extension normsle.,

On pose I' = IY(o)|d).

Tout &ément z de N peut s"écrire z = gt - g 0"~ 1 mais cette dévom-
position n'est pas usique car X*—1 n’est pas le polyndme minimsl de o, Le
polyndme misimal M divise X"—1,

Un éiément o de T est délerminé par ofm), qui ¢si une racine du polyndine
M. On s o{w) =, & # 0, ob & est défini medulo n. On pent done déorireo
& Taide de certains entiers k iels gue @

4k <h, (k,n} = 1.

En effet, la dernire condition est mécessaire, sinon on pose :
pm(k,ﬂ) k‘"_"pr ﬂ‘mps

wfo) annulerait le polyndme X°—1, slors que o n'annule pas ce polyndme,
Soieat ¢ ¢t + deux automorphismes déerits par & et /.

(o)) = o) = 16" = [l =a'*
r == Jk moduio a

On décrit 16 par ¢
Q<r<n

Cette description impose la définition suivants :

groupe G, = kj0<k<n, (k, 1) = 1; muitiplication modulo x}
r=kow ]l = k.f (moduls n)

Le groupe T{Q(@)@) est Isomorphe & ua sous-groupe de G,

Cas particifier.
A == 17 G}q = {1, 2. wiay 16}

(3,5 est cyclique et engendré par 3. On pose g~ 3.
Les sous-groupes (3, G”, G™ sont respectivement d'ordre 8, 4, 2 ot engen-
drds par 2° 24 ou g%, comme le montre le tablean suivant @
g =3 2 =10 g8 =5 g =il gt=14 gt=7
g =12 pgi5=6
=9 gt=i5 g0'=§ g=2
’ gt =13 g¥=4
G G,,[

20 = 16
G"[g“wl
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s

Le groupe I'(G(e77 )| @) est isomorphe 4 Pun des sous-groupes de G, ,.

On peut montrer que I est isomorphe A G, ;. Aux sous-groupes G/, G, G*,
correspondent donc des extensions L', L%, L* de @ :

Gy GGG {1}

Pl ol L < Qm)

[Ble): L] =card G" = 2

[O() 1 L] = card G" = 4 d'ob  [L¥ (L7 =2

[@o): L] =caed G = &8 dolt {17 :L7]=2

0w} : Q] =card G =16 ot [L': @]=2

Soit xeL, x¢@. Le polynome minimal de x sur @ ne peut avoir que le
degré 2, de sorte qu'on 8 L' = @(x), ¢’est-A-dire qu’on obtient I & partir
de @ par adjonction d'une racine d'une équation du second degré 4 coeffi-
cients dans €. De méme, on obtient L” & partir de L' (resp. L™ & partir do L,
resp. @lo) 4 partir de L™} par adjonction d'une racine carrée d'vn élément

ke
de L' (resp. de 17, resp. de L™), Cela signific qu'on peut calonler © == ¢ 1
en cxtrayanf sucocssivement un certain pombre de racines camvées (Oauss).

Si nous n'avions pas admis gue T est isomorphe & G,,, on aurait abouti
& Ia méme conclusion, en envisageant tous Ies cas possibles g priors

I‘ = Gl - G’, G", G}W‘

HY, Caractirisation des extensions cycliques.

Soit K un corps contenani les racines n#® de Punité
U
Po)cKo €& o=ea®

a} Proposition.

8i xe€C est tel que xeK, alors K(x) est une extension cyclique de ¥.

On pose X" ==z, Alors K(x} 25t une extension normale de K car K{x)
contient toutes ks racines da polyndme P - X*—aq

P = (X—x}. (X—ax)...(X—a" Ix},

Un K-automorphisme o de K(x) est déterminé par o(x), conjugué de x*
dorc racine de P, o(3) =o*.x.

a est décrit par ce nombre ot

Un autre K-antomorphisme 1 de K(x) est décrit par o', Le composé 7.0
est déogit par fe produit ot .0'; en effet :

{1oXx) = o) = ah). 1) =e* ol .x =g x
ofek, o) =at

»
Le groupe N{K{x}|K) est isomorphe & un sous-groupe de 1.
I' &5t done cyclique et K{x) est une extension cyclique de K.,




Bulletin de TAPMEP n°277 - Janv/Revrier 1971

b) Réciprogre.

5i N esr une extension cycligie de dimension n sur K, alors il existe xR
tel gue x"eK, et N = R{x}.
1) TN|K) ¢st cyclique, d’ordre # ot engendré paro;  o* = 1,
o opére dans N
o(x+4y) = a(x)}40(y)  ofx.3) =o(x).0(3)
8i 3K afh. 2} = o(h).olx) =k alx)

a est donc un endomorphisme de Pespace vectoriel W sur K.

2 Temme : N est un espace veetariel de dimension finte sur un corps K.
o est un endomorphisme de W. ¢ est diagonalisable si ¢t seulement $°il existe
un pa!ynﬁm P & cocfficients dans K ayant ¢ racines distinctes dons K. et tel que
Plo) =

3 ICl P == X%-—1; P a ses racines dans le carps K, donc o st diagona-
lisable, if existe une base d& vectelrs propres.

Soit x un vecteur propre de valear propre b ¢ o(x) == A.x.

K= x=x ¢ o=1 donc A= L=0"
ofx” ) ==3~Lx=%  donc A~ esi valeur propre.

Soit y un autre vectour propre de valeur propre n:  ofy) = .y
o(x. §) «= o(x}.G{)) = h.XpY == 2jp. Xy

dong Ie produit de deux valeurs propres est valeur propre.
Par suite, Pensemble des valeurs propres est un sous-groupe de ]ﬁ engendié
par les puissances d'un certain éiément o* ofl & divise a.

Si ce sous-groupe est un sous-groupe propre (k # 1, k # ), A% est égale
& 1 guel que soit la valeur propre A considérée,
"

o est donc un endomorphisme qui fransforme chaque vecteur de 1a base

n
en lai-méme; donc of = 1, ce qui est contraire 3 "hypothése, o générateur
d'ordre .
Donc, 'ensemble des valenrs propres est isomorphe au groupe VI.
B
4) Soit la valeur propre A = e =@, il existe un nombre x tel gue

o{x) =w.x oi(x) =at.x
x a donc # conjugués distinefs ¢ x, ax, ..., 0" "1 x.

La dimension de K(#z) sur K est donc n; of, 11 dimension de N sur K est n,
donc N = K(x).

3 o(x?) = (o(x))* = (X} = x* = X"
x* est donc favariant par o, donc ¥ par of; x* est dong un élément de K.,

— 2 —
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