
Théorie  de  Galois  
texte rédigé par MM. ALZINGRil et GUILLOTIN  

d'après trois exposés de P. GABRIEL devant la régionale de Strasbourg  

A.  Extension  de  corps. 

L Extension de  corps. 

Pour simplifier, nous appelons corps toute partie K de l'ensemble q: des 
nombres complexes telle qu'on ait : 

i) K::::l fi! (ensemble des nombres rationnels). 
ii) Si (x,y)eK', alors x+y et x.y appartiennent à K. 

iii) Si xeK et x;06 0, alors x- teK. 

Si K et L sont deux tels corps et si K c: L, on dit que K est un sous-corps 
de L, oU que L est une extension de K. On note comme d'habitude IR l'en-
semble des nombres  réels: c'est un sous­corps de  q: et une extension de  fi!. 

Aut,es exemples. 

1) K  = fJ!(l'Ï) = (a+bl'Ï 1(a, b)e fi!'}.  
2) Soient  x" ... , x. des  nombres  complexes  et  K un  corps.  L'ensemble  

des  nombres  complexes  de  la  forme  ~~" ... ,  x~, où  P  et Q  parcourent  les 
Xb ... ,X 

polynômes  de  n variables  à  coefficients  dans  K  tels  que  Q(x" .... xJ  ;06 0 
forment  une extension  de  K  qu'on note  K(x" ...• x.) et qu'on dit  engendrée 
par Xl'  ... , Xn. 

Déjùritiolt. 

Si le corps L esl une exlension du corps K (Kc:Lc: q, on dit qu'une suile 
ll~ "0,11$  dans L est une base  de  L sur  K si tout TEL  s'écrit, d'une manière et 
d'une seule, sous la lorme:  

1= 0,/,+ ...+0.1. avec  o,eK et  l,eL  

L esl un espace vectoriel sur K  de dimension finie n. On noie 71 = IL  : KI. 
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Exemple. - IR c: cC hase {l, i}; fic: {!(V2) base {l, V2}.  

Remarque. - Si [L : KI = 1 alors L K.  

Proposition. 

L étant une extension de dimension finie de K et M une extension de dimen-
sion finie  de  L, alors  M est  W/e  extension  de  dimension finie  de  K et l'on  a: 

[M:K] [M:Llx[L:KI 

base  de  M sur  L : {ml> ... , m.},  
base  de  L sur  K : {l, •...• I.}.  
On se propose de montrer que les l,ml constituent une base de M sur K.  

Soit meM : 
m = a,m,+ ... +a.m.  a,eL 

Or 
p 

m = E atm,  = l:p;aU1j) = l: ouilm, 
1_1 iJ I.J 

La décomposition est unique. Soit m = E o,/p, = l: b,}}m,. 
l,} I.J 

L'unicité du développement d'un élément de L sur K et d'un élément 
de M sur L entrame 1: oUi} = l: b,iJo puis Of} = hl}.

1 j 

Remarque: 

[Net : KI [L: KI,  
Si alors [N : LI letN=L  

Kc:LcN i 
n. Nombre algébriqlle. 

Définition. 

Soit  KccC el  xeC.  On  dit  que  x  est algéhrique sur K s'il existe  un 
polynôme  P  non  identiquement  nul, à  coefficients  dans  K, admettant  x  pour 
racine: 

P = X"+P._,X·­I+ ... +p..  p,eK 
P(x) = 0 

(Les polynômes p. Q, M considérés dans la suite seront unitaires, c'est-
à­dire  tel  que  le terme de plus haut degré  ait un coefficient  égal à  1).  Soient 
P  et  Q  deux  tels  polynômes  de  degré  minimum.  P­Q est  un  polynôme  à 
coefficients dans K, s'annulant pour x et de degré inférieur à celui de P et de Q. 
Les  deux  polynômes  P  et Q sont donc identiques  d'où, 
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On appelle polynôme minimal de x sur K le polynôme unitaire, à coefficients 
dans K, admettant x  pour racine et de degré minimum. 

Les  propositions  suiwmtes  sont  équivalentes: 

a) M est  le  polynôme  minimal  de  x  sur  K; 

b) M est  un polynôme  Irréductible sur K, admettant  x  pour  racine. 

1) Si M(x) = 0 et M = R. S, alors M n'est pas minimal, car  

M(x) = 0 = R(x).S(x).  

Un des polynômes R ou S s'annule pour x et est de degré inférieur à M. Donc 
M n'est pas minimal et a ... b. 

2) Si M(x) = 0 et si M n'est pas minimal, alors M n'est pas irréductible. 
Soit en effet N le polynôme minimal d;: x  sur K; par division de M, on a : 

M = N.A+R M(x) = N(x).A(x)+R(x) 
M(x) 0, N(x) = 0, donc R(x) = 0 

R est un polynôme à coefficients dans K, nul pour x et de degré inférieur 
à celui du polynôme miuimal N, donc R == 0 et M = N. A. Donc : b ... a. 

Remarque:  

1) Si P(x) = 0, P est divisible par le polynôme minimal de x  sur K.  

2) Un polynôme irréductible sur K est minimal pour chacune de ses  
racines. 

ID.  Calcul  de la  dlmemion  sur  K  d'lIJIe  extension  K(x). 

Tfléorème. 

Si n est  le degré du polynôme minimal de  x  sur K, l'extenswn K(x) admet 
pour base sur K les nombres 1, x, ... , x"­1. 

On se propose de montrer qne tout zEK(x) est une combinaison linéaire 
unique des éléments de la base : 

Z  a,,+a1x+ ...+a._1x"­1  a,eK 

Unicité  de  la  combinaison  linéaire: 

z = a.+ ...+a._lx"­l = A(x) = b.+ ... +b._1x"­1 = B(x) 
d'où 
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Le polynôme A-B à coefficients dans K, de degré n-I, admet x  pour 
racine. Or le degré du polynôme minimal est n,  donc A - B. 

Existence  d'une  combinaison  linéaire. 

Un élément z de K(x) est de la forme ~~; où A et B sont des polynômes 

à coefficients dans K. On se propose de montrer que z est un élément de K', 
si l'on pose K' = {a.+ ...+a._,x"­'! a,eK}. 

1) Si z = A(x),  alors  zeK'.  
Soit M le polynôme minimal de x.  
Si d'A<n  évident.  
Si d'A>n.  On effectue la division A MC+R. d"R<n;  d'où  

A(x)  M(x).C{x)+R(x).  Or M(x)  = O. Par smte A(x)  R(x)eK'. 

2) Si (a, b )eK', alors  a. be(K')'. 
soit a = A(x), b = B(x), d"AS;n-I, 
a.b = A(x)B(x) = (A.B)(x).  
D'après le 1), (A.B)(x)eK'.  

3) Si aeK', aiors  a­teK'  (a,p 0). 
K' est un sous-espace vectoriel de C sur K de dimension n. On considère 

l'endomorphisme fa  de K' tel que, 

h:K' ....... K'  
b->a.b 

f. est un endomorphisme injectif d'un espace vectoriel de dimension 
finie, donc.f est bijectif. 

Le nombre 1 est atteint et il existe b tel que a.b = 1; l'inverse de a appar-
tient  à  K'. 

A(x)  ,  (  1  )4)  Si z B(x)  E K(x), alors  zEK,  car  z  A(x). B(x)  . 

D'après  3),  ~x) E K'. 

D'après  2),  A(x). (B:X») EK',  donc  K(x) = K'. 

IV.  Exemples. 

1)  Si un polynôme M du 2" degré à  coefficients dans K  n'a pas de racines 
dans K, M est le polynôme minimal de chacune des  racines x', x". 

M = X'+bX+c  (h, c)eK',  M(x) = 0,  xeC, xf;K 
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En effet, si M n'est pas le polynôme minimal de x, il existe un polynôme P 
de degré 1 qui annule x  : 

P X­a,  aeK P(x) = x­a = 0; or xq;K  et aeK 

ce qui donne une contradiction. 
La dimension de K(x') sur K est 2; la base est {l, x}. 

K(x) = {a+bxla, beK} 

2) Si un polynôme M du 3· degré à coefficients dans K n'a pas de racines 
dans K, M est le polynôme minimal de chacune des racines x', x", xm. 

M = X'+bX'+cX+d  (b,  c, d)eK', M(x')  = 0 x'EtE  x'IiK. 

Si M n'est pas le polynôme minimal, M est un produit de deux polynômes 
R, S à coefficients dans K de degrés strictement inférieurs à 3, M = R. S. 

R = X-Cl S = X'+flX+r M = (X­x'XX­x")(X­x"') 

R  est  l'un  des  facteurs;  (X  est  égale  à rune  des  racines  x', xl!, x'"; or  aeK et 
x', x", x'" n'appartiennent  pas  à  K. 

La dimension de K(x') sur K est 3 et {l, x', x"} est une base  

K(x') = {a+bx'+cx"la. b,  ceK}  

3) Cas particuliers :, 
K = 1/2,  x' = V'i,  M X'-2, M est un polynôme à coefficients ration-

nels,  sans  racines  rationnelles. , , " 
[Q(V2)  : Ql = 3  If2(V2)  = {a+bV2+cV4  (a,  b, c)E 1/23} 

V.  Awlieation  au  problème  de  la  duplication  du  eube. 

Le  segment  de  longueur  unité  étant  donné,  on  se  propose  de  montrer , 
qu'il  est  impossible  de  construire  le  segment  de  longueur  V2,  avec  la  règle 
et le compas, sans  faire de choix arbitraire. 

al On peut, à la règle et au compas, construire les segments de longueur n, 

!, '!! et  les  points  à  coordonnées  rationnelles.  On peut  également  construire 
n  n 
les  intersections  de  droites  el  de  cercles  faisant  intervenir  des  longueurs 
rationnelles  : 

(x­a)'+(y­b)' = " (a, b, r, rn­peE 1/24 
y=mn+p 
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Les coordonnées x, y, x', y' des points d'intersection sont données par l'équa-
tion  aux  abscisses  (EXx­a)'+(mn+p­b)' =,..  et  l'équation  y = mn+p. 

Les  nombres  x, y, x', y' appartiennent  à  un corps  KI = If!(x) où  x est 
l'une des racines de (E). Si x est rationnel, KI = If! ; sinon KI est de dimension 2 
sur  If!. 

On peut maintenant construire les points de coordonnées ~, '1 appartenant 
à  KI'  Les points d'intersection de droites et de cercles  utilisant des  segments 
de mesure appartenant à Kt ont des coordonnées appartenant à  un corps K. 
de  dimension  2  sur  KI' 

On peut poursuivre cette construction  : 

@c:;KtcKs,  'H)  cKpc:Kp+l' ... 

b) Soit L un sous­corps de IR. Dire que pour tout zEL, on peut construire, 
à la règle et au compas, un segment de longueur z, c'est dire  qu'il  existe  une 
suite  décroissante  de  corps 

K.  L::>K._,c: ... ::>K1 ::>K" = If! 

tel  que  [Kj+ l : K,l = 2.  
La  dimension  de  L  sur  If! est  :  [L : If!] = 2".   , 
c)  En  particulier,  pour pouvoir  construire  un  segment  de  longueur Y2,, 

il  devrait  exister  un tel  corps  L  contenant  lf!(y2).,  
Alors  :  If! c:  1f!(V2) cL ,  

[L : QI = [L : If!(Y2)] x [1f!(Vz) : If!l , 
[L  : If!l = 2'[1f!<V2) : If!] = 3. 

Si  L  existait,  3  devrait  diviser  2". 

B.  Homomorphisme  d'une  extension  de  corps. 

L Homomorphisme  de  ""'1'". 

DijinitÛ1t1. 

SQienl  K  el  L  deux  corps.  Une  applicali01l cr  de  K  d(11!!l  L  est  un  homtr 
morphisme  si: 

i) cr(x+y) = cr(x)+cr(y).  
ii) cr(x .y) = cr(x).cr(y).  

iii) cr(l) = 1.  

cr  est  un  isomorphisme.  si  cr  est  une  bijection.  
cr  est un automorphisme de K. si  K  = L  et  si cr  est une bijection.  
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Remarque.  - Un homomorphisme <1 est toujours injectif. 

Si xeK et x <F 0 alors x- 1ËK et a(x.x- 1)  <1(l) = 1 
<1(x.x- 1)  a(x).<1(x- 1)  = 1 

Donc: x <F 0 => <1(x) <F 0 et [a(X)]-l a(X-l). 

De même, <1(x­y) = a(x)-a(y).  
Si x­y <F 0, on a donc  

a(x) <F a(y).  

Exemples.  

a) K = L = !2d2) <1(a+bV2) = a­­bV2  (a, b)i;lfl'.  
b)  K =L= C a(a+ib)  a-ib (a. b)ËIR'.  

Si xeIR. cr(x) x. 

Diftttltio". 

Si k  est un  sous­corps de  K et de  L qui reste invariant élément par élément 
par fhomomorphisme <1. on  dit  que cr est un k-homomorphisme de K dans L : 

Vx~. cr(x) = x. 

Dans l'exemple b), cr est un IR-homomorphisme. 

D. Homommpllisme d'une extension K(x)  dans C. 

Di.fittlti<>". 

On appelle  nombre conjugué d'un nombre  x  algébrique  sur K une  racine 
quelconque y du polyn6me minimal M de  x  sur K. 

On considère les extensions K(x) et K(y).  

K(x) = {a.+ ... +a._1x"-1Ia,eK}; K(y) = {bo+ ... +b._,y·-l}htËK  

et l'application cr. cr : K(x)­>K(y). 

(J.+a,x+ ...+a._,x"­'­>a.+a,y+ ...+a._,y'­'. 

Proposition. 

<1 est  un  K­i.omorphisme  de  K(x) sur  K(y). 

1) cr est une bijection. 

2) cr est un homomorphisme.  

a(l) = 1 a(a+b) = a(a)+a(b)  
<1(a.b) = a(a).a(b) : on a, en effet  
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a = A(x) 1 
b  B(x) ( A et B étant des polynômes à coefficients dans K de degré <no 

a.b = (A.B)(x) A.B = M.Q+R d"R~n-1 

(A.B)(x) = M(x)Q(x)+R(x); or M(x) = 0 
d'où a.b = R(x) 

et cr(a.b) = R(y) ] 
d'où cr(a .b) = a(a) .cr(b).

de même cr(a).cr(b) = A(y).B(y) = R(y) 

3)  a  est un K-isomorphisme. cr(",,) a •. 

4) a(x) = y. 

Corolkùre. 

Si n est le degré du polynôme minimal de x $Ur K, ilyan K­homomorphismes 
de  K(x) dans €; les  images  de  x par ces K­homomorphismes sont les  nombres 
conjugués  de  x  sur  K. 

a) Pour tout y  conjugué de x, il existe un K-homomorphisme associant 
y à x.  Le nombre des K-homomorphismes de K(x) dans € est donc supérieur 
ou égal au nombre des conjugués de x  sur K. 

b) Si a est un K-homomorphisme de K(x) dans €, alors a(x) est un 
nombre conjugué de x. 

Soit en effet M m.+...+X·  le polynôme minimal de x,  m,eK' 
M(x) = 0 entralne cr(M(x» = 0 
a(x"+m._lx"­l+ ... +m.) = 0 
cr(x)"+a(m._,) .cr(x)'-'+ ... +cr(m,) = 0 

Or m,eK done a(m,)  m,. 

a(x) est donc une racine du polynôme minimal M. 
Tout nombre z étant de la forme z = ",,+ ... +a._,x"­', a est défini par 

la valeur cr(x). 
Le nombre des K-homomorphismes de K(x) dans C est doue au plus 

égal au nombre de conjugués de x. 

c) Le nombre des racines du polynôme minimal M est égal au degré de M 
qui n'a donc que des racines simples. 

Si M admettait des racines multiples, M et M'auraient des racines com­
munes et le P.G.C.D. de M et de M' serait un polynôme à coefficients dans K 
de degré supérieur ou égal à !. Donc le P.G.C.D. diviserait M et M' ne serait 
pas irréductible. 

On a établi en a) et h)  que le nombre des K-homomorphismes de K(x) 
sur € est égal au nombre des racines de M; le c) entraine le corollaire. 
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3 

Exemple:  K = Il x= 
3 

yï  M X'-2 , , , 3 

Vï à trois conjugués yï,  jyï,  pyï 

Il existe donc trois t;!-homomorphismes dans IC du corps engendré par yï 
3 3' l l ;\ 3 

et Il. A savoir : cr,{yï) = Vï, cr,{yï) = jyï,  cr ~ï) = l'Vï. 

m. Homomorphisme .'Il00 extension, 

Si Lest wze  extension  de  K, N une  extension  de  L, ln dimension  de  N 
$lU'  K étant  fillie,  alors  tout  K­homomorphisme  de  L dans IC peut  être pro. 
longé  à  N. 

N 

l .  
L---+(: 

t/ 
K 

La démonstration procède par récurrence sur la dimension de N sur L.  
ID Si [N : LI = l, c'est évident.  

<li) On suppose que le théorème est vrai pour  

[N : LI<r 

Soit N une extension de L telle que [N : LI = r. 
11 existe un xeN qui n'appartient pas à L. Soit M le polynôme miuimal 

de x  sur L. 
Le transformé de M par cr est désigné par M', 

M = X'+... +mo mtEL 
M' = X"+o{m._JX·­'+ ... +o{m.,). 

Les coefficients de M' appartiennent à cr{L). On montre que M' est un 
polynÔme irréductible : soient M' = R. S et r = 0'-'; comme cr est injectif, 
on aurait (M')' = M = R".S', donc M ne serait pas irréductible. 

M' est donc le polynÔme minimal d'une de ses racines y. 
On considère les corps L{x) et (crL)(y). 

L{x) = {ao+···+a._,x"-lla,eL} 
(O'L)(y) = {b.+•.• +b,_,y"-llb,ecr{L)} 
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On définit l'application al de L(x) dans (aL)(y) : 

al : L(x)->(aL)(y) 
a,,+ ...+O._lx"­ 'Ho(a"H ...+a(on_Jy"­l 

al est un isomorphisme de L(x) SUl' (aL)(y) qui laisse K invariant et qui 
coincide avec a  sur L. 

[N: LI 
Or, [N : L(x)] [L(x) : L] < [N : LI  ~ r. 

Le K-homomorphisme al de L(x) dans € se prolonge à N, la dimension 
de N sur L(x) étant inférieure à r. 

Exemple: 

a est un ~-homomorphisme. On choisit x  ~ j dont le polynôme minimal 
est M X'+X+l (irréductible dans L). 

Ici Mo = M car les coefficients de M sont rationnels. 
Donc a  se prolonge à N. 

- Base de L sur fi : 

[L:fI]~3 

3 4 

{l, Vi, V4} 

Base de N SUl' L : 

M.= X'+X+I [N:LI=2 {l,j} 
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- Base de N sur f? : 
3 3 3 3 

IN: RI  = 6 1,1Ij> c'est-à-dire; {l, Vi,  V4,  J,  Ni,  JV4} 

L'image par ~ deJ seraJ ouf'. On peut choisir a de trois manières et ~ de 
deux manières. Il existe donc six f?-homomorphismes de N dans C. 

Corollaire  1. 

Si N est Wle  extemioll de  K de  dimemioll  n, il yan K­homomorphismes 
de  N dallS  C. 

En effet. cela est clair lorsque N = K. Supposons donc le corollaire 
démontré pour les extensions de dimensions <11  et soit xsN, xj!K. Si 
r [K(x) ; K]. nous avons vu qu'il y avait r K-homomorphismes a de K(x) 
dans C;  soient p et ~ deux extensions de a à N (de telles extensions existent 
d'après notre théorème) ; l'application XHP- '~(x) est alors un K(x)-homo­
morphisme v de N dans C, et l'on a ~ pv. Cette formule met en corres­
pondance biunivoque les prolongements ~ de a  à N et les K(x)-homomor­
phismes v de N dans C. 

Par hypothèse de récurrence, il y a IN ; K(x)} homomorphismes v. Tout a 
a donc IN; K(x)] prolongements; comme il y a [K(x) : K] homamorphismesa, 
le corollaire résnite de la formule : 

IN : K(x)] x [K(x)  : K] IN :K]. 

Coro/laire  2. 

Si N est une  extension  de dimension  n sur K, il existe un  élément x de N 
tel  que  N K(x). 

Soit {x"  ... , x.} une base de N sur K. Tout élément a de N s'écrit d'une 
manière et d'une seule : 

a =  QtXl+ ... +allx",  Q,eK 

N étant de dimension n,  d'après le corollaire l, il existe n K,homomorphismes 
de N dans C: a"  ... ,a._ 

a,(a) = a,a,(x,)+ ...+a.a,(x.) = L,(a" ... , a.). 

Les L, sont des formes linéaires à coefficients complexes. Les 11 K-homo­
morphismes étant distincts, si i est différent de J, il existe un élément a de N 
tel que a,(a)  #- a,(a); donc les formes L, et LJ sont distinctes. 

Le polynôme À = II (L,-LJ) est un polynôme à n variables al> à coeffi­
'<J 

cieuts complexes et non identiquement nul. Il existe donc une snite de nombres 
<X", ..., a:. rationnels (ou appartenant à K) telle que: 

A(a:" ... , a:.) #- 0 (1) 
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En posant 0< = O<lXl+"'+lX.x•• d'après (1) si iestdilférentdej.L,(Cl" .... Cl.) 
est dilférent de L,(Cl" .... Cl.) et les images de lX par a,  et al  sont distinctes. 

Les n K-homomorphismes a,  de N dans Il: induisent des K­homomor-
phismes de K(o<j dans Il:. Les n images de lX étant distinctes. le degré du polynôme 
minimal M  de  Cl  est  au  moins  égal  à  n. 

[K(o<)  : KI =  d6M~n 
[N: KI

Or  [K(o<)  : KI =  [N : K(o<)]  ~ n 

L'inégalité  précédente  impose  [N : K(o<l]  1.  d'où  N  = K(o<l. 

Exempk. 
N =  {1(V2.  (3) 

0<  = V2+V3 
Les conjugués  de Cl  sont  : Vï+V3.  V2­(3,  V2+V3.  ­V2­(3. 

N =  (1(f2+V3l. 

C. Théorème fondamental  de Galois. 

L ExtensiOD oormale. 

N est  lI1/e extension  normale  de  K, si  et  seulement  si.  N est  obtenu  en 
a4joignant à  K  toutes les  racines d'l/1I polYllôme P à coefficients dans K. 

P  = X'+ ... +p,  p,eK,  x"  .... x,.  système  complet  de  racines. 

N = K(x" ..., x,.) 

Exemple. 

K=e   L= (!(V2) P=X'-2 

L fl<V2. V3)  P = (X'-2).(X·-3) 
3 

L = (1(V2,f)  P = (X*+X+l).(X·­2) 
3 

mais  L  {!(V2) n'est  pas  une  extension  normale car 
toutes  les  racines  de  X'­2 n'appartiennent  pas  à  L. 

Propollltion. 

Tout  K­homomorphisme  de  N dans Il: laisse  N globalement  invariant 
et N  possède  [N : KI  K­aulomorphismes. 
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Soit cr : N-+C un K-homomorphisme. 

1) cr(P(x,» = cr(x,)'+p,_,.cr(X,)'-I+ ••. +Po car cr(p,) = p,; 
cr(x,) est racine de P et cr(x,)EN. 

D . N A(x"  ... , xJ 
onc, SI XE ,x= B( J' cr(x)EN.

Xb ... ,X 

2) cr est une application linéaire de l'espace vectoriel N sur K, dans C 

cr(x+y) = cr(x)+cr(y) 
aEK cr(a.x) = a.cr(x) 

cr est un endomorphisme injectif de l'espace vectoriel N sur K, donc cr est une 
bijection. 

3) II existe n K-homomorphismes de N dans C; ces K-homomorphismes 
sont des K -automorphismes de N. 

ll. Groupe de Galois d'une extension normale. 

Définitio". 

L'ensemble  r(NIK) des  K­automorphismes  de  N est  un  groupe  pour  la 
composition des  applications appelé groupe de  Galois de  l'extension normale N. 

En effet, si g, hEr(NIK), go hEr(NIK) et g-'Er(NIK). 

PrOpoaitioll. 

Si N est une extension normale de K, et contient une extension L de K, 
alors  le  groupe  de  Galois  r(NIL) est un  sous­groupe  de  r(NIK). 

I!
N 

extension 
nmmal. extension 

normale 

i  
K 

Un L-automorphisme cr de N laisse L invariant élément par élément, 
donc K. cr est un K-automorphisme de N 

r(NIL)c:r(NIK). 
Remarque. 

Si L=K r(NIL) = r(NIK)  
Si L=N r(NIL) = r(NlN) le groupe se réduit à l'identité.  
Si L::> L' r(NIL)c: r(NIL')  
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Ill.  Théorème fondameotal de la théorie de Galois. 

TMorètlUl. 

Soit N une extension normale de K. L'application, qui associe à une exten­
sÎlJn L de K, contenue dans N le groupe de Galois r(NIL), est une bijection de 
l'ensemble de ces extensions dans l'ensemble des sous-groupes de r(NIK). 

Soient E l'ensemble des extensions de K incluses dans N et § l'ensemble 
des sous-groupes de r(NIK). 

r(NI.) : 6 -+IJ 

L-+r(NIL) 

Pour coJlStruÎre l'application réciproque 1 de r(NI.), on considère l'appli-
cation  qui  associe  à  un  sous­groupe  H  de  r(NIK)  l'ensemble  des  éléments 
de  N invariants  par  H. 

1  :  §-+8 

HI­+I(H) = {neNIh(x) = n,  VheH} 

Pour établir que 1est l'application réciproque de  r(NI.) on démontre que 

a) VL l(r(NjL»  = L 
b) VH  r(NII(H»  = H 

a) On  pose  L'  l(r(NIL»  et  on  montre  L' = L. 
L est  invariant  par un élément  de  r(NIL), donc LeL'. Un élément  de 

r(NjL)  laisse  L'invariant,  donc  r(NjL)e r(NIL')  . 

card r(NIL) =  [N  : LI  card  r(NIL') = [NjL'] = ~ :'ti 
Or  card  r(N1 L):;;caro  r(N1 L ') 

[N:  LJ 
[N  : L]S;  [L' : LI 

Cette  inégalité  entraine  [L' : L]  =  l, d'où  L  L'. 

b)  On pose  H' =  r(NII(H)  et  on  montre  H' = H. 

1.  Le groupe  H' est  formé  des  I(H)­automorphismes  de  N.  Or  H.  par 
construction  de  l,  laisse  invariant  1(H),  donc  HeH'. 

Soient  n card H,  n' = card H';  on  a  :  nS;n' (1) 

2.  L'extension N  est engendrée par 1(H) et un élément x dont on désigne 
par  M  le  polynôme  ruinimal  sur  I(H). 

N = I(H)(x)  d'M = caro r(NII(H»  = n'. 

Soient hl>  •.•• h. les éléments de H  (h, étant l'automorphisme identique). 
On désigne  par P  le  polynôme admettant  pour  racines hl(x). 

P = [X-h,(x)], ..., [X-h.(x)] p(x) = 0 car h,(x) = x 
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en développant 

P = X"-X·-l.(Eh,(x»)+X'-'.( }; h,(x).h.,(x»)+ ... +(-I)"IIh,(x). 
1 I<j 

On montre que les coefficients de  P sont des éléments de I(H).  
Par exemple :  

h(Eh,(x»  = W,(x) 
, 1 

M, parcourt tous les éléments du groupe H une fois et une seule donc 

h(Ih,(x»  = Ih,(x). 
, 1 

Le polynôme P s'annule pour x,  a ses coefficients appartenant à I(H).  
Il est donc divisible par le polynôme minimal M de x  sur I(H) (if.  A, II,  
remarque).  

Donc : d"M sd"P ou n' sn (2) 

En comparant 1) et 2) on en déduit H' = H. 

D.  Extension  cyclique. 

J. Dé6Dition. 

Soit N une  extension normale de  K; N est  une  extension cyclique de  K  
si  son  groupe  de  Ga/ois  r(NIK) est cyclique.  

Rappels concernant  les groupes cycliques.  Un groupe G est dit cyclique,  
d'ordre n,  s'il existe un élément geG tel que :  

i)g"=1.  

ii) 1 = gO,  g, g", .... g"-l sont des éléments distinets.  

On dit que g engendre G. 

Exemple.  
G = VI = {e" 

2"* 
1produit usuel}  

21:-: 

G est engendré par jj) = e.... 

Propriétés. 

\) Si G est cyclique, d'ordre n,  et engendré par g, tout sous-groupe est  
cyclique et engendré par un élément g"  où p  est un diviseur de n.  

2) Si G est un groupe d'ordre p et si p est un nombre premier, alors G est  
cyclique.  
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lm 

n. Corps cles racines rr- de l'Imité, Ol = e .. 

K = fleN = f!(0l), X'-I = (X-(j}).(X-(j}')...(X-(j}·-').  
N est une extension normale.  
On pose r = r(f!(Ol)lfl).  
Tout élément z de N peut s'écrire z = q.+ ... +q._loo"-l mais cette décom- 

position n'est pas unique car X'-I n'est pas  le  polynôme minimal de 01.  Le 
polynôme  minimal  M divise  X·-l. 

Un élément cr de r est déterminé parcr(OI), qui est une racine du polynôme 
M. On a cr(0l)  =Ol', k  ,. 0, où k  est défini modulo n. On peut donc décrirecr 
Il l'aide  de  certains  entiers  k  tels  que  : 

1;;;k<n,  (k, n) = 1. 

En effet,  la dernière condition est  nécessaire,  sinon on pose  :  

p  (k, n) k =  pr  n ps  

(01")' =00" =.,.... =Ol'" =  1.  

cr(0l) annulerait le polynôme X'-I, alors que Ol  n'annule pas ce polynôme. 
Soient cr  et  ~ deux automorphismes décrits par k et 1. 

(ro)(oo)  ~cr(oo» = T(Ol')  =  [T(Ol)]' =00" 

i r = Ik modulo  n
On  décrit  Tcr  par  r 

10<r<n 

Cette  description  impose  la définition  suivante 

gronpe G. = {kiO <k<n,  (k, n) = 1;  multiplication  modulo  n} 
r = k • 1 =  k.1 (modulo  n) 

Le groupe r(f!(Ol)lfl) est isomorphe à un sous­grtmpe de G•. 

Cas  particulier.  
n  17  GH = {l, 2,  ... ,  16}  

[ 
Gl7 est  cyclique  et  engendré  par 3.  On  pose  g = 3. 
Les sous­groupes G', G", G'" sont respectivement d'ordre 8, 4, 2 et engen-

drés par 15', g' ou g', comme le montre le tableau suivant  : 
g  = 3  g'  = 10  g5  =  5  g'  Il  g' =  14  gU = 7 

g13 = 12  gU  6 
g"  15  g'. = 8  gU  2

~-,
g'  = 13  g12  4 

0'  OH  [O"~:: ~6 
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"'" Le groupe r( {!(e17)1 {!) est isomorphe à l'un des sous-groupes de G17• 

On peut montrer que r est isomorphe à G'7' Aux sous-groupes G', GH 
, Gm

, 

correspondent donc des extensions L', L", V H de (1 : 
G17::>G'::>G"::>Gm::> {I} 
{!c:L' cL" cLm cQ(m) 

[{!(m) : Lm] caro Gm  ~ 2 

[{!(m) : L '] ~ caro GH ~ 4 d'où [Lm :L'] =2 

[{!(m) : L'] card G' = 8 d'où [L":L']=2 
[(I(m) : QI ~ card G = 16 d'où  [L' : fll = 2. 

Soit xEL', xf/i{!. Le polynôme minimal de x sur I[! ne peut avoir que le 
degré 2, de sorte qu'on a L' = I[!(x), c'est-à-dire qu'on obtient L' à partir 
de I[! par adjonction d'une racine d'une équation du second degré à coeffi­
cients dansl[!. De même, on obtient L'à partir de L' (resp. Lm à partir de L', 
resp. I[!(m) à partir de LJ par adjonction d'une racine carrée d'un élément 

de L' (resp. de LN, resp. de LJ. Cela signifie qu'on peut calculer m = "'" e17 
en extrayant successivement un certain nombre de racines carrées (Gauss). 

Si nous n'avions pas admis que r est isomorphe à G'7' on aurait abouti 
à la même conclusion, en envisageant tous les cas possibles a priori 

G', G", 

m. Caractérisadon des extensions cycliques. 

Soit K un corps contenant les racines ri'- de l'unité 

I/!(m)c:Kc::: C me'"'" 
a)  Propositù>1f. 

Si xeC est tel que x"EK, alors K(x) est U1If! extension cydique de K. 
On pose x" = a.  Alors K(x)  est une extension normale de K car K(x) 

contient toutes les racines du polynôme P = X'­,a 
P = (X­x).(X­­mx) ...(X­ar'x). 

Un K-automorphisme 0 de K(x)  est déterminé par o(x), conjugué de x' 
mtdonc racine de P, a(x) = .x. 

o est décrit par ce nombre mt , 

Un autre K-automorphisme ~ de K(x) est décrit parm'. Le composé ~.o 
est décrit par le produit mt ,m'; en effet : 

(~o)(x) = ~(mtx) = ~ro').~(x) =ro'.ro'.x =mt+l.x 
mtex:, ~ro') =ro' 

• 
Le groupe r(K(x)IK) est isomorphe à un sous-groupe de Yi. 
r est donc cyclique et K(x) est une extension cyclique de K, 
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b) RlciprtJf/lIIt. 

Si N est IUle  extension cyclique de dimension  n  sur K, alors  il existe xeN 
tel que  x"eK, et  N = K(x). 

1) r(NIK) est cyclique, d'ordre n et engendré par a; a" = l. 
cr opère dans N 

cr(x+y) = cr(x)+cr(y)  cr(x .y) = cr(x) .cr(y) 

si Â.EK crO,.x) =cr(Â).cr(x) = Â.cr(x) 

cr est donc un endomorphisme de l'espace vectoriel N sur K. 
2) Lemme : N est un espace  vectoriel de dimension finie  sur  lUI corps  K. 

cr est un  endomorphisme  de  N. cr est  diagonalisable  si  el  seulement  s'il  existe 
un polynôme P à coefficients dans  K ayant r racines distinctes dans K et tel gue 
p(cr) = O. 

3) Ici P = X"-I; P a ses racines dans le corps K, donc cr est diagona­
lisable, il existe une base de vecteurs propres. 

Soit x  un vecteur propre de valeur propre À: cr(x) = Â. x. 

a"(x) = Â'.x = x  car a" = l, donc À" = l, À = ID' 

cr(x­') = Â-l.X-' donc Â-l est valeur propre. 

Soit y un autre vecteur propre de valeur propre IL : cr(y) = IL·Y 

cr(x.y) = cr(x).cr(y) = Â.xILY  À.IL·xy 

donc le produit de deux valeurs propres est valeur propre. • 
Par suite, l'ensemble des valeurs propres est un sous-groupe de Vi engendré 

par les puissances d'un certain élément ID' où k  divise n. 
n 

Si ce sous-groupe est un sous-groupe propre (k  '" l, k  '" ,,), Àli est égaIe 
à 1 quel que soit la valeur propre À considérée • 

• 
cr" est donc un endomorphisme qui transforme chaque vecteur de la base 

• 
en lui-même; donc crk = l, ce qui est contraire à j'hypothèse, cr générateur 
d'ordre n. If 

Donc, j'ensemble des valeurs propres est isomorphe au groupe VI. 
2", 

4) Soit la valeur propre À = en  00, il existe un nombre x  tel que 

cr(x)  =oo.X cr'(x) = 00' • x 

x a donc n conjugués  distincts: x, rox~ ••. ~ ml'll-l. x. 
La dimension de K(n) sur K est donc n; or, la dimension de N sur K est n, 

donc N = K(x). 

5) cr(x') = (cr(x»)'  = (oox)' =ro'.x" x". 
x" est donc invariant par cr, donc Vi par cr'; x" est donc un élément de K. 
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