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Entroduction

La Réforme dans le premier cycle,
deuxiéme érape,

Bien que de conception différente, ce Bulletin ast le prolongement de celui
(® 269-270% consacré & la Sixidme. IV y a deux ans les nowveaux programmes de
Sixiéme et dz Cinguidme marguaient une véritable innavation, & la feis dony le
conteny et dans les Implications pédagogiques. L'emhousiasme des enseignants
Four lo réforme rransparaissait dens les articles et if en est résultd un Pulletin
vivant, plein d’hurnour ef agréable @ lire. Ce Bulletin sur la Owatriéme rlaure
malheureusement peut-€fre pas Youdes ces qualités, som but essentigl étant & aider
les enseignasis & préparer lewr cours conformiément oux nouveaux programmes
Srablis par la Commission ministérielle présidée por Licknerowicz. Rappelons
que A PME.P., reconnaissant dans les nowveaux programmes un progrés
par rapport qux anciens et comsidérant intérél Immédiat des enseignants, a
fird par appuyer les travaux de cette commission et a décidé la parution de
ce Buoilatin.

Les programmes de Sixidme ef de Cinguidme ont un caractére essentielles
ment expérimental : apprentissage du languge ensembliste & partir de manipu-
Iotions concrétes, activitds physiques de mesurage, refovr sur lex entiors naturels,
congtruction, todfours ex; ntale, des entiers relatifs, caleal algdbrigue dans
Z...; par contre les pr de Quatriéme présentent we caraciére plus
théarigue faisont imtervenir pour wne plus large part fe déduction. C’est pourquol
nous avons vowly donner de nembreux articles sniguement mathématiques per-
mettant aux enseignanis de se familigriser avec les nowveaux programmes et de
les dominer; de mombreux expérimeniatenrs relatent leur enseigmemenmt en
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Quatriéme ef en tirent deg conclusions gui profiteront ainst & tous, ils donment
également beaucoup d'exempier de ce qu'ily ont réalizé dons leurs classes
expérimentales.

Afin de permetire i nog celldgues de disposer alsément de foute la documen~
tation soukaitable nous pubfions la derniére version des FProgrammes établie
par Commission Ministérielle (la parution officielle au B.O. n'étamt pas faite
a la date de rédaction de ce Bulletin) ef nous avons réparti les différents articles
en guatre chapitres, A savoir:

Chapitre 1 @ Lev Décimaiex ef ley Réels.

Chapitre 2 ; La Géoméirie,

Chapitre 3 : Compres rendus dexpdriences.

Chaypitre 4 : En marge du Programme, les probidmes de fond,

La Rédaction remercie chalgureusement leg Collégues gui Iui omt fourni
ces matérigux ef ki ont foit confiance pour lewr awénagement, Four foaciliter
fa tdche du lecteur elle présenie, en ifte de chague chapiire, une bréve gulyse
dont elle assume nasurellement In responsabifité.

C'est Pexistence dune large expérimenigtion gui a permis de compléter
et déclairer les articles de fond por des articles plus pédagogigues et plus proches
des réalités de Ienseignement. Cela prouve qu'une réforme ne peut 8tre entre-
prise et contimuée valablement que st elle est précédée et qocompagnde dune
expérimentation ; or il semble bien que Iadministration de I' Education Nationale
veuille frefner, voire arréter, Pexpérience pédagogique en Mathématigues, H
Jaudra réclamer la poursuite des expériences car ces nouvegux programmes ne
peuvent étre qu'une Stape, le dernier chapitre explique pourquol,

P. BUmssON.

FATTES CONNAITRE A TOUS LES COLLEGUES ENSEIGNANT
EN CLASSE DE QUATRIEME L'EXISTENCE DE CE BULLETIN
SPECIAL.

Pour se lo procover;

le commander (ea joignant un ¢héque d’un montant de 10 F, au compte
de AP.M.EP., Paris 5708-21) & :

M. BrosDeL,
154, averue M.-Cachin, 92-Chatillon-sous-Baghaux.
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Programme
pour la classe de Quatriéme

I est rappelé que les professeurs ont toute lbertd pour choisir Pordre
dans lequel los diffiérentes parties du programme sont étudiées,

Limportance de chacune d’elles ot lo {emps & y consacrer ne sont pas
proportionnels & Ia longueur de feur libellé : les guestions qui ne figuraient
pas dans les programunes antérisurs, ou qui n'y fignraient pas sous la méme
forme, ont fait, en général, Fobjet d’une rédaction plus détaillée,

I. « RELATIONE.

Révision des notions présentdes dans les classes antérieures et complé-
menis ; produit cartésien, relation, application, composition des applications,
hijectior d’un easemble sur un ensemble et bijection réciproque.

Hotion de groupe : déiinition (on fa dégagera des exemples du programme),

i¥. -— NoMbRES DECIMAUX RELATIFS ET APPROCHE DES RERLS,

1. Groupe der puissances de dix.

Nombres décimaux relatify écrits o.10¥ avec a 6 & et p 6 Z ot sous forme
de nombres & virgule ; addition, multiplication, ordre, valeur absoiue. Résumé
des propriétés fondamentales de 'ensemble sinsi structurd des décimaux relatifs,

2. Caiculs opprochés.
a} Encadrement d'un nombre décimal par des intervallis des types
{@.10%, (2 + 1107, 1a.10%, (a + D107, ia.10%, (@ + 1D10%]

avec g & of pe Z. Sur des exemples : encadrement d'une somme, d'un
produit.

b Exercices de détermination, pour un décimal strictement positif o
donné et pour un entier relatif » donné, du nombee décimal x, 107, avec x g ¥,
tel que soient vérifides les indgalitds 0 « & 2. 107 < 1 < ofix - 1).10"

¢) Excrcices de détermination, pour un décimal strictement positif o
dongéd et pour un entier relatif # donné, du nombre décimal y. 1" avec y e B,
tel gne soient vérilides les inégalités : [y 107]* <5 4 < {{y -+ 1). 1072

— 255 -
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el d) Suitex décimales illimitées, nombres réels, encadrements d'un nombre

3. Emumération des principales propridtés qui structurent i'ensemble B
des téels ; addition, (B, 4) est un groupe commutatif; multiplication, associas
tivité, distributivité par rapport & I'addition; ordre et valsur absolue,

On admettra que pour tout nombre réel g différent de 0 il existe un nombre
réel ¢~ et un senl tel que ag™* = . Pour tout cosple de nombres réels (g, &)
avec & = 0, il existe o nombre réel nnique x, appelé quotient de b par q,

et noté de~t ou g tel que ax = b. Exercices simples de calonl sur de tels
guotients.

Sur des sxemples nemérigues, équations et indquations du premier degré
# une inconnue,

Usage des exposants enticrs : groupe des puissanges d'un nombre réel
aon nul.

Calouls approchés sur les nombres réels.

4. Exemples de fonctions polynomes (applications de R dans R). Degré.
Exercices de caleul sur Jes polynomes.

Produits (x - 2)*, {x— 2)*, (x 4+ ¢) (x ~ &}. Exercices de factocisation.

Il — GEoMETRIE DE LA DROITL

A 13 fin de 'aunée scolaire, la géometrie, nde de expérience, devra apps-
rafire aux éléves conume unc véritable théorie mathématique; c'est-d-dirz que
des faits ayant £¢ admis (axiomes), d°autres en sont déduits (théorémes).
Mais il est absolument indispensable que de nombreuses manipulations, des
exercices pratiques utilisant les instruments de dessin aient précédé 4 la fois
I'énoncé des axiomes et tout raisonnement, Le but de lenseignement des
mathématiques dans cette classe est de faire comprendre aux €l2ves os gue sont
des démonstrations et de feur apprendre A en rédiger; les prémisses devront
donc étre précisées avec soin. On pourra adopier comme axiomes coux gui
sont indiqoés dans les conmentaires; mais d’autres choix demeurent légitimes.

19 Droie. Distance de deux points sur une droite, repres normés d™une
droite. Abscisse d*un point M dans un repdre normé; notation MM’

Changement de repéres normés sur ung droits,

Expression de la distance de deux points en fonction de letes absisses
dans un repére normé.

Changement d'unité,

20 Ordre sur wne droite. Droite orientés {ou axe). Demi-droife. Segment.
Milieu de deux points. Exercices sur les barycentres de deux points.

— 256 —



Bulletin de TAPMEP n°279 - Mai/Juin 1971

IV, — Ghomiren PLANE,

1# Droites du plon. Détermination d'une droite par deux points, Droites
parelitles, Le paraliélisme est une relation d’équivalence; défimition d'une
direction de droites comune classe d’$quivalence.

Projection, de direction donnée, du plan sur une droite, d'une drodic
sur une droite.

Enoncé de Thalds. Rapport de projection, pour une direction donnde,
d'un axe suc un axe.

2¢ Triangle. Applications de I'énoncé de Thalds au triangle,

Projection sur une droits : de milicux, de barycentres. Construction gra-
phique du barycentre de deux points donnés, affectés de coefficients donnds,

Symétrie par rapport 4 un point (symétrie centrale) : image d'une droite.

Paraliélogramme propre ou aplati (défini par Pexistence d'un centre de
symétric). Paraflélisme des droites poriant les obiés d’un parailélogrammme
propre; réciproque. Projection d’un parsliélogramme; réciprogue.

30 Equipollence de bipointy, Crest une relation d’Squivalence, Vecteurs of
translations, addition des vecteurs of composition des {ranslations.

Direction d'un vecteur nor nul,

Multiplication d'on vecteur par un nombre réel. Propriétés,

Deux vecteurs de directions distinctes étant donnés, tout vecteur en cst
combingison lindaire d'une manidre et d'une seule, Repéres du plan; coor- -
données cartésiermes par rapport 4 un repére,

Exercices de calcul vectoriel; médianes d'un {riangle.

Annexe an programme de Ouairiéme.
Géométrie de In droite,
On appelle droite un ensemble D d'@léments dits poiats, muni dnne

bijection g de 1Y sur R et de toutes celies / qui 8°en déduisent de la maniére
swivante ; a &tant un mombre rédel arbitraire, on a :

soit JM) == g(M) + a
soit JM) = —g(M)+a
La famiile des bijections f s’appelle une structure euclidienne.
8i M, M’ sont deux points de 1), le nombre positif’
d(M, M’} = fiM}— f{M)}
ne dépend pas du choix de f ef par suite ne dépend que de Ia structurg eucli-
dizmne de D; dM, M) est la distance des deux points M et M,

Pour une bijection 7, seit A et B les points d'images respectives 0 ot 1

A) =20, f{B)=1). On a :
b 7 B d(A, B} =1,

e THF e
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On établit qu'il existe une bijection r— /. enire "cnsemble des couples
r == (A, B} (avee &A, B) = 1) ot I'cnsemble des bijections envisagées de D
sur JR; r est dit un repére normé de la droite D, £{M) est Pabscisse du point M
dans ke repére r.

Géoméirie plane.

Lea rézultats sugpérés au paragraphe 1 peuvent 8tre pris de I mamére
suivante comme aNmes :

On considére un ensexmble P dont les £léments sont appelés points ot un
ensemble pon vide H de parties propres de P qui sont supposées &tre des
droites. On dit que P est un plaa (mathématique) quand les axiomes suivants
sont satisfaity

i* Par deux pownits distincts passe wne droite ¢t ane scule,

22 Pour toute droite D et tout point M n’appartenznt pas & D, il existe
une droite ¢f une seule contenant M et n’ayant pas de point commun avec D
{Huclide). '

30 Fitant donnée une projection nen constante p d*un axe A sur un axe A,
il existe un nombre réel k (ne dépendant gue de A, A’ et p) appelé rapport
de profection tel que pour tout couple de points (M, NJ de A on ait :

PODP(N) = kMN (Thalss).
Tous los autres résultats du programme peuvent £tre déduits deoes axiomes,

Programme
pour la classe de Troisiéme

11 est rappelé gue les professeurs ont toute libertd pour choisir I'ordre
dans leguel les différentss partise du programme sont Studides.

L'importance de chacune d'elies et le temps 34 y consacrer ne sont pas
proportionnels & 1a lobgueur de leur Hbellé : les goestions qui ne figuraient
pas dans Jes proprammes antérieurs, ou n'y figurajent pas sous ls méme forme,
out fait, en général Pobjet d'one rédaction plus détailiée.

Les &léves oot déih appris, en Quatribme, ce gu'est une démonstration,
Cet effort sere poursuivi, & propos des questions ¢'algtbre ot de gbométrie
propres 3 cetie classe, dans le mlme esprit qu'en Quatridme,

On pourra sdopler comme axiomes pour 13 gloméiric ceux qui sont
indigués dang les commentaires; mais d’autres choix demeutent légitives,

I — NoMBaES REELS, CALCULS ALGEBRIQUES, FONCTIONS NUMERIQUES,

ic Rappe! des propriétés de Paddition, de Ia multiplication et de I'ordre
définissant R comme corps totalement ordonné,

— 258 —
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' Somme, produit, quotient de nombres séels exprimés sous la forme T:
(oﬁaetb sont des sombres véels et g 3£ 0).

© Un nombre r est dit rationnel o'l existe deux entiers @ 54 0 ¢t 5 tels que
or = b, Corps des nombres rationnels. Exercices de calewi dans oe corps.

* 20 On admettra gue T'application x++x* de KR dans R* est sutjective.
Etant donné vn nombre réel positif ou nul 4, Te symbole Ya, ou «¥/*, désigne
le nombre réel positif ou nul &, appelé racine carrée de g, tel que b? = &.

YUtilisation de tables pour ke calcul ds valeurs approchées de al/s,

Racine carrée d'un produit de nombres réels, de l'inverse d'un nombre

3% Exemples de fonctions polynonies. Exercices de calcul sur des fonctions
rationneiles.

Fonction lindaire ef fonction affine. Exemples de fonetions en escalier
et de fonctions affines par infervalles; représentation graphique.

4» Mise en équations de probitmes variés, mathématiques ou non.

Exemples conduisant ¥ une ou deux éguations ou inéquativns Su premier
degré & ane ou deux inconnues, A coefficicnts numériques. Représentation
graphique des solutions d'une 4gnation ou d'une inéquation du premier degré
3 denx inconnues,

1L ~ PLAN BUCLIDEEN,

1g Introduction de la nofion d’orthogonalité de droites, de directions de
drofies. Projection orthogonale sur une droite. Rapport de projection ortho-
gonnle d'un arxe sur un axe. Symétrie de ce rappori,

20 Distance M, N} de deux points du plan. Norme d'un vecteur, Inégalité
{riangulaire. Deux points distingts M, N ftant donnds, &tude de l'ensemble des
points Q tels que dM, N) = d(M, Q) + d(Q, N).

Pour tout triangle (A, B, C), 1a condition &A, CY = d(A, BY® + &8, C*
&quivaut & Porthogonalité des droites AB ot BC (Pythagore).

Repéres orthonoraés, Bxpression de la distance de deux points,

Structure de plan euclidien sur K? (on pourra Padmettre particliement
ou totalement),

i, «— GfoMiTRIE PLANE EUCLIDIENNE,

1* Ensemble des poinis équidistants de deux points distincts donnés
(médiatrice).

Distance ¢’un point & unc droite,

2¢ Cercle et disque. Intersection d’an cercle et d'une droite, d'un disgue
et d'une droite; tangente A un cercle. Par trois points non alignés passe un
cercle ef un seul.
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30 Tsomsétries du plan suclidien ; oo sont, par définition, les bijections du
plan suclidien sor jui-méme qui conservent la distance. Exemples : transiationas,
symétries centrales, symétries orthogonales.

Image d’une droite par une isométrie, Toute isométric conserve I'ortho-
gonshit ¢t lo parsilélisme dos droites,

Groupe des ivomdtries. Exemples simples- de composde d'momstries.
Détermination d’voe isoméiric par Pimage d’un repére orthonormé donné,
par Pimage d'un triasgle donné,

Toute isométrie conserve le rapport de projection orthogonale de deux
axes; réciprogue. Angle gloméirique, défini comme classe déquivalence de
couples isoméiriques de demi-droites de méme origine.

49 Symétries d'un cercle. Ans isomdtrigues d'un cercie. Repérage d'nn
point M d'un demi-cercle de diamétre AB par Ia mesare de I"asc AM {on
admettra Vexistence et I'onicité de iz mesure des arcs de cercle, Ia mesure du
demi-cercle étant fixée). Emploi de cotte mesare pour définir 'dcart angulaire
de deux directions orientées ou de deux demi-droites.

Usage des tables trigonoméirigues en degnds et en grades; cosinus, sious,
@angente d’un $cart angulaire,

5¢ Tsoméiries laissant globalement invariante la réunion de deux demi.
droites dz m@me origine {bissectrice), la réunion de deux droifes.

Exercices sur Te Criangle iswoctle, ke losange, ke rectangle, I carrd.

Annexe zu programme de Troisidme.

On pent fraifer Je (11, i*} en introduisant jes définitions et aziomes qui
guivent :

On considére un plan P (au sens de Ja géomémrie de Quatridme). L'ortho-
gonalité entre directions de droites de P ¢st une application o de Pensemble
des directions de drojfes de P duns Iui-mnéme qui jouit pour toute direction 5
des deux propriétés suivantss

1o Eilz ne laisse ancune direction invariante : o(B) est toujours distingt
de 8.

2 L'image de I'image de & st & ellemBme : afoy{d)) == 5,

Deux droites sont orthogonales (ou perpendiculaires) si lours directions
sont orihogonales,

Le plan T est un plan encldien si Porthogonalité jouit de la propriétd
suivants,

3¢ Pour tout comple {A, A’} d"axes du plan P, e rapport de projection
orthogonale de A sur A’ est égal & celui de A’ sor A,

Om peut en déduire — et on peut aussi admettre — que ce rapport est
&n valenr absolue inférieur ou égal 4 1.

Tous les autres nésoitats du programme peuvent Sire déduits de ces
axiomes,

— 0 —
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Lesy décimaus
et les véels

Jusqn’d présent la démarche suivie dons Penseignement était historigque ;
construction du corps des fractions, puis introduction des mombres algébrigues,
en particulier les racimes carrdes, ef enfin queigques mots sur les nombres trans-
cendentx. En particulier, on étendalt ia notion de nombre sws toujours bien
Mmontrer commeni on pouvalt éterdre fes opérations & ces nombres. Dane les
nouveaux prograsmes la démarche suivie est bien différente : tude précise de
Tanncau ordonné des décimaux et introduction des nombres réels & partir d’en-
cadrements de décimaux, o'est-d-dire comme décimaen « Hiimités »; cette
imtroduction sera wiile au physicien qui fait ses cafculs dans Panneau des déci-
maux et non dans Je corps des fractions ) de plus, contrairement d ce que pré-
tendent certains détracteurs de la réforme, elle nécessite davomtage de calenls
mumériques & la main et & le mackine. Cette pouvelle présentation est incom-
potible avec Pancienne car, par exemple 13 et Y2 ont le méme statut de nombre
réel nom décimal, alors que Y2 est traditiornzilement présentd comme un réel
non rationmel; la distinction entre nombres ratiomnels et non rationnels ne se
Jera qifen classe de Troisidme.

H west abyolunient pas question de faire en Quatridme une véritable cons.
traction du corps des réels, celle-vi se faisamt habitucllemert en premiére ou
deuxidme awsbe détudes universisairas. Les articler que nows proposons yont du
commentaire détailld du programume proposant une préseniation possible em
Quatriéme & des exposés phis thidorigues domnani une comstruciion du corps
dee rdels.

i Lune des innovations du programme de Quatriéme est U'éeude déraillde
de Pensemble des nombres décimaux. L'arvicle quit suit, indique deux présen-
tations distinctes, possibles, et adaptables dans une classe de Quatriéme.

o 26
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Nombres décimaux

Véronique GAUTHRON,
(IREM. de Paris).

Les propriétés de Z qui en font v anneaw commutatif totalement ordonné
(voir appendice) ainsi que la division euclidienne dans Z sont supposées
connues (¢f, Progmmme de Cinquiéme).

L — Le groupe G des puissances de 10.

Rappels : si x et » sont des nombres entiers pouitifs, on connalt la
notation
P X KX, XX

n fois
¢t on voit faciement que
YxeN* ¥nelNt Y e N, 37 K &% wn X" ()
on convient de poser
YxelV* x®=1

Cette convention est compatible avec les relations {1).

Définition des pulssances de 10.

Dans e cas partioulier x =~ 10 (base de la numération}, on va définir
les « nombres » 10" pour tout ¢ 2 géndralisant Jes entiers 10 pour ne B,
L’ensemblie coasidéré est celui des symboles 10* pour # e Z; on définit
suf oot ensembie une loi de composition interne, potée <, dels fagon suivante :

0" x 10% == 1 (ne&, me &)
Si e N ¢t me IV, nous retrouvons kes relations (1), ce qui fous permet
Qlidsatificr, pour 1 2> 8, le symbole 10" aves 'entier 10" défind précédemament,
et pour me N et nelV, la loi X avec Ja multiphieation entre entiers,

— 253 —
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Notation: 4 ne & et n <0, slors a =—n', avee ¥ 6 N*,

On écrit smzvent-i-g«;—, an Een de 10*,

La Joi qu'en vient de définir st une lof de groupe commuisiif,

Ceite propriété va déoouler de co que Z est un groupe commutatif pour
Paddition :
~— La loi est commutative :

Ymed, Yo 10™ % 10% = 1Q=t>
et

10* x 10™ = 6=t
ordans &, mtln=an4+m
-— La loi est assocdative :
Ymed, ¥reZ, ¥Y.pe i, alors
(0™ ¥ 107} x 107 = HFxt0te
19™ x (i0" x 10°} = jg=iinm
ordans Z, (m - m)dp=m+(n-tp).
~ L'élément 10¢ == 1 est éément neutre :
VmeZ, 1 X 10% == 108+ ™ == 10"
— Tout &ément a un inverse :
Pour towt ne 7Z, on connait Vékdment —neZ tel que s + ) == §
donc 10® ¢ 1079 == WP =1,

10~ = est Pinverse dae 10 pour la loi x.
MNous appellerons G le groupe des puissances de 10

Remarque : nows avons ainsi dé&fint vn isomorphisme de groupe entre Z
mumi de Paddition ef le groupe G, 3 savoir Papplication ¢ de Z dans & défini
par

YaceZ, )= 10"cG

Cette application vérifie en effet évidermment ;
Plm + n} == @(m) X ¢{m)
¢t clie est bijective d’apres Ia définition méme de G.

Ordre total sor le grompe G.

On cornsit I'ordre naturel sur &;
On définit une relation < dans G par 6P L H"<-m < dans £,
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— CPest un ordre total : cela découle de la structure d'ordre total de & ;

¥YoeZ "L I107carngn

VmeZ, YaeZ, (10%= 10" ¢ 107 < 10™) == 10™ == 10* {car on
voit qu'alors m = #)

Ym,mpe &, (10" < 10° et 10° < 10°) = 10" < 107,

— Cef ordre est compatible avec I3 structure de groupe de (.
En effet, si 10™ < 107, cela exprime gue m < p, done
YneZ, m 8 < p-+ n (struciure de groupe ordonné de £);
c'est-filire [0™*7 & HOPT %,
Conséquences direcies :
Vo, mm, ne &, (10™ < 107 et 10% & [0™) e O™ o [QW0 S

~ Lien avec l'ordre de Z.

Si m et » sont des entiers positifs, nous avons identifié les éments 10*
et 10" de G aux entiers 10™ et 10",

La relation d'ordre que nous avons définie est compatible avee ceite
identification, puisque, si m, ne Z et m < n, les entiers 10™ et 107 sont tels
que 10™ & 107,

Cela découle de ce que Z est uo anncau ordonné, c'est-A-dire que la
structure de groupe ordonné de Z est compatible aves la multiplication
(voir appendice).

H. — Les pombres a.10° (ae Z, pe Z).

Rappels : si ag £ et pe IV, on connalt Pentiera x 107, Léeriture d'un
entier sous la forme 2.10° p'est pas unique. En effet, codsidérons deux
pombres ontiers 4crits sous la forme .10° et & 107; supposonz par
exemple qus p « g, alors ces deux entiers sont épaux s of sculement s
b= a l0F 9,

Construction :

On considérs Pensembie des symbolos o x 1% {ac &, pe &)

Celn revient en fait A considérer 'ensemble des couples (o, 7). mais Péeri-
fure o« x 10* est plos pariante.

Munissons cet ensemble de la relation suivante :

alFRb IS {(prgeth=al0’ 9 on(g>petae=bl10s,

La relation R est wne relation & éguivalence:

Senle s transivitd n’est pas fout A faii dvidente :
Si . 100 R D5.10% et 5,109 Re. IO, nous devons examiner les six cas
possibles suivant Pordre des trois nombres p, g, r.
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Suppesens par exemple g < p < »

alors be=g 10P~ % et b == g, 10 ¢
or Pqr—g
d'oh g g v ot g, 10F R 2,10,

Les sutres cas se traitent de la méme fagon,

L'ensemble des classes d"équivalence pour la reigtion R s’ appelle emsemnbis
der nombres décimaux, et e rote D,

On potera un &lément de T'ensemble des décimaux de Is méme fagon
quien de sex représentants, soit a.10%, ce qui permet $é&crire ;
2107 =5 1% (prgeth=a.10" % ou (g > p et a =5 137

Sige® et pe N, I'ilément 2,10 de P sera identifié avec I'entier
a % 10»,

Sige1et pel, Péément 1.10" de D sera identifié avee P'éément
0¥ de G.

Nous aflons maintenaat munir lensemble D d'une structore d’anneau

commutatif totslement ordonné.

Addition.
Sia,be Z ctpe NV, la distribetivitd de ka multiphization sur Paddition
dans & nous permet d*éorire Pépalité suivante enire dléments de F ¢
. 30* o b1V = {z + b} 10"

Nous somames conduits & poser dans D, powr a, b, pe & :
4. 107 -+ b.107 = (& - by 10¥ 2

Solent maintensnt deux éléments quelconques de D, a.107 et 5,107
On a par exemple p < ¢
alors 5.10% = (B.10%-7) 10¢
ol oma:
a 10F - 5.10% == 2 107 + (5.109%) 10° = (g -+ 5,104~ 1O*

il faut montrer que le résultat ne dépend pas du représentant choisi :
i suffit de le wérifier sur la relation {2) :

5i a. 1% =a 107"

5107 = §' . 10> supposons par exempls p » p
alors & = a. 10

B o= 1P

donc (@ + &) 107 = (a4 B 107,
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L’addidon fait de J» wn groupe commutatil :

Associativité - elle découle deo Passociativitd dansZ ; en effet, trois éléments
quelconques de D peuvent s'éerive : @.10°, 5. 109 et ¢.107 (avec le méme p),
ot on & bien : '

(@.10° + 5. 10" + ¢ . 30F == g 107 - (5. I0F + . 10°) = {@ 4 b 4 &) 1(¥

Commutativité : de mime @
@.107 + 5107 = 5 107 + g, 10 = (g + &} 10°
car,dans &, a -+ b =4+ a.
L’dlément 0 = 0.10° {p quelconque) esé élément neutre car
04 a1 o= @+ 0).10° = 4. 107

Symétrigue ;

L'é8lément {—a). 10" ext le symétrique de 2.10°
car a. 107 4 (g} 1(F = 0,10 = 0,
Muldiplication.

Si{a, by e Z et pge IV, la commutativité de la multiplication définie
dans Z fait que :
a.10° X 5.10¢ == (g X §).10°*¢

Nous définirons dome une multiplication dans D par :
abpged& alrxb i0%=((agx 8.100%4

Montrons que le résultat ne dépend pas des représentants choisis.
Si RN =g 10
5. 10% = § 10%
avec, par exemple p o p’ ot g < g
alors a =g 1090 B BFLIGY— S
et ab P =g PPV = (0 10PP) K10V =g B 10PN e

Remarquons que si 2 = b = I, on retrouve bien ls multiplication qu'on
avait définie damns le groupe G.

Lassociativitd et la commugativité de la multiplication dams B déconlent
des propriétés anslogues de I'addition et de la multiplication dans 2Z {vérifi-
cation immédiate).

Distributivité par rapport & Paddition
a.10? X (5. 10 4L ¢ 10N =g, 10 X &+ ¢) 10¢=a (b + ¢) 107+ ¢

et a.l0P x b 1094 . 10 % ¢.10% == gb, HPH A 4 g 10P* S
s (ab -+ ac). 107+ 9

La distributivitd dans D découle slors de celle dans Z.
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Relation d'ordre s I,

Comme on a vu que deux ééments quelconques de & peuvent s'écrire
a.10* ot 5.107 (avece Je méme p), il suffit de pouvoir comparer deux fels £16-
ments, ¢t de monirer que la structure zing définie est compatible avec Pégalité
a.16% = 4’ 10%,

Or, 8i g, be & ¢t pe N, on remarque gee dans "ordre naturel de 2,

ona : q.10? < b 10 e+a < b 8)]

Nous sommes conduit & poser, powr tout a, b, pe &,
a.lP b 1Pwgh
Compatibifité:
Si 2. 10F = o« 10%
et 5,192 = K, 10¥

avee par cxemple p <. p', alors a =g’ [P et b= 5 .107"% 2f la rela-
tion {3) montre que o < b g < B,

Le fait que la rdation ainsi défipic sur D est uae relation dordre résuite
saas difficulté de ce que la relation ¢ < b est an ondre gur 2.

Montrons par exemple ["antisyméirie :
&l a. 10 < 5,107 et §.10° < g.10%, cela veut dire :

as & et b < g (ordre dans 2)

Aol a == p {antisyméirie de 'ordre dans 2Z)
&od a.107 = b 10* (bgalité dans D).

L’ordre est total puisqu’on sait compsarer deux éléments quelconques
de . .

Sipe N, les éléments g.10° et &.10° ont &8 identifiés avec des &léments
de Z; dans ¢e cas, Pordre dans D est le mEme que Pordre dans Z, c'est-d-
dire que :

a.10% < b.10° d’apris Pordre de P wa.10® < .10 d'apris Pordro
de Z;

D’autre part, deux éléments de ia forme 1.104 et 1.10% de D ont é1é
identifiée avec les &léments 10° et 104 de G.

Or 10% < 10¢ d'aprés l'ordre de G p < g

mais alors 1109 = (10¢7) 10° (égalité daps D)
et comme 1097 » | {ordre de Z}, cela équivaut &
1,107 « 1.102% dlaprds Fordre B);
donc 1. 107 < 1.10% (d"aprés Pordre de D) < 107 < 169 (d"apris Pordre de G).
Remarquons enfin gus, s ¢.10* € D, alors
2107 04> 0

o 287 e



Bulletin de 'APMEP n°279 - Mai/Juin 1971

Lien de Yordre avec les opécations mr D,

(1) Sia, B, v sont des &éments de D, on peut lIes Scrire :
a=g, 10" B=510° ¥ = ¢, 107
a<Pawas<h
or a< berat e bt v (ordre de Ej

done
Vo,B,ved, a<PoadySpiy

On en déduit que :
Ve, B, v, 8e D,

(<P e y<BDwatyPp+S
DSia,BeDetauz0ctp>0
alors on peut écrire = g,10” avec g > O
B=5.10" avec b » 0
donc o 4 » 0 d’aprés fes propridtés de Yordre de F finalement
VYag D, Ve B, {w>0ctprGeaopfp=0
On en déduit que :
Vaoe D YVRe D VYye D, {(wux0etBry)iaPmay
en effet, § o= f—a 0, daprés (@),
done a (B—¥) > 0 d'aprds {3}, dvb af =avy.

Remorque: sica <O et B, alorsaf <oy,
En effef, (—a) est = 0, ¢t on utilise Iz formule (6).

Valeur shsolps,

On connalt application de £ dans W
a6 Z |al e W (0d [a] = sup {o, —a))

On définit de méme une application de P dans D+ {"est-B-dire len-
semnble des éléments de B qui sont positifs ou nuls) de Ia fagon suivante :
a ee B on éorit o = & 107
et on pose [ee] = la] 100,

Compatibilité ;

Si o= g 107 ==a.10° alors par exemple g == o’ 1077

a ¢t o sont des entiers de méme signe donc Ja| = g} 1077
et finalement Jaj 10° = [a’} 10*,
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L’application o — ju| 8 les propriétés d'une valeur absolue :
sVae D, la] >0car sia=a.10? g} » 0 dens &
o o} == Qas iy == 0 car si on otit @ = a.10%,
g=0eag=0<|g =0~ =0
e« Vae D, ¥Y8e D, ja] == [} {f]

car'si == 2. ]0% ¢t P = 5109, alors [uP] = jab]. 10" €= ig] |p].10P* ¥
donc jaB| = [a].10%.|b].10¢

*Yaecl, Vfe® |+ p|<ixf+|Bl (triangl)

en forivant & = a. 10 of f == 4.10" (e méme p) cela découle de Pinbgalits
analpgue pour Ia valeur absoluc dans E,

ITl. — Ecritare d'on élément de D sous forme dc nombre 3
virgaie.

Nous allons écrize un #ément de D sous la forme d'un nombre décimal
en base 10,

Soit @ = g. ¥ ua élément de D.

10 8i p = Q. 2. 197 est un entier, qu’on sait éerire en hase 10 : on dorit
[@] = {a].10° et on fait précéder cetie écriture du signe - si @ < 0. On
peut éventucllement faire précéder Pentier la| d’un nombre quelconque de
Zéros, et le nouvedu symbole représents Je méme nonmbre.

2® §i p < O wlors posons ¢ = —p; q> O

On derit alors & en base 10, exs le faisant précéder du nombre néesssaire
de 2éros, puis on compte ¢ chiffres & partir de Ia droite et on place une virgule,
On peut alors pe pas &erire les 2éros qui se frouvent 2 Iz droite de Ja virgule
et tels qu'il 0’y ait pas de chiffres différents de zéro i leur deoite.

Exemple ; 30.107% = §,030 ot 30.107% == 0,03 ¢tc.
~—35.107% = ~-0005.10* et —5.10"% = —0,008,

Compatibilité

Si a.10° = 5,104, alors par exemple g == & 107~ 9; Péeritare de o en
base 10 e’obtient 4 partir de celle de b en ajoutant p-g zéros A droite; Ia méthode
précédente permet riors d’éerire le méme nombre 3 virgule,

Technique des opérations.
Addition : .
La définition 2.10° 4 5.10° = (@ - &) [0 donne la méthode : on

ferit les nombres avec autant de chiffres aprés la virgule (éventuellement
en gjoutant des zéros A la droite de Pun d’eux), puis on ajoute les entlers

. BEP e
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obtenus en supprimant les virgules, et dans fe sésultat on place Ia virgule on
laigsant le méme nombre de chiffres sur la droite :

0,5 4 3,25 e= 0,50 - 3,25 = 3,75
Multiplication :

La définition a.10" x 6.10% = ab.10°* ¢ pous donne encore la tech-
nique : on multiplic les entiers obtenus en supprimant fes virgules, ¢t dans
Ie résultat on place a virgule en laissant sur fa droite un nombre de chiffres
égal A Ia somme des nombres de chiffres de chaque facteur placés aprds la
virgule ;

30 x 0,5 = 150 = I3
1,3 X 6,02 == 0,026
Relation d'ordre.

1 rigulte de la définition de Vordre dans B que pour comparer deux
nombres & virgule, on Ies éorit aves le méme nombre de chiffres apods fa virgule,
puis on compare les entiers oblenus en supprimant la virgule.

Remargue : pour comparer deuX entiens positifs ayant le méme nombre
de chiffres {et on pent toujours se ramener & ¢o cas), on utilise Fordre fexico-
graphique {cf. un dicticanaire), ¢'est-d-dire |

Si o s’éorit enm base 10 4 2, ... a, (ies ¢ sont des chiffres)
et si P s'éerit By by ... &,
et si de plus & £ B, alors

a<Besdiec{l,2, ... a8} a8 <b et g,~ b pour o <i

11 en résulte en particulier que ai denx nombres 3 virgulc sont tels que
1zs entiers obtenus en supprimant les chiffres aprés la virgule sont différents,
le plus grand des nombres est colui correspondant au plus grand des entiers
en question. '

IV, - Epcadrements,

1} Intervalies.

Si o et 8 sont denx décimanx tels que o < §, on pent considérer les
ensembles :
L={seB;a<x<f quen notc l; == [a, f

L ={xeb;a <x<B) quon note I, =¥, §]
Propriété ;

I, et I sont deux ensembles infinis de . Montrons par exemple que I,
est infind,

— 2 —
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= Prernier point de vue @ en notant oo = 4.10" et § = 5. 10F (avec le
méme p) slors le nombre y = (5a 3 58107 Lest tel gue r o < ¥ <-Bdoneyel,.

Eun effet, @« < P e a < b, done 102 < 5¢ -+ 3h, d'el ¢ < ¥ et on mentre
de méme gue y < §.

» Deuxiéme point de vus ; éeriture décimmale ; montrer sur des excmples
gqu'en gjoutant des chiffres A la droite de Péeriture décimale de o s ot > 0,
ot trouve un décimal § tel que ot < § < f,

Exentple ! o = 32,548 B == 32,672
alors § = 32,5487 répond A& la question
done dei.

Dans ges deux sy, on a trouvé un nombre compris stricsiement entre
o & B, en recommengant, ol troive uh nombre entre « &t y (resp y et ), et
ainsi de suite; donc I,, est nfini,

Car porticulier: s.=a. 3 B=@1DHIP
alors I, est gxactement formé des nombres décimaux de Ia forme -
x = (a.10°~ % + &) 10¢
aves GL<p et 0L < WP

on trouve 1, de fagon analogue.

2} Encadrements,

Sige Petde P, d> 0, on appelle encadrement deaidprés un, inter-
valle de "un des types :

Yo={B, v}, s =B, 9. LB, vl ou L= )R, o[
tel gue vy —P = 4 et que o apparticnne A cet intervalie,
Pour tout ae ¥ of pe &, on peut trouver g€ £, unigue,
el que 261, q = {a.10% {a 1 1) 107

Soit en effet o = b, 10,
On peut toujours suppeser g < p; en effet, si ¢ < p, alors
& == b 109 = (B1O*-P)10° et HMoereZ

I existe alors un entier g, nnique, tel que :
a.lF~ 4% b < (a4 IO
donc o= bl0%e I, , = [allP, {g + 1}I0P]

1, 4 s'appellcra Pencadrement naturel de o & 107 pris par défaut.
En notation de nombre & virgule, on obtient le nombre a.107, & partir
de Iéoriture de o, en supprimant les p-g chiffrss qui sont sur 15 droite, quitie
A remplacer per des 2éros ceux qui se trouvent & gauche de la virgule,
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Exemples:
encadrement naturel de o = 32,5 & 10 prids : [30,40f
encadrement naturel de P = 43,572 & 10-* prés : [43,57, 43,58]
encadrement naturel de v == 352 4 107" prds : 35,20, 3521
encadroment natucel de 8 = —3,7 & 10~% prde ; {37, —36

Remarque: si g <p, alos I, =1,.
et on voit facilement que n Ipo={a};
”
donc N I, , n’est pas un encadrement de o, puisqu'il n'a
Z

qu'un seul élément,

Encadrement $une somme et d'wme Efférence.

Les propriétés de groupe de B font que :
aefd, &
st PeiB. Bl
Dongc, d’encadrements de « et f & 4 prés, on peut déduire nn encadrement
de a4 B A 24 prés (car, si ag—o; == B, — B, = d, alors
(o + Bo) — (@ + By = 2d).

Remarguons cependant que, des encadrements naturels de o« et p A 10°
prés, on n¢ peut pas déduire un encadrement naturel de la somme, méme

= o+ Pefe + Py oy + B

4 1Pt prés,
Pour ia différence, i fzut faire un peu plus stiention :
si el o
et 55{51:55{
alors o Befoy — By, %y — By [ [y ~ B Sp—Bif

{donner surtout des exemples).

Encadrement d'un produit.

Soit sefz 107, (g4 .10
&t Beld 107, (04 1).107
Supposons dabord ac N ot be BV
glors sfefeb 108, (ab + a + &+ 1) 109,
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On voif gu'un encadrement & 107 prés de o ot B ne fournit qu'un encadre-
ment & (z -+ b -+ 1) 10° prés de off; on obtient un résultat analoguc on sup-

posant 2 ou b négatifs,

Exemple: _
Si ae [111L1, 11142
ﬁE [0125 0313{

on en déduit qus axfe [222, 22, 333, 3¢

1! est opportyn de remarguer & ¢e moment que, puisgue socadrement
sert surtout dans Iz pratique A deaner un ordre de grandeur de Merreus commisy
en remplacant ¢ par 4. 10°, on aura intérét & &rire mmplament, dans Fexemple
précédent, 220 < af < 340 ou of €220, 340

Inverse approché & 10° pris.

Un dément o non nul quelconque de D n’a en général pas «'inverse
dans D; (c'sst-d-dirc que D n'est pas un corps).

Montrons pat exemple gue Ie nombre 3 n'a pag d’mvcrsc dans D.

Raisonnant par 'absurde, supposons gque @.10% soit Vinverse de 3

30.10° = 1

On voit qus p doit étre négatil, sinon 3 diviserait 1 dans Z.
Posons denc g = —p; g 0
on aurait alors 3g == 10°
Cette &galité est impossible dans Z, car 3 est un nombre premier qui

ne divise pas 10, denc pas non plus 1074

On peut d’ailleurs montrer facilement que les éléments inversibles de P
sont les éiéments de ta forme 2. 10° tels gue Ia décomposition de a en facteurs
premisrs ne comporte que des 2 ¢t das 5,

Nous allons par contre mountrer qu'on peut déterminer, pour ae I et
2 e & donnds, un Slément B = 5. 107 d¢ D el que Pon ait : 0. hIOF 1 <
(b - 13 109

L’éémoent &. 104 g’ appelicra Pirverse approché de o & 102 prés par défaut,

Soit donc o = .10 ¢ B, on a vu gu'on peui supposer p aussi petit
que I'on veut (en romplagant le couple {2, p) par un couple dquivaient), on peut
donc supposer g - g << 0; le norabire 774 est donc un entier, et on pesi
eifectuer dans Z sa division eucBdienne par 4.

0P t=abtr O<r<a
OU EncoTe ah < 10~ g {b 4+ 1) f
soit {2.10%) (4,109 < 1 < @.107 (& -+ 1) 10%,

b.10% est bien I'élément cherchd,
—_ 273
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Techwique de détermination de ) s ¢ est éovit comme wombre A virgule:

Traitons un exemple ; ioverse de 7,2 & 10~% pris :
g=—3 p=—1 a=T72

16 00D[72
280 (138 d'ob b= 138
% et =038

Aufre présentation des nombres décimaux.

Cetie présentation est tout & fait difffrente de celie qui précide, et on
peut diffcilement les mélanges : i fauc faire un choix ac départ.

On suppase toujours connt Pannean ordonné 2, et un systéme de nemé-
ration de Z; sa base qui s*écrit togjours 10, sem dans fes applications le
nombre de doigts des deox mains.

Mous sllons onstraire un annecao le plus « simple » possible contenant &
et dans lequel 10 soit inversible,
Partie muoltipHeative des pubsances de 10,

Considérons Ie sous-easemble de Z suivant :
S« [10*; nelN} (ol on a convenu de poser 10P = 1)

S est stable pour la multiplication dans Z,
en effet 107,109 = 10*t 4

d’antre part, on remarque que 168 2 qus 0 £ 8,

Kquivalence sur Z % S.

On déhinit sur Z x § la relation suivante
si a, beZ et 107, 10%eS,
alors @, 1M R (5,109 < ¢. 109 = 5,10° {$galité dans &}. -

C'est une relation d'équivalence : scule la transitivité n’est pas tont

A fait &vidente :

i al(? = pIO"
et 510t = c1QF
on en déduit alQrt € = pije+e
et Bl0A* ¥ = plO5E R
d@m alﬁl"l' 4 o clO g

et puisque 107 £ Q¢ 10 = ¢10%, d"od (0, 10" R(c, 107
— 214 —
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. a8 . -
On note une classe d’équivaience 0" ¢ qui permet d’écrire

1

«ig—,mwwa 107 == 5.10*

On note P Pensemble de ces classes d'éguivalence, c’est ensemble des
décimaunx.

Addition,
Si % Ib— sont des &éments de B, sons voulons définir Teur somme
par :
a + A maiﬁ‘-{-bm’
TR [ T, A

Cette définition ne se justifie que si on montre que le résultat est indé-
pendant des représentants (4,10°) ef (5,109 des dlasses —; 5 {}, Igf; nous allons

e vérifier rapidement

a a‘ = ¥

i i alors 0. 1P = 74 .17
et si de méme b, 107 = K. 10

alors on déduit que : (@10¢ 4 BOTHOP T ¥ = (g’ 10% -} &' . 107){DPt <

ou eftcore -
4107 4 HI0P  210% L B10¥

(T T

Remargue: véduction au méme déncminateur |

W 1“gqs»::m‘. deux décimaax, avec par exemple p < ¢, on peut les
qp
réduire en les écrivant : 1§= et Ig +—+ donc deux décimaux quelconques

peuvent s'éerire - 10, 10*’

a b g% 45107 a4 b
0 7 1047 w10

fa loi précédernment définie donne alors :

Montrons gue ceffe opératon falt de D an groupe abélien.

Une fois qu’on sait réduire des éiéments au méme dénominatenr, "asso-
ci,anwté et la commutativité découlent de celles de ZF, I'é¥ment neutre cst

= (pe M), Yopposé d'un Eément —- :ma

i-th

i{i"
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Multiplication.
Nous définissons fa multiplication dans B par : — ..E’... .
10°710¢ 0Pt e
Cette définition se justifie, car si :

if, - 'ig"‘_’ (c'est-ddire 210 = @'109)
-
3 y . . . .
6% = T6¢ (¢'ost-d~dire H10% = H'10%)
Ly X
alors b 107t ¥ = g'b'}0P* 4, dong - (}ﬁ = lg’*b%‘-"ﬂ"

Lopération que nous venons de définir est commutative, associative,
et posséde un élément neu:re% {vérification immédiate),

Eléments invessibles de B,

It s'agit de trouver les élémeats - 9, ponr lesqueds if existe un &lément

10*
b JL0EhE S |
P tel que —.— i ;
ot encore ab== 107100  (égalité dans Z),
oU encory abh == 27tp Sntp

La théorie des mombres premiers montre qu'il est possible de trouver
T si et senfement si la décomposition de |af en facteurs premiers ae contient

que des 2 et des 3.
Lesz éléments inversibles de B sont donc ceux de l1a forme
_}; 2350

o ——— (e IV, Bc B, nc V)

Ondre yur D,

Comme on sait réduire deux léments de P an « méme dénominsteur »
il suffit tie savoir comparer deux éléments de 1a forme S et _f’_; Posons donc

a 10% 719
i W g b dans &,
1i faut bien entendu vérifier que cette relation ne dépend pas du repré-
gentant (@107} de 1a classe -1—3-;,,
vérifie @ a < beva. 10 £ 510 {aves pe IV).

¢s gui est immédiat car, dany Z, Pordre
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On voit aussi facilement que ia relation aingi définie munit D d’un ordre
fotal,
D’sutre pact, D muni de cet ordre est dense, c'est-d-dire que, sixe D,
Be P et a < B (strictement}, alors il existe un &ément v de B situd stricte-
ment entre « et B.

. a b
¥n effet s W'CT& .
alors i0q < 5qa -+ 5B < 104
b b
d'obs ki 343

i < T < i

(remarquons gue Z n'avait pas cette propriéid).

Tdentification de & & wme purtic de D.
Counsidérons "application / de¢ £ dans B définic par :
si ani{a)x?

1¢ Montrons que c’est un homorphisme J'anneau.

done ia - b)Y = Ha) -+ ¥D)
, ab ab ab
= r=1xi~711
done Hab} = i{a}.{(H

20 Montrons que i respecte Pordre, Cest-d-dire que
a = b < Hay < i)
en offet o < b-»‘; < %d’apfbs 1s définition de Pordre dans 8.

3% Montront que 1 est injecty.
Bn effet si ‘_1’ - fl’ ,
Tout ce qui précdde nous permet d'identifier 2/ A son image par i dans D,

don¢ nous &crirons 3& B 2 Ia place de%e b,

R i i -
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Appendice : Rappels sar les gronpes et anneaux ordonnés,

Si un ensemble B est muni d'une part d'une loi de composition interns
notée + qui en fait un groupe abélien et d’autre part d'une relation d'ordee
notée <, on dit que ces struciures font de E un groupe erdonné (ou que la
loi de groupe et ia relation d’ordrs sont gompatibles) si, pour tous g, &, c de E

on a la selation :
(e >(@a+eg b4 )

On en déduit aisément Ies régles de caleul suivantes

[a>»0etb>B =>atb>0 (0 élément neuatre de la loi)
<Oethbs ) =atba0
asdbetesdy=atcbid

Si de plus la relation » est une relation & ordre total, alers tout élément
gt 50it >0 soit <O, et (a0 =>f—a 0
S up ensemble E est muni d’une structire F'zmnean et d’sne relation
d'ordre <, on dit gue E ¢st un annean erdonné s"it vérifie les deux conditions
suivantes : 12 addition et la relation < font de E vn groupe ordonné; 2¢ 1a
multiplication les compatible avee fa relation <, ¢’¢st-A-dire que, pour tout
g, bdeE ona:{ax=0ctbm0=agbs0).
On en déduit aisément les régles de caloul suivantes
(a< b etc»0=ac<be
@< bete Oy=>ac»h
a0t b0 a0

am»0eth<0 ab0 régles des signes.

Rappefons que F'addition, 1a multiplication et l'ordre sut I’ensembls Z
font de ce dernisr um anneau totalersent ordonng.

Remargue §

La premiére présentation, donnée ci-dessus, de Pensemble des décimaux
suit de prés Ia lettre du programme officiel. Certaing préféreront la seconde
présentation qui semble phus claire et plus simple.
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e Dans Particle ci-dessous notre Coliégue Indique comiment, dans une
§ classe expérimentale, elle o introduft les rédels & partir des décimaux.,

Des décimaux aux réels

en classe de quatriéme ()

Magdekine Morre,
Toulon.

-

Une révision du caleul dans { B, 4, X) anéne naturellement & comparer
(B, +) et (B, X) et & chercher los éléments qui ont un inverse. Soit I leur
ensembile; tout élément de I s’Scrit 22.5%.{6,1)", (g, &, 5} & N®; on peut Pad-
mettre, ov Ie prouver en admettant 'unicité de Ja décompaesition d'un nature]
en produit de factours premiers. Dos exercices de calcul sur des décimaux
écrits unsi, ou bienm, 10= ou p.{0,1) %, les exposanis étant tonjours des naturels,
préparent le calcul sur les puissances de 10,

Chemin faisant on trouve de petites déductions intéressantes fear le
besoitt s"ens fait sentir) ot faciles & formaliser : Ie produit de deux décimaux
inversibles est inversible; un nombre mt.(0,1}%, (m, m) e W], est inversible
si et seulement si w est inversible,

On cherche la représentation cartésienne de la fonction de D vers B
& x a pour inverse ¥ ». Des éléves ont {racé hyperboie; les autres protestent ;
36,7 9 ... n'ont pas d'inverse; il n’y a pas de point sur telle e telle droite...

On ne sait trop si on a des points isolés on une « courbe trouée » mais
sur eeci on est d'accord ; il mangque une infinité de points,

Simultanément on confinue Ie traveil amorcé en Cinguidme, étude
d’ares fables d’opération, et on dégage 1a notion de groupe dont on a main-
tenant de nombreux exemples : (&, 4, (B, +),(1, x),desgroupes (Z ., +)
et des groupes de permutations.

On précise et distingue les eonventions — écriture additive, multipli-
cative — et le vocabulaire @ multiple (puiscance) d’un élément dun groupe.
Sur un exemple fini on dépage le calewl sur Jos pitissances Q'un élément dan
groupe. On généralise : pour tout groupe (G, #) 2 (Va, a6 () (Vn, ne ).
(2 " == (2%~ 1 Om introduit ks exposants négatifs et on admet, ou prouve,
suivant le femps dont on dispose ot le niveau de la classe, Pextension aux
sxposants négalifs, des rigles de calesl

{1} Claase expérimentale de Lycéz Bonapurie : 195570
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On fait alors du caleul vumérique vtilisant fas puissances, positives ou
négatives, de 2, 5, 10,

Si on a pu, pendant Is période guni vient d*atre décrite, obtenir, dans le
cadre des exercices et de Uexploration géométrique prolongeant celie amorcée
en Cinquiéme, les groupes de rotations des polygones répuliers, (G,, o),
on obtiendrz les classes de &, modulo 5 par exemple, comme classes d"expo-
sants équivalents -

a=@ === . =d V=g =g ¥=,,,
bmagsg e gifea ,,, = o g e g s,

4

Les permutations &, b, ¢, 4, ¢ pourront &tre codées par ces classes €t on
obtiendra {Z/w, -+) comme traduction er notation additive de (G, o).

La table de (Z /5 X) ¢at suggérés par Ia table de Iz foi externe « x (x € Gy)
&evé A Pexposant ¥ (¥ & Z) donne z {z & Gy) ».

La résoiution d'équations dans (Z/,3, +) et €€/, %) — 2 dopné —
eméne naturcllement les éléves aw caleul dass les groupes ¢t les anneaux.

Cest le moment de revenir 3 P pour ¢n montrer simultanédment Pinsuf.
fisance théorique et Padéquation 3 tous les problémes pratiques. Nous Pavons
fait 3 travers Pétude d’une dowzaine de fiches dont nous reprodutsons ici les
quatre premitres ¢f In dernidre, résumant les autres au passage.

1. — Premiére fiche : Défaunis et merites de D,

Résous sur B les équatiors @

Z.x ey (—~D.x~=6 J.x =49 0.5 =2
—035.x=3 4.% = wf x.(1,25) = —11 T.x == —48
0.7 .x =042 1T.x=24 0ix=028 1Ix=40

rans quels cas 'équation ax = b sur D a-t-clle une et une senle solution?

- 280
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2. - Quelques problémes concrefs.

3.

2.1. Soit & partager un métre de ruban en trois rubans destinés au méme
usage.

8i le métre est Punitd, o x l& mesurs des petits rubans, on doit avoir
3 x =1, Nous savons que celte équation n's pas de solution dans B, 1l
serait pourtant absurde de dire que e partape demandé est impossible ot le
ruban inutilisable!

Six=03,3x=409 et on perd 1 dm Jde roban;

Slx—~ﬂ333x-099-- - tem - -

hpartagemﬂmsrubmsdcﬁmoudemmbmsdeﬁm&tmde
34 ¢m résout notre probidme,

2.2. Congidérons le probidme d'ajustage suivant : il s"agit de préparer
trois tringles en acier de fagon que

(I} leurs longueurs différent de moins de 1 mm;

{2) P'écart entre la somme de leyrs longuenrs et le métre soit inférieus
i 1 mm.

Quelle sofution proposerais-tu sachant que to aurais & ta disposition
o instrument permettant de mesurer aves une précision de 0,1 mm?

- DPeuxieme fiche.

Nous avons vu, enn étadiant et représentant graphiquement la fonction
de P vers P ;x> x? quele graphique ne possédait pag de points d'ardonnée
2,3,5, 6,7, 8, 1f .... Rappeilons et explicitons notre raisonnement :

— 8i un de ces nombres $€sif le carrd d’un nombre entier nous I verrions
sur sa décompesition en produit de facteurs primaires : celie-ci aurait des
eXposants pairs

nte= {2530 50 |, po)t = 2V 3B 5% | pin,

Or 2, 3,5 7, 11 sont premiers et 6 =28 X ¥, § == 2%,

~ st un de ces nombres &ait fe carré d'un dérimal 4 virgule il serait
lui-méme un dérimal & virgule.

Aufrement dit les équations x2 oo 2, x¥ o 3, a5, ..., x2 == 1] n'ont
pas de solution dans D,

Par contre, rappelons que x* = 1,44 a deux solutions : {—1,2} et 1,2

— Problémes concrets.

4,5, Métre en man it test facile de te rendre compie de étendue que
représente 'unité appelée métre carrd; favile aussi de te rendre compte de
Pétendue représentbe par 2 métres carrés dés lors que tu prends un domaine
rectangalaire (2 X 1 ou 4 X 0,5 ou 1,25 » 1,6). Mais s tu veux te représenter
un carré de 2 m?, que fais-tu?

— 281 —
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4.2. L'an dernier tu as constrit un ¢ube en bristol de 8 cm (0,8 dmy)
daréte, Calcule son volume en c:lrn*IIE en cm?®, dans le but de le comparer au
litre {1 ¥==1 dm%.

Aide-toi de ce résultat pour me dire guelle mesure je dois indiguer sux
dldves pour 'aréte pour que e volume soit aussl volsin gue possible ds 0,5 dm?,
N’oublie pas que je ne puis pas utiliser le dixidme de miflimétre parce que,
méme ¢l pos instruments permettatent de distinguer deux longueurs différent
de 0,1 mm cela ne nous serait $aucune utilité puisque pos traits de crayon
ont de 0,2 mm & 1 mm d"épaisteur &t que nos découpages et collages aggravent
l’nnprémsnon.

- Mais si un papa, ajusteur 2 Parsenal, fait pour sa filie un cube en métal
il peut s'imposer une aréte nu dixiéme de millimétre Quelle sern cefte arfte
pour gue le volume soit aussi vojsin gue possible de 0,5 dm?*?

8, — Troisiéme Hche.

Dans les problémes pratiques précédents nous ne pouvons pas dire que
nous obtepons des « valeurs approchées des solutions » puisque cellesci
n’exisi¢nt pas dans B, If est plus correct de parler de « solutions apptochees ».

Chservons & que nous faisons

Probléme du ruban; nouws remplagons la résolution de ['équation
3.x = ] par la rdsolution de deux inéguations :

f—agix <}
-— pit a dépend de nos exigences — précisées par Ia condition supplémentaire
« fe n'ai que faire d’un nombre avec 3 chiffres décimaux » autrement dit

& je cherche un nombre ayant ay plos 2 chiffres décimaux ». « Ne pas perdre
plug de | ¢m de ruban » est traduit par :

a = 0,0}

ie probldme est alors exprimé par
1 —00l 3 <}
xe D, (1)

11 a pour solution : 0,33.

Le probidme dex figex dacier; il est exprimé pas
10,001 < 3x <1 40,001
xe b,

Y Dy idfde D » \0'gs 2L,

— IR
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4l Punité est le métre et si Por impose |2 condition supplémentaire « trois
tiges de méme longueur ». :

Le probldme du cube en bristol; 1| est exprimé par :
! |%® ~ 500| minimum, Funité éant le centimdtre;
i xe D,

il & pour solutios : 7,9,

Le problime du cube en métal: il est exprimé, avec Is oréme undtd par
(|x* — 500 minimum; x & By; il & pour sohation : 7,94,
On caleule, en effet : 7,93% o 498,6 ot 7942 = 500,5; on a donc

17,943 — $00] << |7,93% — 500{.
7,93 et 7,94 sont dey solutiony approchées — la premidre par défaut, Ia seconde

par exces — du probléme théorique régnmé par x? = 5!30 7,9 et & sont anssi
der solutions approchées de ce probléme.

— Quatri¢me fche,

Pour distinguer ces deux couples de solutions approchées il est commeode
de considérer les nombres positifs

[7,93 e 7,94] = |7,94 e 7,93} == 0,01 = 10™¥
17,9 — 8] = 8 —7,8] = 0,1 = 1=t

On les appelle divtances des couples (7,93; 1,94) et (7,9; 8

Définifion. — On appefle distance, Papplication de & de D? dans D*
définie par ! x; y) = |x ~ .

tn;-1)

. {_e,::-.z,#)‘

rus)

(-3;



Bulletin de 'APMEP n°279 - Mai/Juin 1971

Le mot « distance » désigns A la fois :

~ Papplication d.

-— ley images duns cette applivation.

Avec ce vocsbulaire nous pouvons dire : 7,9 et 8 sont les solutions appro-
chées, par défaut et par excds, dont la distance est un dixiéme,

Comment texpliques-tt le nom de « distance » choisi pour cette
application?

Ex. 1. Prépare un tableau cartésien de A x A,

A=[-58; —47; —3,1; —2; —0% 0; 1; 3,5; 5]

ot inscrit dans 4 case repénfe par e couple (x . 3) sa distance,

Tu peux aussi otiliser un repdre cartésien ef inscrire, & cbté du point
image du couple (x; ¥} Ia distance de ce couple. Dans ¢ cas des recherches
intéressantes oo présemtent,

Ex, 2. Calcule 4 (x; x}; compared (x; ¥} etd (¥ x). Tusais dfa; 5) =0
gue pean-iu en déduice?

Ex. 3. Compare d (x; ¥+ dipr2) & 4 (x;z) pour plusicurs triples
{x, ¥, 7). Qu'observes-tu? Essaie d'établir la validizé de ton observation: pour
tout triple.

7. w~ Claquiéme et sixitme fiches.

Cadre-résumé des propriétés de 4.
(5 fiche) § Deux autres exercices. |
{6® fiche). L'ensermble des solutions de 'éguation 3x = 1 est Pinder-
section des ensernbles de solutions 4 ot BB des inéquations sur P

(Aaa<t, B>

Si nous ignorions que cetle éguation n’a pas de solution dans P nous
pourrions chercher des solutions de (A), des solutions de (B}, en cherchant
& diminuer Ia distance d’un élément de A & un dément do B,

Exercons-nous sur Péquation : (D), a% -+ x =3

w [Cest dans cetfe fiche gu'on fait remarguer gu'on n’apprécie la
précision d'une solution par défaut gu’es I'associant & une selution par excds;
que la prévision ost cxprinvde par la distance du couple ainsi formé.}

8. —~ Septitme, huitieéme ¢t neuvidme fiches.
(7e fiche). Retour & 'équation : {8}, Ix = 1; suile crolssante {déerois-

sante} des solutions approchfes par défaut (par excés). On range les uns
au-dessus des autres les nombres dont Iz distance esi une unité décimale et

- % —
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on sncadre oes couples. Ne gardant que les décimaux encadeés on obtient *
de nouvelles suites :
5 0,3 033 0333 63333 ...
52 04 034 03M 03334 .,

Introduction di vocabulaire : quotient approché par défsirt {excks) &
un dixidéme {un centidme, _..} de I par 3,

Le nombre 0,33 est Je plas grand élément de D, dont le wriple est inférieur
&L

{7¢ et B¢ fiches), On retrouve la technique de la division étudide i’éwie
primaire.

H y qurait iméréi & repousser cette tude & plus tard i & passer directe.
ment ¢ la 9® ficke ; sinon certains léves vont oublier la définition des qeotients
apprachés par défaut (excés) @ 10 prés et son lien agvec lex encadremants
par des décimanx dont la distance ext une unité décimale, pour ne retenir
qu'un miécanisme.

Cette remarque wiest SUgpérée par une constatation um peu décevante
Jaite quelques mois pius tard chez prés de la moltié des éléves qui continsent
a Indiguer correctement un guotient approché par défaut @ 10* prés mais!

- buttent sur le guotient approcké par excés a 10 prés,

e croieni pouvoir dédidre la racine carrée aGpprockée par défsuc 4
un centidme d'un encadrerrent comme:

1,95 < a < 1,979

{9¢ fiche). Remarques * la suite £, est parfaiternient connue dés que s;
est connue.

— 5, peut &tre résumde par Pécriture 0,333 ... ou 0,3 ... appelée ...

-~ Exercices ; donner les suites 5, ¢t gy pour les solutions apprwh&s
des équations @ §,7.x =048 64.x=T.

-~ Suites 5, et 5, pour (B : x® = 1 Ecriture qui les résume; vocabulaire :
racine carrée; racine carcbe approchée par défaet (patr excés) & 10* pris:

symboles YA, A%,

— Dixié¢me fiche.

Exercices : recherche de racines carréss ot de racines carrdes approchées.
Usage de la table des carrds de 100 & 10 000.
Retour sur le probléme du cube : racine cubique.
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10. » Owzidese fiche,

ProblRme, La recherche de valeurs approchées d'un nombre ¢ a dosné
une suite s et une suite 5, résumbes par ia suite décimale illimitée 1 10,2711 .. .;
I recherche dun nombre & 2 donné des suites 5') et &', résumdes par la snite
décimale illimitde périodique : 0,7 ..., Peux-lu €crire des indgalités vérifides
par te nombre (2 + 5)? Dans quelle information peux-fu les résumer?

[Remargue. Les éléves connaissaient les propriétés de ordre sur 2}

11, —— 8i, dans Pexercice précédent, on remplace {(a 1 4) par (g~ &)
les caleuls sont un peu plus pénibles sans machine. On trouve !

T4 . <ab <84 gardons 7 <ab«<y

7,907 9 <a.b <8018 & gardons 79 <a.b <81

7980... <a.b<799... gardoms 798 <a.b <800

798983, .. < 4.5, < 7.,98893... gardons 7987 < a.b < 7,989

Nous avons obtenu des encadrements par des décimaug de distances 2,
2,107, 2.167%, 2.1672 WNous pouvons cependant en déduire

7 <ab<B® {aveclapremidre ot la troisidme Hgne)
74 < ab <80 (avec Ja deuxidme ot la iroisidme ligne)
7,38 < a.b < 7,99 (avec la troisidme et Ia quatritme ligne)

informations résumées par le décimal illimité : 7,98 ...

12. — Les valeurs approchées par défaut et par escss d’un nombre 4
sont donndes par la suite décimale Hlimitée 1,3 . ... Examine jes encadrements
de 4d, puis de 34

14, — Les valeurs approchées par défaut et par excds d’un nombre a
sont données par fa suite décimale llimitée 2,339 .. .. Compare ce nombre a
au nombre déeimal b = 2,34,

¥
. »

Remanque. -—— Celques anires exercices mexigeant pas de calculs fasti-
dicux ont & donnés en devoirs; il y aurait en intérét 4 multiplier des cxercices
comme Pexercice traité du paragraphe 12, aprds l'introduction des nmombres
réels pour éviter Vambigultd qui s'introduir dans cette dernidre fiche, sur
Pexistence ot fa nature de ¢es nombres g et 5.

Bien entendu Pétude de ces onze fiches prond un peu de tomps; mais
an sent bien qu'il s'agit B ¢'une étape essenticlle, Chemin faisant lo désir
de postuler Pexistence d*un invexse pour tout décimal ¢t d’une racine camés
pour tont déeimal positif s2 fait de plus en plus sentir et s professeur n'étonse

— 286 —
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personne en commengant & parler d’un ensemble dﬂmﬁﬁw dont MW
est admise par les mathématiciens pour satisfaire § oox ads;nm -
Cest pourquoi Pambiguité de la fiche 11 n'egt pus ‘ghonme. . -
Pen aprés trois fiches présenfent I'ensemnble” des nombres réels s&ns
dépasser les exigences des éldves -
= Ro P, R=R'uR; {0}=Rr-~R.
— Addition. et multiplication prolongent celles des décimaux on faisant
de (IR, ) ot (IR,, X) des groupes abéliens et en conservant la distributivité.
- — Existence d'utie et une seale racine rarrée pour touf réel positif.
- Extension des définitions : @ » b e (g —b) ¢ D*.
~- Définition de la valeur absolue : (4] = Max (a, Lma)

Remargues sur Pétwde des onze fiches,

L'étade des qnatrs premléres a éth Pobjet dun travaﬂ d’équ:pes de froiy
éldves, mené & ln demande des éidves dune maniére intensive, sans dispersion
sur d'autres sujets, pmdant les quatre heures hebdomadaires, Elle a 66 trds -
amimée. Au départ j'ai dA répondre & beaucoup de questions (hésitations sur
le systdme métrique en parsiculier) mais le travail demandé a éié bien compns
et les erreurs dinterprétation péu nombreuses.

Ensuite le travail s’est progressivement - indmduahsé travail par tnbie
de deux, puis travail individue! sur les dernifres fiches pour me permittre
de vérifier "assimilation.

Je suis convaincue qu'avec celte approche nous avons employé notre
temps de fagon beaucoup plus profitable gwavee voe construction des ration-
nels. 1 est clair que ke temps dont nous disposons impose una choix ; en choisis-
sant de construire ) on remef i plus tard l'introduction du caloul approché
¢t les prémices de I'analyse {« TOt et progressivement ») et on laisse dans
Fombre I8 potion de réel, ou bien on 1s dissimule sous celle des racines carrées.

Nous avons Pavantage de traiter une seule foig e caleul sur les guotients,
trds rapidement et sans aucune difficults. Bien entendu le caleul numérique
fait slers place 3 deux sottes d’exercices = ceux ol la réduction au méme
dénominateur est naturelle; ceux ol glest le recours 3 vuc valeur approchdée
décimale. Nos collégues physiciens devraient assez rapidement s‘apercevoir
d’un changement. En 1974 il sera déja iniéressant de les entendre; A condition
quils n'oublieni pas que le premier cycle doit rester lc lieu oll on aborde les
notions, {echniques et savoir-faire de base, sans prétendre rien achever,

o 28T s
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La premidre pariie de cet article se propose de préciser Ia place de
Penselgnement du calew] mumérigue en Quatridme dans Pensemble de la
Jormation de P'éléve.

La deuxidme partie est une esqisse sommurire de la théorie sous-jacente
& Pintroduction des décimaux ei des réels en Quairidme; elle ne jait appel
qu'a des commaissances élémenidgires sur fes ensembles ordomnés, les groupes
&t les corps.

Les décimaux et les réels
en quatriéme

E. DEAAME,
Poifers,

1. — Objectifs et méthodes pédagogiques.

Parmi les nombreux objectifs que ’on pent se fixer en enseignant le
caleul numénque en Quatridme, nous wen retiendrons que quelques-uns
dont il est inutile de sonligner "importance, tant pour la formation du futur
scientifigue que pour la formation de I'homme de notre sidcle, quelle que
suit sa destinée.

1.1, Apprentissage des techmiques de calenl nmmérigoe en vue des applicaiions,

Dans e monde contemporain, ol le nombre envahit tous les domiaines
de Ia vie, I'éléve doit étre familarisé avec le nombre décimad, car ¢’est toujorrs
en décimaux que s'expriment fes résultats des mesures {physiques ou statis-
tigues), ot ¢’ast par lo trochement des décimaux que s¢ font les calculs sur
les réels,

On devrait pouvoir exiger de P'éléve sortant de Quatriéme :

a)y (il commaivse la signification dez opérations uswclles sur les décimanx
(qu’il sache par exemple {raduire par des indgalitds lo fait que 0,53 est le guotient
approché & 10™% prds par défant de 7 par §3);

b)Y Ou'il sache pratiguer avec oisance ces opératfons (par exemple,
copmaissant le produil de 17 par 42, trouver le produit de 0,017 par 4,2 ou
de ¥7.108 par 42,1079, H est & noter que, dans ia pratique, on utilise aussi
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bien la représentation des décimaux par des nombres 3 virgule que leur repré.
sentation par des produifs ¢. 10 (¢ e &, p € &) ou eneore par des produits
du type a. 107 (1 < la] < 16; pe Z)

412,64 = 41 264 .10™2 = 4,126 4. 102

11 est utile de savoir calculer sur les décimaux sous ces différentes formes
et de savoir passer rapidement d’nn mode de représentation A un autre.

¢} Qu'il sache préveir Porvdre de grandewr d'un résufiat. Par exemple,
si x = 0,125, c¢ qui importe n'est pas de savoir que % a 15 chiffres aprds
[a virgule, mais que x% est de 'ordre de¢ 2.107%, 5i on cherchela vitesse moyenne
d’un avion qui parcourt Paris-Bordeaux ca 1 h 10, on peut trouver 500
km /h, mais sfirement pas 50 km/h, ni 5008 km /b,

La pratigque du calcul & Ia machine est, 3 cet 8gard, trés &ducative, puls-
qu'elic oblige 'éléve & ponser & Iz place de¢ la virgule

d) Qu'if posséde ume certuine malirise du calcul des encadrements, mais
surtout, quw'il ne cherche pas & retemiv de o receftes 5 & ce sujef. Josquti
présent, Penscignement trop tardif du caleul des encadremcnts en ma-
thématiques a contraint les professeurs de technologie ot de physique 3
donner aux éléves des « recettes » pour calcnler Pincertitude sur wnpe somame
ou sur un produit; la mémorisation prématunée de ces recettes a bioqué
beancoup d’entre eux a tel point qu'en classe de Mathémathiques Snupérieures
ou dans le Premier Cycle des Universités, ils sont encore incapables d’aborder
sainement un probiéme d’analyss numérigue.

Puisque les ives de Quatridme vegoivent paralidlement un enseignement
de techpologie, it importe de faire trés 13t le lien entre le langage du techno-
Togue ot cefui du mathématicien ?

4 x4 est use valeur approchde de x & 0.5 prés » signifie que

X0y x < x+ 0,5

En mathdmatiques, ces dernidres indgalitds sont, sans aucun douts, des
inégalités au sens large (penser aux tables de logarithmes dans lesquelles
¢log ¥ = 0,35274 4 0,5. 10~% pris » signifie que log x € [0,352735; 0,352745]).
Si le technologue préfére les inégalités sirictes, on peut convenir gue

xg“*“'ﬁ,s < % <x°~'.,-0,5
s¢ lit -

« x, est une valeur approchés de x & moins d&¢ 6,5 prés ». Mais, de toute
fagon, dans un probléme concret, la distinction enire les inégalitds lacges
ct les indgalités strictes est illusoire.

En réalité, dans un véritable probléme concret, on ne S'intéresse pas aux
extrémités de Pintervalle d’encadrement, mais A la probahilité pour que
1x — x,] soit inférienr & un & donng. Le bagage mathématique des éléves de
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Quatridme est encere trop mudimentaire pour qu'on puisse leur faire toucher
du doigt le fond du probléme; mais ce n'est pas une raison pour bannir les
problBmes concrets du cours de mathématigues de Quatridme. Bien, aun
coniraire, des allusions au concret sont indispensables & tous les niveaux de
PVenseignement ; mais, & un niveau déterming, on ne peut aborder les problémes
concrets gu’avee les outils dont on dispose & ce niveau, tout en faisant remarguer
que ces outils ne sont pas parfaits,

1.2. Apprentissage de la déduction,

Contrairement 3 une opinion eacore trés répandue il y a guelgues années,
t'étude des nombres fournit, mieux encore que Péude de espace, un grand
nombre de situations propices au développement de Pesprit déductif.

Maig il serait prématuré, en classe de Quatriéme, de donner A ['dleve
une ¢onstruction compléte des ensembles de nombres on tous les axiomes
et toutes les démonstrations seraient explicités {de méme qu'il serait prématuré
de lui donner une véritable construction axiomatique du plan affinecu du
plan eaclidien).

La construction que mous proposons dans la deuxidme partie de cet
article n’est qu’sn il directeur & "usage du professeur. Celui-ci devra choisir
{dans le cadre de ia construction que nous proposons ou de touie construcs
tion équivalenie) {es propriétés qu'il admet et celles dont la démonstration
est sufisamment simple ot suffisamment dducative pour pouvoir étre proposée
aveo fruit aux éRves,

Ce qui importe, cest qud 1a fin de la Quatriéne, Példve soit capable
de ressentir que, dans telle ou telle situation, une démonstration s'impose
{nécessité de démontrer une propriéid qui n'a &té que constatée pour quelques
valeurs d¢ n, nécessité de démontrer la réciproque dun théoréme, ctc.), of
soit capable de fiaire une démonstration simple 3 partir de prémisses gn’on
iui rappellera si ¢'est néoessaire.

Voici, par exemple, sous quelie forme la démonstration de la compa-
tibilité de Pordre ¢t da I"addition dans I'ensamnble des décimanx a été proposée
aux éléves des classes de Quairidme expérinientale de Poitiers :

Exercice,
On sait que a 2> b, on se propose de comparer {g - ¢} et £ 4 c};
pour ¢ela on calcule lenr différence.

Vous ubilisez les propriétés :

® Yaddition est sssociative ef commutative.

@ pour retrancher un décimal, on gjoute son opposd,

@ la somme ¢'un décimal et de son opposé est égale 3 0,

a 201 e




Bulletin-de TAPMEP n°279 - Mai/Juin 1971

@ Topposé de la somme de deux décimanx est égal & 1a somme de
leurs opposés.
(3 0 est élément neutre pour I'addition.

Appelons d Ia différence {a + ¢} (b + ¢h

d= (@4 )—d+ )

?

d=(a+ )+ opp (b + )

O

H

d=1(a+ cy+ (opp b + opp ¢}

0

d={(a-+ opp b)+ {c + opp ¢}

¢

d=a-topp &40

¢

d=a4+opp b

Yous aviez d = {a + ¢} —{b + ¢), vous avez obienu d=a—b;
quelle est votre conclusion?
Pouvez-vous répondre & Ia question posés au début de Pexercice?

d=a—p

Cet excrcice, posé en début d’annéde, n'est qu'un premier stade dans
initiation a la déduction. Au stade suivant, des démonstrations sont proposdes
toujours sous la forme d'organigrammes, mais en Jaissant plus d'initiative
3 Méléve. Enfin, & un stade ultérieur, il faut initier 1'éidve A Ja sédaction d'uae
démonstration,

— T2




Bulletin de TAPMEP n°279 - Mai/Juin 1971

1.3. Dévelappeinest de Uintuition nomérigne et préparation asx raisonme-
ments d"amalyse.

Co serait une etreur de céntrer Peuscignement des mathématiques sur
la déduction : l'enseignement de la [angue francaise ne se réduit pas B celui
de la grammaire, 1'enseignement de la musique ne se ré&duit pas 4 cehui de
I'harmonie. Beaucoup d'idées mathématiques, simples et férondes, sont
aceessibley sux éléves bien avant qu'ils me soient capables de démontrer tous
les théorémes qui, logiquement, leur sont antérievrs.

Plus important que 'apprentissage de la déduction est lc développement
de Pimruition mandrique.

Clest cette intnition qui permetira 3 Példve d'utiliser avec efficacit® ses
connaissances mathématiques dans les autres disciplines scientifiques ot dans
les problémes posés par la vie cotirgnte,

Cest elle gui lni permeitra d'aborder dés le second cycle des notions
d’anaipse qui, poar la plupart, n’étaient enseignées autrefois gu'en Tenminale
ou en Faculié et qui, dans ke monde moderne, sont congidérées comme les
éments de base de toute cullure scientifique : les notions de Hmite, de cont-
nuité, de dérivée, d'intégrale,

En Quatritme, les seules notions préparatoires A "analyse que I'on puisse
introduire somt celles d'intervalle (ouvert ou fermeé), de distance, de suife
emboltde d'intervaliss. Mais if est possible de trouver des probldémes tout 3
fait élémentaires et concrets qui font appel 3 des types de raisonnements
propres A Panalyse.

a) Problimes de majoration.

Sk on coamait un encadrement d’un décimal x, par exemple :

L7989 < x < 1,961, (1)
on peut en déduire d'autres encadrements :

1,79 < o < 1,91 (2)

L7 wx <2 (k)]

Cette majoration de 'amplitude de Pencadrement ne peut pas &tre faite
sans précautions : un éldve habitué trop tht & négliger awrait tendance &
remplacer {1} par

18« x <19

Le choix entre les encadrements {1), {2}, (3) est guidé par des considé-
rations d’opportunité : précision permise par Ies instruments de mesurg,
par la machine & calculer utilisée, commodité des cafeuls ulbiricurs A effectuer
4 la main, ete. Ce choix exige une démarche de V'esprit, dont tout automa-

-
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tisme est excly, e Qui n'a rien & voir avee la dédustion: nous sommes loin
de 'enseignement traditiennel de Ualgébre en Quatridme, oi alterpaient les
calouls {automatiques) et Jes démonstrations; mais nous sommes trés prés
des raisonmements utilisés en physique ef aussi en analyse -

Le choix de 'encadrement le plus « raisonnable » d’un résultat numé-
rique est analogue au choix du « meilleur » a correspondant 4 un £ dooné
dans une démonstration de continuité et au ¢hoix du majorant le plug « come
mode » dans la démonstration de Ia convergence d’une série.

) Problémes du type : « on denne &, irOUVEZ & .. ¥,

I*t exemple : lo quotient approehé & 10™¢ pris par défaut de 652 par 27
est 24,148 148,

Pour que 27 x soit une valeur approehée de 652 & 1077 prés, suffit-il
de prendre pour x

24,17 24,147 24,1487 "

X exemple r on donne deux d&cimanx s'dcrivant chacun avec un grand
nombre de chifftes & droite de la virgule. Combien fautsl conserver de dédci-
males pour obtenir leur produit & 107 prés?

Le premier exemple est une approche expérimentale de la continaité
de Ia fonction x+» 27 x, le second est une approche expérimentale de Ia
continuité de la fonction de deux wvartiables : {x, ¥) v+ xy. Mais la notion de
continuité ne pourra &tre explicitée que bien plus tard, guand les éléves sauront
manier les quantificateurs.

Le réle des figures.

Chez bteaucoup d'éléves, lintuitior numérique a besein d'un suppert
graphique.

Pour mettre en évidence des propriéiés de R ne faisant intervenir que
I'ovdre, on pent se contenter de classer des nombres réels en respectant leur
ordre mais sans s'intéresser aux longueurs des intervalles qui les séparent :

i5 45 15¢ 46 L I,,m[nz}
1y T

? I “n ] 1, <[15; 14]

In I =[156; 157]
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Mais, pour fes propriétés de B, on de IR, qui font intervenir la strectare
despace métrique {'esi-a-dire la notion de distance), seules les figures &
Péchelle sont suffisamment suggectives !

- /I‘ W I-t

PP -~ v M

1 %N, 2
Fro. L.

Matureilement, on peut reprocher beaucoup de choses aux figures
impossibilitd de distinguer les décimaux des réels non décimaux, risque de
confusion entre « propriété constatée sur 1a figure » et « propriété démontrée ».
11 faut que les éidves sachent gue ls figure n'est pas Fobjet de I'étude : ce n'ent
qu’un suppori pour l'imagination. Elle joue le méme rble gue Iss diagrammes
de Venn pour Pétude des ensembles : elle o'z pas plus de valeur mathématique,
mais efle g autant de valeur psychologigue,

Dans une olasse de Quattidme expérimentale, les &dves avaient 3 encadter
le poids du contenu d’une bouteille connaissant un encadrement du poidy
de la bouteille pleine et un encadrement du poids de la bouteille vide. lis
n’ont vraiment compris ie probléme qu’sprds 'avoir traduit par un graphique,
mais i a fallu qu'on jeur demande exphicitement de tracer ce graphique (ils
1’y pensent pas d’eux-mémes). A un niveau plus avancé, les étudisnts évite-
raient bien souvent des calenls inutiles s'ils §astreignaient 3 faire une figure
(ou, tont aw moins 3 essayer de s'imaginer la figure}.

Hormis cher quelques sujets exceptionnels qui viennent au monde aves
Pintuition numérique, celleci s’acquiert par ls tracé effectif de nombreuses
- figures. Ce n'est quw'aprds en avoir tracd um mombre suffisamment grand gue
Ies éléves arriveront & s'imaginer les figures « dans feur t8te » sans les tracer
effectivement,

L& comparaison avee le dictionnaire,

Nous venons de signaler que toute représentation praphique ne peut
donner gu'une idée grossitrement approchéc de la structure de . Pour
développer Vimtuition du nombre réel sans inculquer d’idées fausses, il est
nécessaire d’en varier les représentations imagées. Voict une « image » de R
qui, elfe non plus, n'est pas parfaite, mais qui, miewx que a figure, rend compte
des propriétés d'ordre de R.

On imagine gu’on classe daas an dictionnaire tous les mots (Pvn nombre
fini de lettres) que Pon peut former avec les 28 lettres de 'alphabet, Puis on
intercale dans ce dictionnairs des mots illimités; par exemple entre bar st
bas, on peut intercaler une infinité de mots illimités tels gque barsaq...,
barcdecdecde..., ... (remarquez qu'sntre bar ot bas, il y avait aussi une infinité
de mots limités),
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Cetée situation présente une grande analogie avec le passage des
décimaux aux réels, les mots Hmités jouant le xble des décimaux et les mots
illimités Ie r8l; des réels non décimaux. Cette analogie serait parfaite si on se
bornait aux néels de Pintervalle [0; 1] et si on convenait didentifier des mots
tels goe bas, barzzz... & basaga... {de méme qu'on identifie 0,533; 0,522 994,
et 0,523 000),

2. — Une théorie flémentaire des décimavx et des réels.

2.1, Introduction des décimamx,

Dans les classes antérisores, la nécessitd d'introduire des nombres non
entiers a &t¢ ressentie par les &léves & propos des problemes de mesure. 1}
n’y a pas lieu de revenir sur cette motivation en Quairitme. Le moment est
venu de développer chez 1'éléve le concept abstrait de nombre décimal :
si 1a notion de décimal reste attachée & un exemple concret {celoi de Ia mesure
des lengueurs par exemple), il sera difficile de concevoir laspuissance ##™ d*an
décimal, de ressentir 1a nécossité d’introduire des nombres non déeimaux, ete,

Voici, dans ses grandes fignes, Ie principe d'une introduction possible
des décimaux, introduction qui se veut abstraite, mais trés proche des tech-
niques de calenl wtiies avx éldves de Quatridme.

@) On considire des symboles tels que :
... DDO 018 206, 493 000 000
... 000 000 120, 000000 000. . .
e {0 287 000 000, 000 600 000. , )
L T 000 000, 000724 000, . .)

Chacun de ces symboles est constitué par wne saite de chiffres illimitée

vers la droite et vers la gaoche, séparde en deux parties par une virgule, et
précédée ou non do signe ~; les chiffres sont tons nouls saaf un nombre fini

d’enire cux.
On identifie les symboles

... 000,000, ., et — (... 000,000...}
L'ensemble ainsi défini se note I (ensemble des décimaux).
b} On identifie les &léments de D dont tows les chiffres 4 droite de la
virgule sont muls aux éiéments de Z

... 0D0OIB,000... est identifis & 18
e {... D40 100,000, . .) est identifié & 40 100

La paire de symboles {...000,000...; — (...000,000. ..} est identifide
ap

e IHE
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¢) Dans D, on définif la mudtiplication par 10 de la fagon suivante (déca-
inge de la virgule d’on rang vers la droite), on pose ;

(.. Coufgnre By Bupy Boge .6 50.. 3 X 10 = Oaya,. .. .0pa. .y,
2_p...@ ... ¢, pour fout x & &, [0.x = x.10.

Cette définition généralise la rigle bicn connue de multiphication d’vn
entier par 10.

d) De colte définition résulte Pexistence d'on élément a2 B fel que
2. 10 = D =],
..009, 100000. ..

On nots a == 1072, et on définit la mu]t;pﬁcat:on pat 1071 par décalage de
la virgule d'un rang vers Ia gauche.

On vérifie que 107, 109, . .., 10" admetient respectivernant pour inverses
af o ..., 0" (guon nots aussi 10—, 10~2, ..., 10-" et qui s’écrivent
L L00150,, ;L0001 00. .. et

On peut i meitre en éviderice les propriétés de groupe commnutatif
de Vensembie {10%; p e &} pour la multiplication et les régles de calcul dans
cE groupe

Yne &, WweZ, 19°.10% = 1Q#+*
(0% = 10"

On définit Iz produir d’um décimal x par 10"(n ¢ Z) en itérant » fois Iz
multiplication par 10 si n > 9, en #érant jn| fois la multiplicatien par 1¢-1
i # < O {décaiage de la virgule de » rangs vers la droite ou de |n] rangs vers
Ia gauche}.

¢} Cette dernigre définition pemmei de metire, de plusicurs fagons, tout
décimat sous laforme . i "we Z, ne )
(par exemple, —{..0F7,2900, , ) == —2729 . J0~ 8 = — 27 200, 1073 = . ..}
On définit alors g somme et le produit de deux décimanx quelcmque.i
par tes formules :
@.107% - 5.10~* = (@ + B). 107" 0
3.10°% X 5.10°7 = 0.5.107(+® @)

On vérifie gue les seconds membres de (1) et (2) ne dépendent pas des
représentations choisies dans le premier membre : par exemple, la formuie (1)
donne :

30678 4 50 107 % = 53.10~2; 30,1077 - 500.10°% = 530.107%
£3.107% et 530,107 ® représentent le méme élément de B,

On démontre que, muni des lois de composition internes définies par (1)
et (2), D est un anneau commutatif, et que Z ¢st un sous-annean de B.
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- Fy L'ensemble B des décimaux qui sont représentés par des symboies
non précédés du signe — est stable pour Paddition et pour la multiplication.
On convient d’éoerire

X ¥

si ot sculement si ¥y — x est un élément de D .
On démontre que la relation notde < est une relation d’ordre total dans
B, et que cette refation d’ordre ost compatible avec la siructure 4 anneau de D ;
Yae D, Voe B, Yee D, a<b=>atc<dte (3)
Vae B, Ybe D, Yee B, alb=ac e )

Les propriétés des inégalités dont on fera courammeni usage dans fes
problémes sur les encadrements sont des corollaires de (3) et (§) : addition
des inégalités membre 3 membre, multiplication membre &2 membre des inéga-
lités entre décimaux positifs,

22 Struciure d’cspace métrigue de B,

a) Op démontre que a distance dc deux décimaux x, »,
d(x, }’} = lx——-yl
posséde les propriétés suivantes {propriéiés caractéristiques des distances) :
dx, v) cst un réel positif (o un décimal positif) et
Ay, y)=Qepx =y
&x, y} = d{y, x}
dix, 2y < dx, y} + d(y, z).

On dit encore que D, muni de la distance 4, est un espace métrique.

5 Dans tout espace métrique E, on définit les notions de boule ouverse
et do bowle fermiée:

SiaeEetsire R, la boule cuverte de centre 4 ¢ de rayon 7 st P'en-
semble des éléments x de E tels que (g, x} < r; la boule cuverte de centre 4
et de rayon r est Pensemble des éldments x de B tels que die, x) < ».

Dans D, ia boule ouverte (respectivement fermée) de centre a ¢t de rayon r
n'est awmtre que Pimtervalle ouvert (tespectivement fermé) d'exitémités ¢ —r
et @ r.

Lrintroduetion de ce iangage ost commode pour &tablir fa Haisen entre
¢ langage des encadrements et celui des valeurs approchées @ « x, est une
valeur approchée de x 3 £ prés » signifie que &x,, X) < &, Cest-A-dire que x
est ancacdré par Is couple de décimaux x, - g, ¥ + £,

¢} Dans tout espace métrique E, on définit je diemdtre d'une partie

bornée queiconque A de E : c’est la borne sapdricure de d{x, 3}, x, y étant
deux dléments queicongmes de A,
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Le dizmétre d'un intervaile de B est Ja distance de ses extrémités,
- Cette notion correspond A celle d'amplitede d'un encadrement (rap-
pelons que, si on & choisi comme valeur approchée fe centre de Vintervalie
d'encadrement, Fincertitude est égale 4 Ia moitié de I'amplitude de Jen-
cadrement). '

2.3. Insaffisance des décimamx.
8) Lacanmes de natwre algébrigue.

Dans I, certaines équations n’ont pss de sofutions @ 3x = 1; x* =2,
Xt = -] ole,

Cette remarque ne conduit pas & l'introduction de R, mais plutit 4
ceile de 'ensemble des nombres algébriques ou de certains de ses sousensembles
{ensemble des rationnels, dos réels de la forme e + & 15 alage@etbe@,
des complexes de la forme g +bioh ac @ et be @, sic)

b) Lacuimes de nature topologigue,

Ou appelle suile emboitée d'intervalles {dans un ensemble totaloment
ordenng, B ou R par sxemple) toute suite ¥y, Iy, ..., 1, ... d’intervalles de
cet ensemble felle que

Lk>LohLio .2l g o ...

Dans B, il existe des suites emboitées d'intervalles ferméds dont Iinter-
section est vide, par exemple
L=0; 1}, I, ={0,3; 04], I,=[033;0,34), ...,
1,.==[0,333...33; 0333...34] (» chiffires), ...

On verra uliéricurement (mais pas en Guatriéme) que, dans R, celd ne
s¢ produit jamais  route suite emboitée d'intervalies fermés de R a une inter-
section nown vide.

Cest 1 que réside 1a raison profonde pour laguelle on est amené & pro-
longer D en un ensemble plus riche gn’on appeliera R, Cette différence fonda-
meuntale enire & et IR ne pout pas &tre énoncée dans toute sa géndralité en
Quatridme. Mais il ne faudra pas manquer de la faire ressentir & propos des
exempies proposés par le programme (recherche de P'inverse et de Ia racine
carrée). Ces exemples, étudiés sous leur simple aspect algébrique, ne consti-
tueraient pas une motivation suffisante & Pintroduction des réels.

Ce mest pas la représentation graphique des décimaunx par les points
d'une droite qui rend intuitive ces lacunes topologiques de I : pour mesurer
des longueurs, les décimaax {¢t méme souvent les déeimaex dordre 2 ou 3)
sont largement suffisants. Toute motivation de Vintreduction des réels basée
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exclusivement sur des problémes de mesure (au sens physique) ne pent que
donner des idées fausses ou incomplétes, Co n'est pas une raison pour renoncer
sox fipures, mais il faui que 'éléve sente qu’an moment od on introduit fes
réels, on fait un nouveau pas dans Pabstraction, dans Pidéalisation (la compa~
reison aves le dictionnaire signalée plus haut (1.3} n'est pas déplecde ici, car
il g'agit d’'un dictionnaire imaginaire, d'un dictionnaire idéal).

I4. Infroduction d¢ Penseable ordonnd des réels.
a} Swites décimales illimtitées.

En analysant le critdre qui permet de décider si un décimal représenté
pat une suite Phimitée de chiffres est inférieur A un autee décimal, on s"apergoit
que, dans le « dictionnaire » des suites dlimitées de chiffres, on peut en inter-
caler de nouvelles telles gue

...0D12,325 325 325 ... {période 329)
— (...0000,024 242 424 ..} ({période 24)

. .0000,123 436 789 101 112 ... {suite des naturels £crits en
baze 103

Comsie dans les suites illimitdes introduites au paragraphe 2.1, tous
les chiffres situés & gauche d'un certain chiffre sont nuls; mais ici, il peut y
avoir, vers la droite, une infinité de chiffres non nuls.

Nous passons sous silence ’énoncé explicite du critére de comparaison
de deux swites déeimales illimiiées et la démonstration du fait que, dans Pen-
semble des suites décimales iflimitces, ia velation « est une refation d’ordre
total.

On peet remargquer Gu'entre deux smtes décinales illimitées distinctes,
on peut on intercaler une infinitd d'autres, sauf duns le cas o Pune delles
représonte un décimal

008, ... 8.8y ...a_,0... (@a_,#0
et o avtrs §'éerit
o O00a, . g Gy -8 pgs (@ 10999 ... (période 9)
Par exemple, entre ... 01,00 ... et ... 00,999 .. _, on ne peut intercaler

aucune auvtre suite décimale illimitée. Nous dirons que deux telles suites sont
« consécutives ».

b} Nambres réels.

Dans Pensemble des suites décimales Mllimitées, on identifie les suiten
« conséeatives ». On obtient ainsi un nouvel ensembic quwon note R (ensembile
des réels).

e S
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Ern somme, yn nombre réel est ;

- s0it une suite décimale illimitée {précédée on non du signe —) n'ayant
pas pour période O ni 9, _

— s0it une paire de suites décimales iflimitées consécutives.

Cette paire de suite est identifife au décimal représentd par I'une d'entre
eiles : par exemple @

Lerdet{...01,00...; ... 00,999 . }estidentifié andécimal ... 01,00...
{c’est-3-dire 3 Pentier 1).

Donc D« R,

Pour définir Ja relation dordre dans IR, il est commide de convenir gu’on
choisira toujours, pour représenter un réel, une suite décimaie n’ayant pas
pour période 9; {a comparsison Je doux réels se raméne alors A la compa-
raison de devx suites décimales illimitdes. La relation « dans R est une rela-
tion dordre tofal, qui profonge la relation d’ordre dans .

{in pent démontrer simmplement gue fout intervalle ouvert de R contient
wne infinité de décimaux ot une infinité de réels non décimaux (P et R— B
sont demses dans R).

On peut aussi {mais ¢'est moins facile) démontrer jes deux théorémes
suivants ;

{1} Si une suite embofide d’intervalles de R, 4 exirémiids décimales est
telie que, pour tout s e B, il existe ue infervatle de I suite dont Je diametre
est < 1077, Pintersection de tous les intervalles de cetts suite st ns singleton
de R

{2} ‘Toute suite emboitée d'intervalles fermés de R a une intersection
non vide,

Le théoréme (2), qui ne fait intervenir que Pordre dans R, est un théordme
dexistence.

Le théordme {1) permet de démontrer 4 la fois l'existence et I"unicité
d’un réel; il fait intervenir Ja notion de distance (mais s"agit de Ia distance
de deux décimaux ; iz distance de deux rédsls quelconques n’sz pas encore
£té définic).

Clest oo {héoréme qui sera utilisé (mais peut-&tre pas de fagon explicite
dans nos classes) pour définir fa somme et le prodduit de denx réefs.

2.5, Opérations sur les réels,
a} Encadrementy canonigues d'an réel.

Le réel x == ... 02,742 749 749 ... (période 749} admet pour enca-
drements

135y ZT<x<28; 2M<x <275
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Les intervalles [2; 3], [2,7; 2,8, [2,74; 2,73), ... de R forment une suite
emboitée vérifiant les conditions du théorime (I} dnoncé ci-dessus (§ 2.4),
Ils ont pour intersection {x}.

1L est commode d'appeler « encadrements canonigues de % » les encadre-
ments fournis par ces intervalies,

Un décimal admet deux suites d’encadrements canoniques :

220 e 3; 21 < 2,1 < 2.2; 21021 < 28,
20213 20 2.1 <02.1; 200 < 21 < 2,10; |

qui correspondent aux deux suites décimales illimitées qui le représentent :
2,1 == 2,100 00 ... ==2089 9% _,,

b} Définition des opérations dans R.

Ftant donnés deux récls x et y définis par des seites décimales TFmitées,
on peut leur associer des encadrements canoniques :
(ﬁm b[l): (alﬁ bl)r srey (ﬁ‘, bn) vex POUE X
(Cﬁs ‘{ﬂ)’ (c:{: dl}s vy (C Ay dg) A poul‘ y..

On démontre que les intervalles
[%_?"‘:ﬁ: bﬁ";'dolﬁ £a}.+cl! b1+djls AR [a,“‘i‘f., ba +["ﬁ]! -

vérifient les conditions du théoréme (1}, Leur intersection e¢st un singleton
de R, soit {z}. Par définition, z est la somme des réels x et 3.

Si x et ¥ sont des réels posififs, on démontre que les intervalles
[“uscm bnde}s {glclr bldﬂ, ‘ary {ancns bld!]l as

ont aussi pour intersection un singleton {1} de B, ot on dit que £ eat 12 produit
des miels x ot w
On définit ensuite le produit de deux réels de signe quelcongus par :

(X} ¥ = — (X9} = X (—9); (%) (~¥} = x),

Dies démeonstrations (assez laborieuses) permeftent de montrer que 288
deux opérations définissent sur R une structure de corps, et que Ia relation
d'ordre dans R est compatible avec ces opérations.

En particulier, on peut théoriguement démontrer & partir de ce qui
précede que tout réel non mul est inversible. 81 on prend cette propriété comme
axiome, ce west pas pour des raisons logiques, mais pour des raisons de
commoditd {la démonstration est difficile}.

— 0 —
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L’article précédent dormoil des inddications adaptées au niveau des
Sléves; celui qui suit s'adresse au professeur el hui suggére un plan o énude.

Construction de Tensemble R

des nombres réels

C. Mo,
Montpeliier.

Préliminairs.

I v a de nombreuses fagons de construire 'ensemble R, Dans tous les
cas, certaines démonstrations sont longues et un peun difficiles. Vous trouverez,
dans e plan de travail ci-dessous, une méthode qui peat étre enseignée en
classe de Quatriéme. Evidemment, ce plan s'adresse & des professsurs et il
faudrait certainement adapter au niveaw des €léves. Ceci n'est pas du tont
un chapitre du cours de Quatridmue. De plus, cerfains résultats ont df &re
admis lorsque les démonstrations étaient un pen trop longues,

Constraction de Yensemble & i partir de Pensemble » des nombres
décimaux.

1. Construction.

Nous gonstruirons seulement R+, cnsemble des réels positifs, & partir
de B+, ensemble des déeimaux positifs. La construction des réels négatifs
ne posant pas de problémes lorsqu’on a l'ensemble des réels positifs.

Les éidves connaissent Pensemble des décimaux positifs depuis 1"école
primaire. I est nécessaire de le remetize en place et de dresser la liste des
propriétés des opérations dans cet ensemble. Dans ce plan, nous supposeraons
conpu Fengemble D+,

1. Névessité dune extension de D).

@) L'inverse de g dans & est le nombre x, §'il exisic, tel que
ax = |
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Certains nombres ont un inverse dans B {ex. : 4, 19, 0,23, ¢lc),
d’zutres n'en ont pas.

Montrons, par exemple, que 3 n'a pas d’inverse dans D:

81 en avait un, il serait tel que dx = 1.

Posons : x= A, &, d; ... a, 4, éant Je derpier chiffre nor nul apris
Ia. virpute. Lo dernier chiffre du nombre 3x est e dernier chiffre du nombre 3a,.

Pour que 3x==1,il faut que 3 X A, @, @ ... a,==§, 00 ... 0.

If faut done que ke dernier chiffre de 3z, soit un O,

*1. — Vérificz que 3a, ne se termine jamais par 6, quel gue soit a,. Le
nombre 3 n'a donc pas d'inverse dans B.
Bl est cependant possible de définir une suite de nombres décimapx :

22?22 Ix0<ti<3xl

3 x 01 =903

;zgﬁ;gﬁ Ix03<1<3x04
3% 04=12

3 x 0,31 = 0,93

3 % 0,32 = 0,96

3 X 0,33 = 0,99 3% 03 <]l «w3Ix0M
3 % 0,34 = 1,02

et
Nous obtenons giasi la suite

0 03 033 0333 et

Notons qu'une suite de nombres décimaux est une application de ¥
vars . Ici ;

Ger 8 1er 0,3 2++:0,33 3+ 0,333 elo.

5 Racine carrée.
x est une racine carrée de X dans B si

xe D x¥ = X,

Certains nombres décimanx admettent une racine carrée (ex. : 4, 25,
3,16, et} avtres non.

*3 . Montrez {en utilisant an procédé analogue & celui utilisé dans
Ie paragraphe &) gue 2 n'a pas de racime carrée dans D.

— 304 —
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i1 est cependant possible de construire une suite de nombres décimany @
OxO=90
Ixi=1;1Ix]1l=<2«<lx]
2x 24
10 = L =121 1L
P2 % 1,2 = 1,44
I3x13=16914x14 <2 <1L,5X L5
L4 % 1,4 = 1,96
1,5 X 1,5 =225
etc.
Nous abtenons la suite :

1 14 et

*3, — Avec une machine 3 calouler, un ordinateus, ou... & la main,
cherchez les deux termes suivants.

2. Imerprésation graphigse.

"
¢ M A,
[+ ] 43 n ' 4

Appelons M le point situé au tiers de la longueur OA, (OA, = u), ¢’ost-d-
dire tei que 30M = OA,,

Le poini M n'a pas d’abscisse dans B, nous venons de le voir, car son
abscisse x, 5i elle existadt devrait vérifier : Ax — 1. )

Mais, nous pouvens eancadrer [a Jonguenr OM

00 < OM < OA;

¢'est-di-dire 0.0 <OM < lu
OM; < OM < OM;
eest-2-dire 03 u<OM <04 u
OM, < OM < OM;
c'est-a-dire 0,33.0 < OM < 0,34 u
ete,

Nous obfenons ainsi une suite de sepments, M sppariensnt & chacun
d’m - [OA]]o [MKMﬂf [M§M£|x efc.

Chacun de ces segments est inclus dans tous fes pefcddents ot Ia mesure
de teur longueur est arbitrairement petite (ces mesures sont respectivement
1, 0.1, 6,01, etc.).
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Une telle snite est appelée « suite de sopments emboités »,
Cherchons Pintersection de ces segrments; pous lg notersns
r;l M, M}

Men [MM]

Supposons gu'un autre point N appartienne aussi & ecette intersection,
alors on aurait [MN] n MM

Tous les segments {M,M{] auraient alors une longueur dont la mesure
serait supérieure ou dgale 3 celle de [MNL
Ceci est impossible puisgae Ja mesure des sepments [M M7 est arbi-
trairement petice,
On obtient
!’”:' MM = {M}

D’une fagon générale, soit uue suite de segments emboités Sy, 8, 8, ... S,
cesi-d-dire une suite de segments vérifiant :

1) §; = 8, chague fois gue j = i

2) La mesure de iz longueur de S, est arbitrairement petite.

On montre, comme précédemment, que |'intersection des segments S,
ne peut pas contenir pius d’en point. Cetée intersection est donc un gingleton
ou 'ensemble vide,

Axiome. — L’intersection de tous les segments d'ung suife de segments
emboftés est un singleton.

3. Bus de la corrtruction de K,

Nous vounlons donner &t tous fes points de la droite une abscisse, ce gui
n'est pas possible & {faide de Densemble D.

Par sxemaple, 1o point M situé au tiers de la longuenr OA, devia avoir
une abscisse dans notre nouvel ensemble.

Powr construire cet ensemble, nous retiendrons les idées snivanies !

¢) Une suite de sepments emboités [MMal, (MM, MM ...,
M M| ... définit parfaitement mm point de la droite : Pélément unigue de
lcmcmblc ~ MM

5) En reprenant Uexemple de la définition du point M slmé an tiers de
Ia longueur OA, nous remarquerens gue la donnée de ja premidre extrémits
du segment IM M7] définit cc segment. A suffit par exemple de donner M,
d"abscisse 0,333 pour savoir gue M sera le point d'abscisse 0,334, sic.

Kemargque

Si un point M, 2 pour abscisse par exemiple 12589, le point M} aura
pour abscigse 12570,

La mesure de la longuenr M M, est 10-"
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¢) La suite de lfeurs abscisses :
0 03 033

devrait donc pouvoir définir un nouveau nombre gui serait abscisse de M.

4, Suite décimale illimitde.

a} Définition

Nous appeliorons « suite décimale illimitée » (application de I vers D)
toute suite de nombres décimanx du type

-------------

o Ae ¥ ot olt les g, vont dis chiffres.
Chagque nombre ¢st obienu & partit du précédent en adjoignant un chiffeé
4 sa droite, \

Exempler de suites décimales illimiides:
-— Premier exomple :

9

0,3

0,33

0,333
ste.

0,333 _..13
ete,

— Deuxidme exempls :
i
1,4
1,41

Nous appefierons 8 Pensemble des suites. Chague &lément de 8§ est une
syite décimale illimitée et nous la représenterons par le symbole @

A, iy o Byl

— —
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b} Relatton d'éguivalence dans 8.
1} Remargue sur deux suites décimales illimitées,
Soit M le milien de [AA]; M & pour abscisse 1,5,

o A NN e A
1 45
MelA Al A, & pour abscisse
M & [MM] M, a pour abscisse {4
Me[MM] M, s pour abscisse 1,40
M e [M;M] M; a pour abscisse 1,499
ete.

La suite des segmenis [A A, [MM], M M}, [M;M] ctc. ¢st une suite
de segments emboités, r? [M,M] = (M}

De méme

M e [A;A;] Ag a pour abscisse 1

McMN]} M a pour abscisse 1,5 (N, a pour abscisse 1,6}
Me{MNg M a pour abscisse 1,50 {N, z pour abscisse 1,51)

Me{MN,] M a pour abscisse 1LE0 (N, a pour abscisse 1,301)
otc.

La suite des segments (A Agl, [MN,], [MN} ete. est une suite de segments
emboités et on a aussi ¢ n [MN,] = (M}

Ces deux suites de segments emboités définissent done le méme point M
de la droite,
Nous serons dong amends & considérer les deux suites

1 1

14 1,5

1,49 1,50
1,499 et 1,500
1,499...9 1,500...0

comme Squivalenies.

2} Définition

$ et & &ant des suites décimales, nous dirons que sRs” pour exprimer
que s =5 ou que 5 et 3 sont de Ia forme

A, aa,...4,..92..9. pour Tune,

A, ayas {ap -+ 1X0..0... pour I'antre

ou de la forme A, ? 9...9... pour 'upe

A+ 1, 00...0.. . pour Fautre. R est une relation d’équivalence dans
T'ensemsble 8. Om le vérifiera facilement,

—— B8
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*3, — Cherchez les classes d’éguivalence

5. Lentemble 8 /R ost appelé ensemble R* des nombres récis positifs.
Nous représenterons encore un réel par le symbole A, g45...a,.. . bien
que lasuite A: A,y ... 0 A, @y...4,; t¢ 06 soit qu'en mpxﬁscntant d'une
classe d’éqﬁvaience.

Remarquons foutefois que le cas ou une classe a deux représcntants est
exceptionnel. Généralement, on remplacera les suites do type A, oydy--.
ay.. 99..9. par {'autre représentant de la méme classe, cest-d-dirs

A, a_‘a’-.-(dl + 1} 00...0...

*4. — Montrez que 'ensemble D+ des décimaux positifs est inclug dans
Pensemble R*,

&, Valears approchées,

Etant donné un réel x = A, 0,0;...4,..., les nombras dbcimaux : A:
A o A vty ... ¢ A, 8y, . 4, Bte. sont appelés valeurs approchées par
défaut du nombre réel x,
A est la valenr approchée 4 1 prés,
A, g, est Ia valeur approchée 4 1071 pﬁ:s

Pour obtenir les valeurs approchées par excés correspondantes, il suffit
d’augmenter d’une unité le dernier chiffre de In valeur approchée par défant
si ce chiffre @’est pas un 9, ou de remplacer ce ¥ par un O ot d’augmenter d’une
unité le chiffre précédent.

*5. — Exemple
x X 41,51913...

Valeurs approchées Valeurs approchdes

Approzimation par défaut - T par oncds

Lt
-2
10-#
1G4
103
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H. Ovdre sar R,

- L'ordre sur Pensemble 8 est Pordre lexicographigue.
Soit & comparer les réefs v et £
{On choisit les repréeentants ne contenant pas que des 9 3 parfir d'un
certain rang).
F= A, @y, .8y s

it ‘:'"B, blbgpu-bn,..

Nous dirons gue # « ¢ si 'on se trouve dans 'un des trois cas suivants
1} A < B dans By,
A=D1 ¢t a, = b quel que soit f < p ¢t g,y < b,yqy {dans W),
3} 5= r {Test-bdire A =B ef g, = b; pour tout §).
*5, — Exercice rédigs.
Monirez que la refation « < » définie dans R est une relation dordre.
¢} La relation est réflexive @ 5 < s $aprds 3).
b) Montrons que la relation est teansitive.
Hypothdse 1 s ¢ €t <,
F= A, Q... 0,...
t =B, By b,...
U=, Of'g.. . Cp...
si§~1£ OV = t, on a évidernment 5 < .

Examinons les auires cag, On peut avoir @
A<BeaB<C

o A= B; g, b, jusqu’an rang {; .. <b,n

et B=0C; b =g jusqu'ae rang ¢, H,4 < €pa
on A<«B

et B = C; 5 = ¢; jusquau rang ¢; by41 <Cqm
ou A =B; a;= b jusquiar rang p; @41 <&g41

et B «<C

Dans le premier cas, on 2 A < C, dope 2 < 0.
Dang les denx dermiers cas, on a2 aussi A < C, donc s < .
Dans Je second vag, on a : A=
a, = ¢; JUSqUAL YAng p St 2 < g,
jesquian rang ¢ Si p> 4.
Au rang suivant on a :
Oge1 < Bpsy @ bpyy = Cppa AONC Bpyy < Cpyy
Qu Gar1 = Bepz 8 Dgyy <€ AONC Ggyq <oy

On a donc hien 5 < u.
— M
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<y Montrons que la relation est antisymétrique. _

Nous montrerons que sis 2 f,onnepent avoir 3 lafois s S 2Bt 1 < 5,

Supposons ; s # L

Cela signifie : A # B ou ae moins Pun des chiffres de 5 est différont du
chiffire de méme rang de #; appelons g, et b, les premiers ¢hiffres vérifiant
g, ¥ b,

SiAgt B alors A <BouB < A et pas les deux 3 Ja fois. Done s <{ (
ou ! < £ mais pas les deux 3 la fois,

8i A=B; a,= b, jusqu’an rang p; 9, % H,.

Onag, <b,oud, < g, mais pas Ies deux 3 Ja fols. Donc, ona s < ¢
ou f « & mais pas les deyx 2 Ia fois.

*7, — La relation « < » dans IR est-elle une relation d'ordre total?

Remargue imporiante.

Ftant donné un réel, il n"a pas de suivant. On ne peut pas parler de deux
réels consdentifs. Autrement dit, étant donné deux réels x et p, il existe une
infinité de réels z vérifiant | x < 2 < 3

18, — x == T45872.....
= 7,45863.....

Comparez x et y, puis trouvez plusicurs réels z compris entre x et p.

IXl, Structare,

1. Addition. Définition.
Soient deux réels représentés par les suiles 5 et &

5 == A; dyly. s iy

‘=B; b!bs«-!!b*!tv

x est la suite de nombres décimanx

Ay A ay: A mg... A &8s 80l
¢ est la suite :

B; B! b‘l: B: blb§;“‘ B: blbﬁ"'bu;-“

Formons une suite de nombres décimaux en ajoutzat les nombres de
méme rang des suites 5 ot £

A-+BiA o + B, 5 A oy + B, bybe; .. A tyfs. . 8s+ B, byby . Byl

oo J1Y =
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Cette nouvelie suite de nombres décimaux n'est pas, en général, une
stite décimale. Prenons un exemple :
& == §,73148. ..
t == 3,28537...
£ 447 473; 4,731; 4,7314; 4,73148;. ..
r:3; 3,2; 3,28; 3,285; 3,2855; 3,48557;...
nouvelle suite :
7; 7.9; 8,01: £%.0i5; 8,0169; 8,01705;. ..
Chague nombre de catte nouvelle suite n'est pas obtemu & partir du
précédent en adjoignant nn chiffre 2 droite.
Nous obtenons une suite # gue nowy noterons |
“a
€3, €
€y €303
Cy» dcgcg

........

........

On verra facilement que la suite des nombres naturels ¢, €3, Coa o< Cupe v
n'est pas décreissante. De plus elle est majorde par (A 4 D 4 (B -+ L),
Elfe devient dong stationnaire & partir d'un certain rang p. A partir de ce rang,
teus les ¢, sont égaux A un maturel que nous appellerons ¢,

(Dans Yexemple donné plus haut, on vérifiera que ¢ = §.}

Dans fa suite u, barrons tous les nombres dont la partie entitre n'est pas
égale & C, o'est-3-dire tous les mombres jusqu'an rang p (non comprish.

{Dans l'exemple précédent, on barre 7 et 7,0.)

La suite des premiers chifffes aprés la virgule @ ¢f, ¢f¥%, ... n'est pas
déercissante, et majorée par 10. Elle devient donc stationnaire & pastir d’un
certain rang 4.

A partir du rang g, tous les ¢f sont égaux 3 un nombre gue nous appelie-
rons ¢; (dans 'exemple on vérifiera que ¢; = 0). Puis barrons tous les nombres
dont le premier chiffre aprés Iz virgule n'est pas ¢, ¢est-3-dire tous les nombres
Jusqu’aw rang g {non compris), (Dans 'exemple ¢ = p et il n'y a rien & bamer.)

Procédons de iz méme fagon pour obfenir les deuxiéme, troisiéme, ...,
o= chiffres aprés la virgule

Nous obtenons ainsi one suite décimale.

CIE NI
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Nous appelierons familigrement cette méthode : « méthode de la péche
aux dégimales ».

Dens Uexetuple pricédent, la suite obtenue est ©

Cette suite csf, par définition, la somme des saites s et £,

Remarque :

Lorsgu'on a fait la somme des valeurs approchées 2 10~ * prés, on est siir
des chiffres jusqu'av rang n — 1 & candition que le chiffre de rang 7 ne soit
pas un %, En effet, dans yne addition de deux nombres, i» retenue ne peut ére
supéricare & 1; si e dernier chiffre sst inférienr 2 9, il ne peut donc fournir
mne retenue affectant le chiffre de rang n— L.

Dans Pexemple précédent, quand on a trouve 8,016, on est sir du 1 (et
des chiffres précédents). Par contre, quand on a troové 8,0169, on ne peut
étre sGr du 6,

L’exemple montre d'ailleurs que Pon obtient 7 au rang swivant.

Compatibilité aver Ig relation d'dguivalence R.

Fitant donné deux suites décimales s et 1, nous venons de définir la suite
3 <4 1. Supposons que £ sait une suite équivalente 4 5 ; sRs.

On pourrait démontrer qualors (s + DR " + o)

8i 3 == ¢, cecl est Evident. Nous traiterons I'autre cas sur n exemple.

*q,
&= 14408...0...
r= 58282 ..82. ..
Caloulez s + 1
= {4396, .9, _.
Caloulez ' - ¢

Constatez que (s + )R "+ 1)

Nous povvons définix maistenant fa somme de deox réels x et . s et ¢
#ant des représentants de x ef y, 12 somme x -+ ¥ est l¢ nombre réel dont
un représentant est ¢ 1.

Rentarquons, une fois de plus, que le ¢as ot it y a plus d’un représentant
pour un nombre réel est Crds particulier,
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2. Addivien, Propriétés,

a) 1) est évident que l'addition ainst définie est commutative et gue €
est Pélément meutrs. Nous admeftrons gue Paddition est associative.

) Régularitd :
Tout nombre réel est régulier pour addition, ¢’est-a-dire ;

at+x=btx=wag—14%

¢} Ordre et addition : on pourraii montrer que
aibwateLbte

*16. -~ En déduire gue :
awbregdl={at+es b+ d}

. Nous pouvons maintenant constrisire I'ensembie M des nombres régls,
dans lequel tout nombre admet un opposé. L'ensemble R est un groupe
commutatif.

3. Multiplication. Définition,

On utilise un procédé analogne pour définir e produit de deux soiles
sett
5 est Ia suite
A, Aa ... A ams...a....
t est la suite
B; B.A  ...; B bbb

©On fait les produits des nombres décimaux de méme rang et on obtient
une nouvelle suite » :

A){n; A, a]_XB, b}. ;...A, G;ag...ﬂ,XB, blbg-..b.,‘;...
Cette suite n'est pas, en général, une suite décimale.

*11. — Calculez les quatre premiers nombres de cette swite en prenant
pout s et ¢ les suites données lors de la définition de Paddition,
On utilise alors Ia méthode de « la piche anx décimales » et on obtient
une snite décimale.
D, dd;.. d,...

qui est, par définition, le produit des suites s et 7,

1a remargue qui a &t faite pour 'addition n’e¢st pas valable pour la
muitiplication, évidemment, puisque les retenues peuvent étre de 8 et donc
affecter plusieurs rangs,

Pour fes édldves de Quatriéme, on aurs peut-Stre intérdt 4 caleuler les
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produits des valeurs approchées par défaut, le produit des valeurs approchées
par excds, puis & garder les chiffres communs,
En prenant togjours les mémes suites @
4,73 % 3,28 == 15,5144
4,74 x 3,29 = 15,3946

On est siir seulement de 15,5,
Compatibilité avee la relation d'éqguivalence : il faudrait moatrer main-
tenant Gue :
SR = (s X D)R{E" X 1}

Nous pouvorns alors définir le produit de deux nombres réels x et y.
5 of ¢ étant des représentants des nombres x et y, le produit xy est, par défini-
tion, le nombre réel dont un représeniznt est st

4. Multiplication, Propriétés,

4) La maltiplication ainsi définie est évidemment commutative et 1
est Félément neutre. Nous admsttrons gu'elie est associative et distributive
par rapport 3 Paddition.

) Inverse d’un nombre réel. Nous admettrons P'existence d’un inverse
pour tout éément de R*,

Méthode de fa détermination de inverse du sombre réef x.

On cherche 16 quotient 3 une unité prés par défaut de { par ia valeur
approvhée A une unité prés par excés de x. On obtient un nombre X, (X, ¢ V).

On cherche le quotient 4 19" prég par défauvt de 1 par la valeur approchée
4 10~ % prés par excés de x, On obtient un nombre X, (X, st un nombre décimal
syant un chiffre aprés fa virgule).

On cherche le quotient A 16~ % prés par défaut de 1 par 1a valeur approchée
& 102 prés par excds de x. On obtient un nombre décimal X; ayant deuxchiffres
aprés la virgule, Bt ainsi de suite...

On a alors une suite de nombres décimaux X, X, X, ..., qui n'est pas,
en général, une suite décimale. On démontre que cette suite est croissante (2u
sens large). On utilise la méthode de la « péche aux décimales » et on obtient
un pombre réel ¥ qui est Pinverse de x, c’est-B-dire qui vérifie xp = | (Cest
cela qui est un peu difficile & démontrer).

Exemple. — Cherchez Uinverse de 2. |2 = 1,4142135...
1=2x0+1
1=15%05+n
1= 142 X Q10 4 74
1= 1,415 % 0,706 + 7y
1= 1,4143 x 0,7070 + r,
1 = 1,41422 % 0,70710 + ry
1 = 1,414214 x 0,707106 -+ r,
sie,
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On obticot la saite
0; 0,6; 070, 0,706; 0,7870; 0,710, 0,707106; &c.

Ce n'est pas une suite décimale. Liaverse de |2 est :
0,10710..
) Régularité,
Tout élément de R* est régulier pour la multiplication, c’est-d-dire :
{ax = B3 K (x = Q)= a =5,

d) Ordre et multiplication,

a<beka<kbh st ke B+
a< bakamkd si ke R~

IV. Liste des propriétés de R,

L’ensemble R obtenu a les propriétés suivantes (que on pourrait prendre
comme axiomes of qui sexvirait alors A définir R) :

1} R est upn corps commutatif ordonné,

Cela signifie que R est un corps commutabif st qu'il existe daos iR une
relation d'ordre compatibie svec les cpérations addition ¢t muitiplication,
(Ce sont les propriétés ¢} pour Paddition st &) pour la multiplication.)

2} D o R, Et les opérations et Tordre définis sur R « prolongent »
les opérations et Pordre définis sur D.

3) R est un espace métrique complet.

IR est un espace métrique, ce qui signifie qu'on peut y définir une dis-
tance. La distance de deux réels x ot ¥ a5t la valour absolue de ia différence

x-=3 En ceql, R ne différe pas de Pensembie B sur lequef on peut aussi
définir vne distance,

Une suite de sepments {intervalles fermés) [y, Pol, [ 71 - -~ [ Pab - -
est appelé « suite de segments emboitds » si :

a} [xh )’1} o [xjﬂ y.f] dés qﬁe i Ej"

&) La mesure de ces segments ¢st arbifrairement petite (Ia mesure de
{z,, ;] est 1a distance des nombres x, ot ¥4,

Soit [x;, ¥] une suite de segments emboités. Dire que IR ast complet
signifie que ~ lx;, »,] v'est pag vide (on en déduit que cette infersection est

i

un singleton).

Lensemble B n’est pas un sspace méirique complet, nous "avons vi
zu début de cette étude,
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Les deuwr articles suivants soni plus ambitioux ef 3'adresrent au prow
Jesseur dans Iy eadre de la farmation permuanente ; s permettromt de dominer
{es programmes de Quatriéme. Le premier ufiflse un langage et des conngis-
sances acqulis en Faculié alors que le second est tiré des documents de travail
drablie par PLR.EM. de Strashoure powr le recyclage des professairs de
premier cycle.

Les nombres réels
dans Penseignement du second degré

M. RouMiry,
LREM. de Monipellier.

Une définition selide des nombres réels ne peut &tre donnée qu'd un
nivean avanod des études mathématigues et sane doute pas dans Peaseigne-
ment du second degré, Cependant, c’est une notion qui s’introduit naturelie-
ment, de fagen intuitive -— ou naive — trds t8t. Comment parier de la longueur
da cercle ou de la diagonale du carré, sans fafre appel, au moins implicitement,
& la notion de nombre réel?

Les réels sont done des étres mathématiques dont 'éléve aura pendant
lengtemps une conmaissance plus ou moing vague ot trds incertaine, Pendant
cette longue période, pratiguement touies les £tudes secondaires, le professeur
devra consolider progressivement cette connaissance afin d’amener les &éves
3 utiliser gorrectement Pensemble R,

Les réels ne figurent pas dans les proprammes des classes de Sixidme ot
de Cinquitme. Cependant, 1] faudra bien s'en servir, au moins impficiteraent,
ne serait-ce gue pour parder de ia mesure des longueurs qui, elle, figure dans
les programmes.

Lz longuenr d'un objst physique n'est jamais définie exuctement. Tout
¢e gqwon pent faire, C'est encadrer [a mesure de cette Yonguewr par des valears
approchées par défant et par excés, qui seront des nombres décimaux.

Le cerele ayant pour digmétre T'unitd de longueur est un obict mathéma-
tique abstrait et sa longueur est définic exactement, Les éRves en ont une
connaissance touts intuitive et Ia mesure de cetie longneur est désignée par .
It convient de guider et de préciser Pintuition en insistant sur le fait que les
nombres décimaux ou fractionmaires ne peuvent fournir que des valeurs
approchées de m,
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Enfin par des exercices nombrenx et variés, on habituera les éldves 2
choisir jodicieusement I'ordre d’approximation (nombre de chifftes significatifs
suivant Iz nature du probléme &tudié).

En Quatriéme, les programmes prévoient une approche intuitive des
nombres réels, Dans les classes préoédentes, on a uiilisé guelgues nombres

i 22
réely non décimaux, tels que - 37 12, ..., e¢tc., dont les éldves ont une

conpaissance intuitive. Il sTagit maintenant de les amener A une connaissance
encore intuitive, mais plus large et plus solide, de Tensembie R,

1 faut d'abord sque les éleves connaissent trés bien les propriéwds des
nombres décimanx, en particulier,

— e fait que ia relation d’ordre est lexicographique,

— la continuaté de addition et de Ia multiplication, mise ¢n évldcnoe
par des caleuls de valeorsJapprochées.

On metira ensvite en fomidre, sur des exemples, la notion de swite Fllimitde
des valeurs approchées, par défant et par excds, de certains nombres réels,
en particulier :

- 1o rationnels pour lesqoels la suite des décimales est périodigue,

— les nombres fels que 2 pour tesqusls oxiste un algorithme connu
des éléves, permettant le calcul des décimales successives,

i est alors possible de présenter & des éldves de Quatridme une construe-
tion de I'ensemble X fondée sur des idées tréa simples 2t mathématiquement
tout a fait solide. Je reviendral dans la deuxidéme partie de cet exposé sur cette
construction.

En Seconde, le programme prévoit un « inventaire » des propridtés fonda-
mentales de R. II s’agit d’une récapitulation et d’une mise au point, par des
énonees Enéraux et précis, des propriétés antéricurement mises en évidance,
dont fes éléves ont une coanaissance intuitive plus ou moins siire. On peut
considérer cet Inventaire comme yne &finition axiomatique de R, les axiomes
étant largement surabondants, et les questions d'existence et d'unicité restant
dans Ie vague.

Une construction de Pensemble R,

Rappelons dabord ce qu'est un gronpe abélien totalement ordoneé et
les propriétés de ces objets dont nous aurons besoln. Dans & qui suit, G dési-
gnera un groupe abélien totalement ordonné,

I, — & est myni d*une addition, notée -, qui en fait un groupe abélien.

2. - G est muni d*ane relation d’ordre, notée <, gui en fait un ensemble
totalement ordonnd,

— Entre Paddition et la relation d’ordee, existe une relation de
compatibilité.
(Vx e GH{VyeG) (YacGlxgywxtasyi+a
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Tapologie de G.

Sotent x e (3; ¥y € (. Conforinément & 'usage, on définit les infervalles
ouverts par :
Ix, ={uecG:x<y<y}
- d={ueG;, u <x}
W ~l={uaG;u> x}

On vérifie facilement que lintersection de deux intervalles ouverts est,
soit vide, soit un intervalle ouvert. H on résulte qu’on définit une topologie
sur G en prenant comme base d’ouverts la famille des intervalles ouverts,

Cetre topologie est sdparde. Bn offct, woient a¢ G; 5 G; a» b,

5i Ja, B ¢st non vide, soit ¢ €)g, H; Ies intervalles J—, o), ={ sont dos
cuverts disjoints qui contiennent respectivement o ¢t b.

Si o, Bf est vide, Ics intervalles b, B[, o, —{ sont encore des cuverts
disjoints qui contiennent respectivement g, &.

Le groupe G ext non discret, 55 £t seulement 5, pour towte > 0, Fimtervaile
P, & [est man vide. En cffet, si G est discret, {0} est un ouvert; donc i existe
un intervalic ku, Bf tel que {6} == Ju, B. Alors O, B[ est vide. Réciproquement,
st 10, gf est vide, }—s, O aussi ¢t par conséquent on & {0} == |—e, &l
Exemple,

L'ensemble des nombres décimaux que nous désignerons par D, muni

de Padditicn et de la structure d'ordre usuelle, ost un groupe abélicn totale-
ment ordonnd non duscret.

Théorime fomdamentn),

I existe un ohjet mathématigue et un seul, nommé R, possédant les pro-
Pridtes suivantes:

IR ext un groupe abélien totciement ordonné, non discret,

w dons I, tosile suite croissante et majorse possdde une borne supéricure,

La démonstration comporte naturellement deux partics © existence et
unicité, Je m'intéresse surtout & Ja démonstration de Pexistence qui consiste
¢n uie constroction cffective de K. Jo présenterai cette construetion en ¢ssavant
de montrer quielle est parfaitement adaptable 4 Penseignement au nivesu
de 1a classe de Quatridme,

Une suite décimale x est définie par une suite x,, X, Xy, ..., X,, telle que
xpe#Z;x,e{0,1,2 ..., pourn==1,2, 3, ....On définit sur Penscmbie
dea suites décimales une relation dordre qui n'est antre que Iordre lexico-
graphique ©

X=Xy Xps -2y Kg Y= Yo Jis vy Pu
x<y(BRkeNyx, =¥, X=Vu.; Faea=Veai B <)le
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Omn vérific aussitdt que Pensemble dos suites décimales est ainsi totalement
ordonné, _

Soieat x, ¥, deux suites décimales, x < y. Cherchons les saites décimales
telles que x < wu < p. On est conduit A distinguer le cas partivulier suivant ¢

Xp == ¥p X = Precs Xpul %= Fimis Xg = Pias
xp=9 et y,=0 powr n> k.

H n'existe alors aucune suite décimale « felle que ¥ < u < v. En dehors
de ce cas pazticulier, il existe une infinité de suites décimales u telles que

X <<y

On peut définir formellement R comme ensemble-quotient de Pensemble
des suites décimales par une relation d’équivalence. Plus concrétement, un
nombre réel sst défini pat une suite décimiale et on convient que deux suites
déciniales définissent le méme nombre réel lorsquon est dans le cas .

On pourrait ausst définir un nombre réel comrme suite décimale contenant
une infini¢é de chiffres autres que 9. Mais on s¢ heurte alors 3 une difficalté
pour définir addition; &n effet, on a

0,666, .. + 033%... = 0,999, ..

Sodznt x une suite décimale définissant un nombre rdet X; ¥, p' denx suites
décimales définissant le méme nombre Y, Comme |y, ¥{ est vide, on a simul-
tandment x < yet x’ < pou bitn y < pety <« x Ul en résulte que Ia relation
d'ordre définie sur Pensersble des suites décimales « passe au gquotienit net
définit une relation d'ordre sur iR, L'ensemble &R est alors totalement ordonné,

On définit maintenant la topelogie de R; ¢’est la topologie engendrée
par les intervalles ouverts 1X, Y[.

Démontrons maintenant que 'axiome de la borne supérieure est bien
véifié :

Soit (X" une suite de nombres réels croissante et majorée. Représentons
X" par unc suite décimale

x"=x wf, .. Xt
en convenant que si X* et X7+ sont égaux, ils seront représentés par la méme

suite décimale (x® = x"*+1), On a alors x> x* pour tout =,
La suite d'entiers {x]) est croissante of majorée. Il existe done

xpeZ et W,eN tels que xf = x, powr » > N,
Considérons maintenant 1z suite (x1), » N, Il et facile de voir gu'elle
est croissante ef mujorde par 9, Donc il existe x, {01, ...9} et Nje ¥,

tels gue xf == x; pour # > N,.
La construction se poursuit de manidee évidente et on obtient une suite
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décimale (x , x, .. ..) définissant un nombre rég! X. possédant man:l-
festement les ptowétés suivam
Pour toust e Y, X, < X

Pourtout ke N, dexiste ntel que X, < X < X, +16k‘Cequipc;r~

met de corclure. -

YLes nombres décimaux slidentifient nsturellement 3 des nombres réels
particelicrs, coux précisémont qui sont représeniés par deux suites décimales,
L'ensemble B des nombres décimaux ¢st partout demse dans R.

L’addition est définie de fagon naturelle sur D, Cest une application
continge de £ x B dans R, D dtant partout dense dans &R, on la profonge
par gontiniitd en une application continue de IR X &R dans B, On doit encore
vérifier, ce qui est facile ;

— gque IR est un groupe abélien,
— gue addition et Ia structure dordre sont compatibles.

La démonstration de I'existence de R est alors achevée. Naturellement,
il convient de définir encore la multiplication sur R ot de démentrer que R
est un corps commutatif. La multiplication st #éfinie naturellement sur D
¢t on Iz prolonge par continuité sur K. Ses propridtés sont &tablies sans difhi-
culté, L'sigorithme de Iz division montre aisément que l'dquation ax = b,
d # 0, a towjours une solution dans R.

Naturellement avec des éléves de Quatriéme, il ne saurait 8tre question
d’utiliser kes notions de limite ¢t de continyité anxqnelles jai fait appel dans
cet exposé. Mais on peut wliliser largement la notion d'approximation par
encadrertent qui permettra de mettre en lumidre, sur des exemples, toutes
les idées fondamentales,

Pour terminer, je donnerai, frés svccinciement, une idée de la démons-
tration d'unicité. A {a baze de estie démonstration s& trouve la propriéié
suivante |

Soit G uyn growpe possédant les propridids figurant dans 'énoncé dn
théortmne fondamental. La division par 2 est possible dans G, e’eat-&«d:re
que pour tout a e G, il existe x e G tel que x +x = a.

Grace A cette propriéié, pour g € G fxé, on peut définir le sous-gronps D

des éléments de G de la iorme%a (re®, ke V). D est partout denss

dans G.
Soit alors G° un auire groupe possédant aussi les propri¢tés figurant
dans Pénoncé du théoréme fondamental. Soit o’ ¢ G'. L'application

P
fa-bd

est un jsomorphisme de I dans G, cette application se prolonge par contis
nuité en un isomorphisme de G sur G,
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Construction des réels
a partir des décimaux

Berpard XiTTEL,
LREM. Strashourg.

Les programmmes traditionnels du second cycle comportaient Pétude
de @ sous la forme des fractions, puis & pariic de @, 1a « construction » de IR,

L¢3 nonveaux programmes mettent accent sur Pensemble dss nombres
décimaux 2; Putilisation aisée de D pour lss calouls approchés permet d’iniro-
duire les suites décimales et, 4 partir de 13, Pensemble IR avec sa structure de
corps ordenné.

On sz propose d’indiquer les étapes successives d"une construction possible
dn corps ordonné IR A partir de D,

L - Rappels sur Pensemble des décimaux D.

Pour tout entier n 3> 1 on désigne par D, Pensembie des décimaux
ayant « » chiffres aprés Ia virgule ». Cl'est "ensemblo des sombres de Ia forme
.10 otaeZ;sla>0onditquea.107%¢ DL sia 0, a.107% D],

On pose By = & ot a)muop*.

L]

Claitement P,, » B, g

Enfin P ¢st muni d*uns structure d’anueav ordonné gqui prolonge celle
de Z, On note D+ ot D~ les dcimaux positifs et négatifs.

Cet ensemble P ne contient pas tous les « nombres »; il est facile de voir
qu'il ne contient pas le guotient de 22 par 7, ol « le nombre » d tol que &% = 2.
Ceci motive I3 construction gui va suivre.

II. — Les développements décimaux,
1. Notions générales sur Ies suites de décimaux.

On appehic suite de décimaux toute application de &V dans D, Or note
u= (u.ne€ N ou plus simplement w == (u;) une telfe suite.
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On posc les défindtions suivantes ¢
La suvite w = (#,) est croissante lorsque :

VaelN sy,

La suite & = (12.) est déeroissante lotrsque :
Vae N Hypy = i,

La swite u = (u,) converge vy fe déchnal 1 lotsque
VmelN, 3pm)e N, Y plm) ju,— 1| < i107™

Les suites u=(x} et v=={y) sont équivalentes lorsque la suifc
d = {uy— v} converge vers 0. On éorit & p ¥ pour exprimer que u ot ¥ sont
équivalenies.

2. Développement décimal,

On appelle développemens décimal positif vne suite de décimaux d = {d,)
1elle que :

i) YnelN d,eD}

i} le quotient de 10%, par 10 est 1074, _,.

On appelie développernent décimal négatif wne suite de décimaux d = {d,}
telle que s suite —d = {(—d,} soit un développement décimal positif,

On note B Pensemble des développements décimaux,
. Un développement décimal 4 = {d,) pour lequed il existe me IV tel que
a=md,=d, sappelle le développement décimal du décimal 4.

Ainsi le développement décimal de 1,25 est

=1 dy=12 n»2 dy=1725

Propusition 2-1.

Si d est un développement décimal positlf, alors Yre W . Yke N,
dypy—d, <107
Enefletd,,,—d, < H10 0 1 10-0re® |+ 10-6+8) < 107"

Proposition 2-2,
5t d er &’ sony dewx développemsenis décimaux positifs d et & ne sont pas
dquivalents s°il existe un rang N tel que dy —dy > 1077,

En cffet i suffit de monteer que pour tont k6 BV, dyos— dijaa > 1975,
ia suite (d, —d2) » ¢ IV ne pouvant alots converger vers 0,
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Or dyg v —di, 120 (dyor = dy) + ({dy ~ di} <+ (df v dy 1)
Comme d est une suite croissants, dy ; — dy > 0 et

B r—di s x 7 {dy = dg) -~ (s 5 =

Par hypothdes d, —dy < 107% dooe dy —dy 2» 2.107%,
aprds ia proposition 2 — 1 dy,, —dy < 1078,
I}ﬁﬂc dx.{_* —d;+i} 2.16”” _— lﬂ“y = 30”’1

M. — L’essemble ordonne R,

1. Définition de R,
Par définition R = D Jfp.

Propesition 3-1

La classe & équivalence dvn Eément 4 & D contient un ou deux éléments;
efle em comtient dewx, si ot sewdement s, elte vonttent le ddveloppement décimal
&un décimal,

Preuve,

&) Qn montre d'abord gue si dp & alors & et ' sont tous denx positifs
ou tous deux négatifs.

Suppesons dp d’ avec d positil ot 4 négatif; on édcarte fe cas ol d = d
(i.c. Je cas ob d et 4’ désignent le méme développement de 0); il cxiste alors
un rang # tel que d'r < dr; puisque d (resp. d) est une suite croissante (resp.
décroissante) on a, pour 2 » rodn < d'r < dr<;dndonen >t =dn—d'n
»dr—d'r> 0,

11 en résulte que la suite {7, — 4y » ¢ I ne peut converger vers 0.

b) Scit alors d et 4" deux développements décimaux positifs équivalents
et distincts. D’aprds la proposition 22 il existe un rang r tel gue pour
n<r d,=d; et {d—d;} =10"". Alors pour tout entier X > 1 on a

d,q.g = é, + a;lO"“'“’ ob 9 = Jy S 10— at
ey =d,+ a0 o L a)  WF—1.

Done dya—djpp =d.—d; + {a, — ;) 1070148,
Supposons 4, — 4. == 107", Alors la proposition 2—2 denne @
Goe—=a 4 < g-o—x

¢i fimalement
077 + (g, — al) 10-0+0  Jo~aeh

ay—a, » 11
— 327 -




Bulletin de 'APMEP n°279 - Mai/Juin 1971

Vu les conditions sur Jes entiers 4, et a,, ceci exige 2} — 105~ ¢t g, = 0.

Auvtrement dit, les « décimales de d, de rang supériour & » » sont égales
A 0 ot celles de 4" sont égales & 9, Ainsi 1a classe dun développement décimal
ne contient deux éléments gque si 'un est e développemcnt décimal d'un
décimal.

Exemple: Laclasse deddéfinipar ), = 1,dy = L,2etponen »2,d,=1,25
contient & et & défini par d; =1, d) == 1,2, dy = 1,24 et pour n > 3
dl=dl_, +9%9.10"%

QOn appelle représemtant canorique d'un réel r I'anique représentant de r
lorsque r est un singleton, et le développement décimal du décimal lorsgue r
est une classe contemant deux £léments.

2, Odre s R,

Si ¢t x et y sont des véels de représentants canoriques (x,) ¢t (yo on dit
que x est infbrieur @ v (x < y) lorsgue pour fout n de N, =, < ¥,
On définit alors Ies divers imtervalles de &R,

Proposition 3-2,
Lordre ginsi défini ser B prolonge cohid & B,
Preuve
Soit ¥ et y deux réels décimaux de représentanis canoniques {x,) et

(r,). 11 exists alors un plus petit rang r tel QUE POUT R > 1, Xy = X, 6L ¥y == J;
X=X, ¥ =¥

Sidans B, x <y, on 4 X, < ¥, on a aussi pour fout > r X, < ¥,
et POUL M < Fr X, < Ya )

Inversement, si x < y dans 4R, il est clair que x, <y, donc que x <y
dans .

Proposition 3.3,

D e3¢ dense ponr Pordre dans R.

Cela signifie gue pour tout couple {x, ¥} de réels tels que x < y il exisie
un décimal d tel que x < 4 <.

Supposons d'abord x et ¥ positifs,

Si {x,} ¢t (¥a) somt los représentants canonigues l‘espﬁ:tlfs do x et 3,
alors il existe un rang p teique x, <<y, et ¥nelV, n <p=x,=y,
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D’autre part ¥ m, m > p = x, < ¥, ot comme {x,} n'a pas la période 9
il existe ¢ supéricur & p tel que x, 4 107 % < x,, de sore gue le développement
(z,) défini pac .

; X, 8in<yg
* x,+10"tsin>g

définit un décimal compris strictement entre x et v,

Méme résultat si x of y sont négatifs,

Si x ot ¥ sont de signe différent, O est manifestement entre les denx.

IV. — La structure de corps sur R,

8i x et y sont deux réels de représentants canomigues (x,) et (), les
suites (x, + ya et (v, ¥} ne sont malheureusement plus cécessairement
des développsments décimauny : par exemple six =y = 2/3,{x, + ») =90
et {x; -+ ) = |,2; d’autre part (x; pJ == 0,36 qui n'est méme pas dans B,

On est alors amené & introduire lez notions de suite de décirnoux eonver-
gentes dans R et de suite de Cauichy de décimaux.

1. Suvite de décimaux convergente dans R.

Om dit gu'une siite u = (&} de décimaux converge vers le réel r, de repré-
sentant canonique d = {d.) lorsque les suites w €2 d somi éguivalentes,

il st clair que le dévcloppement décimal représentant canopique d'uan
réel converge vers ¢ réel. De méme Ia proposition suivante est évidente.

Propasition -1,

Deux suites de décimawx qui convergent vers la méme Hmite sont égui-
valenves.

On pose alors les définitions suivantes :

§i x ot y sont deux réels do représentants canoniques (x.)} ot {v.).

Le réel x 4 p, appelé somme de x et de y est la limite de la suite
(. + ya) )

Le réel xy, appelé produit de x ef de y est la Himite de la suite {x ¥ ,).

Pour justifier ces définitions il faut évidemmment montrer que les suites
(x,+ o) &t {x,¥) ont des limites. .

On est ainsi amend 3 introduire les :

2. Seites de Canchy de décimaux,

Une suite de décimaux u == (i) es5t dite de Cauchy lorsgue pour tout entier
positif'm il existe un rang p(m) tel gue i, — u,] < 10" =désque s’ > > p(m).
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Proposition 4-2.

Tout développement décimal ¢st wne suite de Cauchy.

11 suffit de démontrer eeci pour an développement décimal positif 4.
Si m est donné on cherche p(ms) tel que pour o > n > plm) |dy —d,| < 107
Comme (dn) est croissante, on & {d,-d,| =dyd, < d,—d -
Draprés la proposition 2.1, dy — dygg < 1077, On voit quil suffit de
prendre plam} = m.

Proposition 3.

Si (x,) ef (v, sont deux suites de Cauchy de décimaux, alors les suites
X, -+ Vb ef (X0, #n S0m Gusst,

Preuve:
{mn se donne un entier m positif £t on cherche p(mr) tel gue
Ko B> Hm) = |Xp 4 J oy Xy==yo| < 107",
Or I;‘;u' ‘*"}‘n-““x;“?a[ < !xl"'“‘"xgi + Iya"’““"yul
Comme [x, —x,| < 107"+ dbs que n* V o> p (m 1}
et que |y, —p.) < O™ s gue n' > n py (4 1)
{puisque (x,) et {p, sont de Cauchy), on wvoit qui suffit de prendre
pm) = sup (p,m-+1, pym--2} pour réaliser la condition
|2p F P xy—pa| <2190 < 10",

On fait wa raisonnement analogue pour {e produit en partant de "inégalité ;
[XaPe = Xy K [(Xue e ) Y] B (P ¥} X ]
et on utilisant le fait go'une suite de Cauchy est bornée.

Théorime fondamental.
Toure suite de Cauchy de décimuanx converge dany IR.

Preuve;

Soit (.} une suite de Cauchy de décimaus.

Ona:ipelN, Yim meN ,m>p e 1t >p = ju,—e] <1071
donc : ¥m, > p, s, == 070 <y, <o, + 107 et par consdquent
& partir du rang p, la partic entiére de o, différe de celie de o, d’au plus L.

Ii existe done une infinité de termes de la suite {&,) ayant la méme partie
antidre €.

On considére alors la suite extraite de {«,) formée de Tinfinité do ses
{ermes ayant ¢; comme parkie entitre 1 solt (%) cette suite,

(2} est une suvite de décimanx de Cavchy car extraite d'une suife de
Canchy, Posons v, == ¢, alors ¥Yne W jy, —all < 1.
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On a:dpeN, VimneN  map einpp=jad—all <107t
donc : Vm,m 5 pyvoop, — 107 <o <of, 4+ 102, et 4 partir du rang 2y,
tous fes termes of diffdrent de of, d’au plus 1072 : il existe done une infinité
de termes de Ia suite (48) qui ont méme partic entiére ¢, et méme premicr
chiffere aprés ln virgole, soit ¢,

On considére alors la suite extraite de (o) formée de Vinfinitd de ses
termes commengant par €, € © soit (el) cette suite extraite.

{ol) est une suite de Cauchy de décimaux car extraite de (al).

Posons v, = ¢, ¢, alors ¥u, [»,— b < I07L

On montre ainst par récurrence qu'il existe dans (xl~%) usne infinité de
termics ayant méme parfic entidre of mémes p premiers chiffres.

Soit {of) cette snite extraite. 5i Pon post v, = g, &, €4...¢, alors :

¥, jvy-—af < 107

©0o o ainsi construit une suite {v,) qui dé&finit un réel, Soit ¥ Iz suite
s={d af, ..., a ..

Quel que soit Fentier m, il existe un cntier ¢ tel que 1077 < 10~ ™ alors
YpelN, p> g= v, —af| <1077 < I07% < 07" donc (v,) est équiva-
lente &(s,). Or (&) est équivalente A (x ) car (5 ,) e5t extraite de la suite de Cauchy
{x,) ¢t done & partir d’un rang, ja, —oi < 10° =

En définitive, on a trouvé un développement décimal équivalent A la
svite donnde donc cette suite a une limite dans R,

3. Opérations dans iR

14 justification des définitions données en IV-1 st alers claire : les repré-
sentants canonigques {x,) of (¥ des réels x et ¥ sont des suites de Cauchy
{proposition 4-2); les suites (x, 4 ¥4 et {x,v,) sont de Cavchy (proposition
4-3) et donc convergent dans R (théordme fondamental).

Proposition &4,

Llensernble R muni de Paddition et de ko mudiiplication définies ci-dessus
esl un corps.

Preuve

a) On montre d'abord que Iz Himite de 1a somme de deux suites de déei-
mgux de Cauchy est 1a somme des limites de ces suites. En affet on sait d&j2
gue 1a sormme de deux suites de Cauchy est de Cauchy. Si (w ) p (dg & r et
P pfdyeraons limu,=retbmy, =r.

Par définition de Paddition r + r" = lim {4, -+ J}). Mais (&, 4 v, ost
&quivalente & o, + 4, : en effet,

f“u + vn"’”(dn + d;)' < Iul“dll + Ivﬁ“dﬂ
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e premier membre sera inféricur & 0™ dés que chaque terme du second
serg inféricur & 10"~ ge qui est possible.
Ainsi im(u, 4 v,) = lim(d, 4 4}} soit enfin :

Ymfu, 4+ v,) =lm u, 4 lim v,

Montrons alors Iessociativité de Uaddition :
(r4+s)+tm=lim{r, + 5+ litn 1,
= lim[{r, + 8.} 4+ 1]
= Hm [re + {5+ t4]
we lipn 7y, - Emls, + 4 == r x4+ 1)

La commuativité est évidents.
Le décimal Q est éiément neusre, car r + 0 = limfr, + 0) = lim r, = r,

Opposé pour tout réei :
fraeD = (—r e et lim r, - lim(er,) = lim ¢ =0

On ogte ——r "opposé de r,

5) On montre que la limite du produit de deux suites de Cauchy de
décimaux est le produit des limites de ces suites.
En effet, soit (i, ot {v,) deux suites de Cauchy de décimaux telles que
Elpdderet(vipler,
En majorant le second membre de
lun"’n - dd;[ = [Hn - dnl * [vnl + Idx! - Iva o dl:]

On montre gue {(1,7,)p (d. ).
Aless lim w,v,=lim d 4, = lim d,.lim 4, = lim #,.lim »,

Monirons Passociativité de la multiplication :

(r &3t = Ym r,5,.5m 7, = lim{r 5.}, = hm r (5.4.)
== L r,. lim 84, = ¢.(%)

La commutativité cst évidente,
Le décimal 1 est élément peutre car lim r,. I =limr, = rdonc 1.r=-=r

Enfin a2 distributivité de la multiplication par rapport i 'addition est
&yidente :
s 4 t) = dim g dim (5, 424
= i £ 8, - 1,) == m(r,5, + ry) = lim r.s, - lm r.t,
e py | 1
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ci H reste 4 voir que tout réel non nul a un inverse pour fa multiplication.
I suffit de Ie voir pour un réel positif r. St (v est le représentant cano-
nique de r, il existe un rang m tel que r,, < Oet doncpourn < m,r, 3 r* = 0.

La suite (5,) définie par s, = | pour n < m <t 5, =rlpour n>m est une
n

suite de Cauchy ; cecl s¢ déduit facilement des égalités et inégalitds suivantes @

; I l . Efr,, "—?“i

oo sl = i;;“ra Fole

ru,--«r‘ji
Y
|

valables pour # > 2>

La suite {5 ) définit alors un réel 5 (théorime fondamental) et sr = Hm (s )
m {ry==Hm {spr) =Hm I =1

Donc r différent de 0 admet s pour inverse,

4. Compatibilité des opérations avec la relation d'ordre,

Elle résuite des résultats suivanis sor ks suites de décimaux qui se
démontrent de fagon analogne aux résulfats de FV-3.

4y Si une suite {n,) de décimaux a une limite ¥ strictement inférieure an
réol g, it existe un rang & partic duguel tous kes termes de la suite sont inférieurs
i a.

b) Si (u,) ot {v,) sont deux suites de Cauchy de décimaux telles qu'a
partir d'un certain rang on ait u, < v,, alors lim u, < lim v,.

L. Les opérations définies sar R prolongent celles de D.

Montrons-le pour la multiplication : soit x of ¥ deux réels dédeimaux de
teprésentants canoniques {x,} et {p,). 5i r est un rang tel que pour s > r
x, == x, et y, ==y, le produit de x et y défini dans B est égal & x,,. L pro-
duit xy défini dans R est la limite de la suite {(x,p ). Or celte syite est constante
et égale & x,» pour n = r. Elle & don¢ pour limite x,%,.

Conclasion,

©n a ainsi fabriqué un ensembie de « nombres » R, qui contient D
aingi gue les nouveaux nombres rencontrés qui ont motivé sa construction.
Cet ensemble R est muni d’une structure de corps totalement ordonné qui
prolonge cslie de B

Enfin on peut montrer que toute suite de Cauchy de réels est dquivalente
& une suite de Cauchy de décimaug de sorte que e procédé d'extension ainsi
utilisé est clos,
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La Géométrse

Les discussions sur la rédaction de cette partic du programme ont #1é
{a cause de Ia date tardive de se publicaticn. Cette rédaction laisse finalement
une certaine libertd i Fenseignant mais de ce fait ne peur fuf servir, seule, de
guide. Fes articles sulvamts vant proposer de _fagon détaillée des présentations
possiblas en classe de Quatridme,

0 ¥ a une rupture trés nette entre les anciens programmes et les Houvediex.
Dlune part, la géoméitrie pouvait s¢ traiter indépendommeni des nombres.
la notion de longueur étant non numérique, alors que les nouveaux programmes
définissery a distance de deux points dune droite qui est un nombdre réel ce
gul névessite P'éde préalable du corps ordonné des réels; seuls les axiomes
d'incidence pouvant $tre drudids indépendarment, Uimportance de la géo-
métrie en clusse de Quatridme ext done réduite par rappori 4 Ialgébre. D'autre
part, les notions de perpendicularité et de métrigue dans I¢ plan rf' apparaissent
gu'en classe de Troisiéme (la distance de dewx points est définie sur la droite
contenant ced deux points muis il /'y a pas Pinégalité triangulaire daps le
plan ; on a ainsi une métrigue sur chague droite mais non dans touf le plar).
Lette gloméirie gffine de Quatridme est pauvre (peu de théorémes et peu
dexercivesy, cela favorisera Papprentissage de I déduction car il vaut migux
commuencer par des théories ot peu de motions et peu d'axiomes enirent en
Jeu qiie par une théorie riche comme la géoméirie euclidienne Iraditivnreile-
ment commencée en Cinguidme el reporiée mainienani en Troiziéme.

Nous proposons d'abord deux arficles qui 3'inspiremt de Panmexe de
Chuatridme des prajets de la Comumission Ministériglle, Ils oni en commun
les axlomes dincidence er la géomérie de la droite mais différent pour la
géométrie plane. La premiére, utilisant & fond Paxiome de Thalds, est la
géomdtrie traditionmelle des figures, essentiellement du parallélogramme ;
elle ext cohérente, inirinséque (non dide & un repére) et satisfaisante pour un
esprit cartésien, mals cerlaines démonstrations re pourront pas étre trouvées

— 335 -




Bulletin de TAPMEP n°279 - Mai/Juin 1971

par Példve moyen de Quatridme et nécessiteront &' abord un exposé magistral
du mairre, La seconde, fondée sur les transiations, veul arriver directement
au but gui est le plan vectoriel; Paxiome de Thalés intervient uniguement
pour montrer que la définitton dommée de I'équipolience (i existe une travsla-
tion envoyant le bipvint (A, B) sur le bipoint (C, D)) lide & un repére est en
Sfait inteinsdque {les bipoints (A, D) et (B, C} ont méme miliew), mais toute
Ia construction du plan vectoriel est indépendante de cet axiome, rapide et
simple ; si, Putilité de Paxiome de Thales pouvant éire difficile & suisir, cette
méthade est mpins cartésienne, elle présente moins de difficuités théoriques
et est peut-Bire abordable par Példve lui-méme.

La géométrie en quatriéme

P, Buisson,
LR.EM. Strashourg.

Les débuts de Penseignement traditionned de la géoméinie étaient empoi-
sonnés par des considérations métaphysiques sur ee qwest un point, une
droite, un plan, €6 la suite par la dificnité de distinguer ce gui est observation
de Pespace physigus de ce qui feit partic d’une théotie mathématique, en
particulier de ee gu'il faut démontrer 3 partir de prémisses clsirement posées.
Le langage ensembliste scquis dane les classes précédentes va permetire de
dépasser o6 probléme en distinguant nettement co qui est oxpérimental de
ce qui est théorie mathdmatique.

Le but de cet addicle est de montrer comment Ja géométnie peut étre
enseignés dans Pesprit des nouveaux programmes dans une classe de Quatriéme,
Finfluence des discussions avee les expérimentatenrs de I’ Académie de Stras-
bourg = ét€ déterminante pour la rédaction de get article et fe plan suivi. T
est naturellement impossible de répondre objectivement & 1a question : « Un
tel enseignement est-il adaped & Uenfant de 13-14 ans? » D)ans deux ou trois ang
les maltres pourront donner un début de réponse, mais actueillement les
réponses ne peuvent &tre qu'affectives.

De nombreuses personnes estiment que Penseignemont de la Mathé-
matique doit &tre posée en fonotion des futirs utilisatenrs {souvent tradi-
tionnels : physiciens, mécaniciens, inginicurs, mathématiciens...); cela est
peut-8tre vrai dans I"enseignement supéricur (département de Mathématiques,
Classes Préparatoires, Grandes feooles...) mais pas dans le premier cycle de
Penseignemsnt secondaire ob il doit surtout contribuer & fa formation générale
de Penfant par 'apprentissage d'un langage précis, d’une méthode d’analyse
des problémes et d’un mode de raisonnement.

Mous allons donc montrer comment la méthode axiomatique permet de
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mathématizer une situation concrdte, Ad départ il y a des objois physiques
(feyilles de papior, tableau noir, teaits tracés A fa régle...) et des manipulations
d’otyets physiques (régles, compas, éguerre...); nous observons des propriétés
et nous en privilégions certaines. Nowus considérons alors un ensemble dont
les éléments vérifient les proprifités privilégides noncées en Jangage ensermnbliste
(ce sont les axiomes ou thégrémes admis) puis pous déduisons alors de ces
axiotiies lo maxitium de propri€iés vérifibes par les Siéments de oot ensemble
{ce sont les théortmes démontrés).

Mous ne nous préoccupons pas de Iz & natare » des &léments ot de I'en-
semble, mais nous illustrerons ces propriétés par des dessing comme celaz a
étd fait en Sixidme et en Cinquidéme, Le dessin illustre des propriétés, parmet
de les retenir mais ne les justifie pas. _

11 ¥ & évidemment un arbitraire dans le choix des axiomes (fa notion do
vEritd mathématique est relative) of le programme de Quatridme n'impose
pas d'axiomatigue, nows en proposons une ici,

Dans Penscignement traditionnel de Ja gpéométrie, fondé sur I"axioma-
tique d'Buciide-Hilbert, toutes les notions btaient indispensables gu départ :
langueur, angle, perpendicularité, parallélisme... et fes axiomes ford nombreux;
de plus, la plupart d'entre ¢ux n'étalent pas explicités; il était donc difficile
de savoir st une propriété &tait admise ou A démontrer. Par contre nous suggé-
rons ici d’introduire les axiomes les uns aprés les autres et de les exploiter au
maximum 3 chague &ape. I est aussi plug facile d"expliquer ce qu’est un
raisopnement déductif forsque peuy d’axiomes entrent en jou.

Dans Pexposé qui va suivree les axiomes sont choisiz snffisamnient forfs
pour rendre jes démonstrations phis faciles. La premigre partie, cotisacre aux
axiomes d'incidence, permet d'utiliser les notions ¢t ke langage introduite
dans les classes précédentes £t peut done 8tre traitée dés le début de la
Quatridtme, Par contre les autres parties, droite et plan, doivent 2re précédées
de lintroduction de 'ensemble des nombres réels #: c’est pourquoi il est
utile dc ne pas intégrer P'étude des axiomes d’incidence dans eelle du plan.

Remarquons pour termminer que les nouveaux programmes sont axés
essentiellement sur la construction des nombres ¢t le calcul algébrigue, utilisés
par ls suite en péométre, alors que fes anciens programmes étaient axés sar
la géométrie qui permetiait d’introduire les nombres irrationnels (segments
incommensutables...); la géométrie est donc lz partie la moinz imporiante
du programme de Quatriéme.

1. — Les axiomes d’incidence.

1.1 Introduction des axiomes.

1'étve de Quatridme a utilisé dés P'enseignement élémentaire les mots,
point, ligne droite, lignes droites paralidles, plan; il a toujours admis les
faits suivanis justifiés par le tracé au crayon A Ja rdgle of & 'équerre, ke plan
<tant 1a feville de papier on le tableau noir,
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¢} Par deux points passe une ligne droite et une scule,

5) Par un point extérieur & une ligne droite passe une et une scule ligne
droite paralidle & la précédente.

L'éidve remarquera aussi kes faits suivants encore plus évidents :

} B exists des fipnes droites.

d} Une ligne droite a beaucoup de points (plus de deux aous suffirons),

¢) En dehors de chaque ligne droite on peut trouver un point.

1.2, Msthématisation de la siimation.

Soit P un ensemble et T un ensemble de parties de P,
Le couple (P, D) ost appelé plan mathématique i P et 9 vérifient les
propriftés suivanies :

:g I existe un élément dans D et aucun élément de D mest deal & P

St detD alors d contient au moiny deux poins distincts ot, 51 A & P

et B e P sont divtincts olors i exizte an éidment de D ef un sewd conte-
nant {4, B).

¥
:

on note & = AB

@ SideDetAcPavec A ¢ d, alors il existe ua ¢ un seul slément
deDitel que Aecd et drnd =p1,

e
o
i

Habituellement les éléments de P sont appelés poinis ¢f notés par des
letires majuspules A, B...; ceux de D sont appelés droites ¢t notés par des
feftres minuscnles d, 47...

Les axiomes peuvent Btre ilfustrds aussi biep par des diagrammes de
Venn que par des lignes droites tracées & Ia régle (de telles lignes deviennent
dailleurs au microscope des diagrammes de Vennl).

Avant d'introduire cette terminclogie on peut monirer que
P ={4, 8, C, E} avec D = {{A, B}, {A, C}, {A, E}, {B, C}, {B,E}, {C,E}}

est un pian mathématique. Il est égaloment possible de découvrir un plan
mathématique & neuf points,
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1.3, Explolistion da modile.

Nous nous plagons dans uvn plan mathématigue, ensemnble deg droites
gtant désipné par D,

131, Fude du pavallétisme,

Pour des droites notdes 4 et &' fes trois situations suivantes sont possibles :

i

ane s R
.4
Mg

« &1 o estun gingleton ' 2

Dans co dernier cas les deux droites sont dites séeantey,

Définition : On dit qu'vne droite d est paralldle 3 une droite 4 si Pinter-
section d n d' wWest pas un singleton.

En particolier une droite est paralldle A elleméme.

Nous notons d//d’ pour « d paralidle A d' »,

Théoréme: Le parallélisme est une relation d'équivalence.

On peut vérifier ce théoréme dans le cas du plan mathématique & quatre
points ot & neuf points. Démontrer un théoréme pour des ensembles finis
revient A faire ob certain nombre de vérification; mais dans le cas général
les démonstrations devront &tre formelles et il est nécessaire d™utiliser des
lettres -— appelées variables — qui peuvent désigner un élément quelconque
de "ensemble domaine de variation des lettres,

La réflexivité et la symétrie sont évidentes; démontrons la {ransitivitd.
Pour cela remarquaens dabord que () s'énonce de maniére équivalente :

BideD et AeP alors i existe une ef senie droite & contenant A et
paralléle & 4.

Nous voulons démontrer que si d est paralidle & 4" et d° & 4 alors d st
également paratdle 3 4.

Si dnd” =g nous avens le résultat voulu; sl d n d” # o désignons
par M un point de dnd”, La droite 4 vérific ;

dijd ot M e d; la droite & vérific : ¥} jd’ et M e d”; daprés Punicitd
de la droite contenant un point donné et parallls 3 une droite donnée nous
avons d —= &,

Nous appellerons direction d'une droite 1a classe d’8quivalence de celte
droite; nous noterans les divections par les letives 8§, &, 87... 8i MeP ¢t
st 8§ est ume direction nous noterons (M) ia droite sppartenant & 5 confenant
le point M.

e 3D
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1.3.2, Ewde do la projection paraltele.

Ceite étude est une simple application des propriétés do Pintersection.
Soit & une direction et 4" une droifte nappartenant pas & 3, alors 8(M) n &
est un point de d°; nous définiseons gingi une spplication de P sur d’ appelée
projection paralléle & 8 sur d'.

Ceite applicafion est surjective, non injective et sa restriction & 4’ est
Fidentité.

Théordme : Deux droites du plan sont éguipatentes,

Prenons deux droites distinctes o ¢t 4’ ¢t denx points distinets A et A’
aves A ed, A" ed ¢ von Eléments de d n % 1a restriction & 4 de la projection
paraligle 3 iz direction de 1 droite A A’ sur " est une bijection.

Théoréme; Si d est une dreite du plan P, alors Card P == (Card d)%,

Rappelons que Card P désigne le cardinal de ’ensemble P; pour démontrer
le théordme nous devons tronver une bijection de P sur 4 X 4 ou encore une
bijection de P sur &' X 4", ob d' et 4" sont deur droites sécantes car
d’aprds o théordme préoédent il existe une bijection de d" sur det de d” sur d
donec de d° X 4" sur f X 4.
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Notons &' ot & les directions des droites 47 ef 47, L'application qui, 3
M & P, associe Ie couple (M', M}, (M, M"1ed’ x d, ol M’ estla projection
de M sur & paralldiement a Ia direction de d” ¢t M™ la projection de M sur 4
paralltglement A ja direction de 4°, est une bijection.

Ce résultat est une introduction & la géométrie analytique; en effet,
neus kssowions & tout peint de plan un couple de points appartenant & des
droites {les coordonndes du point). Lotsque les points d’une droite pourront
Sire caraclérisés par des nombres nous aurons la géométrie analytigue.

. Ceux gui sont chogués par ke disgramme de Venn peuvent faire des
figures & Puide de la rigle et de 'égquerre pour ilustrer cos théorémes :

Exempls:

2. — La droite.

Nous avons vu gue fontes les droites d'un plan mathématinue sont
équipotentes, Nous allons préciser les propriéids que doivent vérifier les droites
d*un plan mathématique décrivant ja situation physique.

2.1, Introduction expérimentale.

Nous avons fait des tracés 4 la rBgle non graduée pour avoir une figne
droite, nous allons utiliser maintenant wne régle graduée {par exemple un
double décimetre).

Tragons une ligne droite avec une régle graduée et choisissons un point
origine O sur cetfe droite. Mous faisons colncider ce point aves la gradaa-

W' roQ i M
-1 ] 1

VT
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tion ¢ de ia rdgle; nous avons deux dispositions pour Ta régle #n mettant
lz graduation d'un ¢dté oy de Pautre da point O, Nous choisissons une des
deux possibilités ot notons 1 Ie point colneidant avec le | de fa gradaation
en retournant la rigle novs notons I’ le point coincidant avec le | de la gie-
duation, peur tradvire ce retoumement nous noterons —i.

Soit M un point de 1a ligne droite du méme cbté de O que 1, ia gradaation
nous permet ¢’associer au point M un encadrement par des décimaux de D7
sous-chsemble des décimaux positifs ayant un chiffre apés ta virgule {ici
3,9 et 4,0}. A un point M’ de Fauoire cdié de O nous associerons v encadre-
ment par deux décimaux de By fici —2,2 et —2,3),

Nous pouvons faire trois remarques :

a} En choisissant I"autre possibilité pour 1, nous transformerions Pen-
cadrement (x, x') d’un point M en Pencadrement (—x', —x).

5) En choisissant un antre point commie origine, i n'y a pas de formule
de passage toujours valable.
Exemple 1:

8i nous choisissons comme noavelle origine le point ' eorrespondant
exactement au nombre Z, Uencadrement (x, x7) d'un point M devient {x — 2,
X'« Xy en conservant le gens,

P—

[« I o »
4] 1 2

C 1w 9' M, M,

Si noug prenons O correspondant & I'encadrement (2,3; 2,4) comme
nouvelle origine, nous obtenons en conservaot le sens le fableau suivant !

Paint M, M, M,
Ancien encadrement (1,5; 1,6} 3.2; 3,3 4,4; 4.5
Nouvel encadrement {~0,9; —0,8) AR Y (2; 2,1)

L'écart entre les encadrements esi de 2.3 on de 2.4 suivant Ia position
des poinis par rapport aux milieux des segments définissant la graduation,

<} 8iles poseibilités physiques nous pexrmettaient d’obtenir des graduations
en dixidme de milfimétre, en centiime de millimétre... nous aurions ainsi
pour chagne point des encadrements de plus en plus fins, or nous avons défini
un nombre réel comme une tefle suite d’encadrements.

o JAD
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d) Mous anriots pu faire oette dude avec wne gradustion fabriguée par

. I’&idve et non centimétrique, puis remarguer Ja correspondance entre les enca-

drements suivant les unités de mesure; cela zst en général fort délicat sauf

dans le cas ot 1a nouvelle origine est choisie sur upe graduation et si Fancienne

unité est multiple de 1a nouvefle; alors €i un point M correspondait 4 la gra-
duation x, il correspondra A une graduation ax + b indépendante de x.

2.2. Mathémaiisation de Ja sftaation.

8i nous nous fixons vn point O et un sens, nous mathématisons a gra-
duation de la Hgoe decite par une bijection d'une droite mathématique D d'un
plan mathématique sur I'ensemble des nombres réels R; soit £: D — iR,

Nous appellerons droite repérde la domwnée dun point Q et d’une bijection
fi: DR

I»'autres bijections décrivent la situation physique; lo changement de
sens donne une nouvelle hijection g : D — R définie par g(M) = —f{M);
§i nous changeons d'crigine nous sommes dans Ia situation de "exemple 1
et nows avons une nouvelle bijection £ : D~ R avec M) = f(M}— &
aves b= {07, ke point O éiant s nouvelle crigine,

Nous définirons donc :

Une drofte euclidienme est Ia dovnée dun ensemble D ¢t d'un ensemble ¥
de bijections de D nur R tel que 5i fe ¥ alors F est exactement Fensemble des
bijections de ¥ sr IR de la forme M (M) + b ou M— —F(M) -+ b avec
be iR,

Changement Sunité: Soit £ ; D ~ R une bijection; ke couple (0,1} avee
FIO) =V et KN = I s'appelle repére comrespondant & 7. 8i {A,B)e st un avtre
couple de points distinets de D, nous traduisons expétience physique de 2. 1 d)
par la donnée de Ia bijection g : D ~ R telle que g(A) =0, g(B) =1 &t
20M) = of(M) + B pour tout point M de D avec ne R — {0} st pe R.

Ceite bijection est bien unique car si f(A) = a ef f{B) = b nous avons
(M) = 5 ! = {fiM) - a}, cest ja formule classique de changement de

Tepére. Nous définissons alors :

Une droite affine est la donnée dun envemble D et d’un engemble ¥ de
bijections de D sur R telle que si £€F, alors ¥ est exactement I'ensemble des
bijections de D sur Rde laforme  af+ b  avecac R—{0}erbe R,

2.3, Exphitation du modile,

C’est 12 notion de droite affine qui traduit toote la richesse de ia situation
physigue, mais elle n'est pas simple. Ii devrait étre possible en classe de Quix
trigme de travailler dans un premder temps avec la droife repérée et mobtrer
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dans un deuxidme tempe si lo nivean de la classe le permet que Jes résultats
ae dépendent pas de la bijection ¢hoisic dans la famille F, ¢'est-d-dire 5i 1on
remplace la bijection f par 4f + 5. Le passage de la droile repérée & la droite
affine par la droite cuclidienne peut &tre atife pour la mathématisation mais
inutile dans Vexploitation du modile.

2,31, Bipoint; « mesure alpdbrige ».

Soit (D, ) une droite repérde. Si x == (M), x s’appelle 'abscisse de
M ot M Vimage de x. Nous appellerons bipoint de D tout élément (A, B) de
D x D, Nous définissons 1a mesure algébrigue du bipoint {A, B} de la droite
repérée comme le nombre réel f(B} — f(A) et on note 4B = f(B)— fA),
fa notation AB est abusive car elle n'indique pas que ce nombre dépend de f,
mais cHe est justifide par lo théortme suivant dont la démonstration est
immédiate.

Théoréme. — 87 f(B) — Kd) = KD) — AC) alors, si a est un nombre
réel distinct de O et b un nombre réel quelcongue nous uvens gussi
{(af(8) + b) — (a4} + b) = @D} + b) — (af{C) + b} e réciproquement.
I'égalité 48 —= CD est donc bien une propriété intrinsdque, c’estd-dire
indépendants de 1a bilection choisie dans ia famille ¥ de bifections définissant
un¢ droite affine, 11 en est de meme de la relation de Chasles : AF + 8C = AC.

3.2, Vectears.

Nous déEnissops mainienant une relation 4'éguivalence dans Pensemble
des hipoints par :
(A,B)} R A(C,D), 5 et seulement si, AB = €D

La classe d'dquivalence du bipoint (A,B) ¢'appelie vecteur et se note
Xﬁ; nous noterons D Pensemble des vecteurs, Si V est un vecteur et A un
point de D alers il existe un point B of n seai t# que {A,B}ei”.

Nous déﬁmssons une apphcatiou de D x D dans B par v 5] V=V
avee VP AC  sADIeV et  (BOeVY;

—F

ACeVa V

i ] ]
A B C
(ABYeV (BCOeV

nous pouvons donc écrire par définition AB@BC < Zé; il faut naturglle-
g
ment vérifier que le vecteur V' ne dépend pas du poiat A choisi,
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Nous pouvons déﬁmr de méme une application de IR T dans D par

x. V=V avee V= AC # {AB)QV et AC = x AB {(ce demier produit
est naturellement un prodait de nombres réels).

1} est possible de montrer gue D est aussi muni d'une structure d’espace
vectoriel (of. 3.33); nous ng le ferons ici que dans le cas du plan.

2.3.3. Milieu, berycemtvre, segmint.

Soit. (A, B) un bipoint, il exists slors wn point J et un sewl tel que
7.4 4 JB = 0; e point s'appelle le arifien du bipoint {A,B). On vérific immé-
diatement que AB = D s et seulement si {A, D) et {B,C) ont méme mitieu,

' 5 ¢ n
1 P 8 ¢ f
5 +d celle de (B,C) est ;c; lez

deug milieux sont donc confondus, si et seuiement B, d—gw=d—g

Plus généralement, soit (A, B} wn bipoint de ID et ). wvn nombre récl. Dans
un repére donné, considérons le point dlabscisse x = A g4+ {1 —2)b; s
nous chatigeons de repére, Cest-A-dire sl o’ = o - P alors ¥’ = o’ 4+ (1 —1)
b == wfda 4 (1 A} + P = wx - B.

Le point G définl sir la droite repérée par OG = A 0A + (1 —2) OB
ou encore A GA -+ (1 —21) GB == 0 est défini sur la droite affine, car indé-
pendant du repére choisi, on Pappelle Baryeentre du triplet (AB,A).

Pour (A,B) fixé, I'application de R dans I qui & A & JR associe ¢ bary-
centtre de (A,B,A) ¢st une bijection et on appelle segment d'extrémités A et B,
noté [AB], I'image de Uintervalle [0,1]

2.3.4. Droite oriemtéde, ovire sur la droite,

8i on s¢ contente d'étudier la droite repérée, cc paragraphe est inutile
car on abtient une relation d'ordre sur la droite en transportant la relation
dordre de R par la bijection définissant la droite repérée ;

A < B g et seulement 55 g < b,

] A .4
H ¥ A

Pour définir un ordre sur la droite affine, if faut d'abord montrer que
1a droite est orientable, c'est-d-dire faire wne partition en deux classes ¢'équi-
valence des repdres de Ia droite affine. On obsient cette partition (0.1} R (07,10
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si et seulement si, la formule de changement de repére est donnée par
FiM) = a (M) + b avec a > 0. Orienter 1a dreile, c’est choisir une classe
d"&quivalence.

Définition. — Une droite affine orientée est un couple (D,F'} oft ¥’ est
une classe do Uensemble des bijections F définissemt Ia droite affine (D.F).

La reiation dans D « A < B » o et seulement si A{A) < f{B) ne dépend
pas de Iz bijection f cheisie dans la classe ¥’ et ¢’est une relation d’ordre,
On peut dope munir la droite affine de denx relations d’ordre.

Remargue, — Sur la droite affine non onientée on peut définir la relation
« entre » par « M entre A et B » si of sealernent si M £ [AB]; mais pour définir
un ordre il faut peéafablement orenter la droife.

3. — Le plan.

1.1, Intreduction,

Dang je paragraphe précédent nous avons étudié les droites d'un plan
pour efles-mémes; nous allons maintenant « comparer » les graduations des
droites.

Frenons deux lignes droiter sécantes £n un point € pris comme origine
sur fes deax droites ¢t une graduation sur chaque droite,

Nous remarqeerons que les lignes droites joignant les points de méme
graduation sont paralidies.

e YA
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Réciproguement, si nous avons une gradustion sur 1D nous pouvons
construire nne graduation sur D' par le fracé de paralléles de disection B,
Soit p 1a projection parslitle 4 §, nous pouvons constater qu'il ¥ a « presgua »
égalité pour les encadrements correspondants aux pombres :

32 Matbimatioation de 1z sitaution,

A partir de maintenant nous ne considérons que des pians mathématiques
P, appelds alors affines, vérifiant :
(P} Toutes les droites sont munies d’une structare de droite afline.
(Py) 8i I» et D' sont deux droites, p nne prejection paralidle de 1 sur 1
et A, B, C, D des points de D vétifiant AB == b CD alors p{A)p(8) == 5p(Ci{D)
&s),
('I“.hxé}n vérifie alors que ia propriété physigue: leg droites joignant les points
de méme abscisse sont paralldles, est une consbguence de ces axiomes.

3.3, Exploitation da modéle.

On récupére ici le début de la géométrie traditionnelle de Troisitme :
application du théoréme de Thalés au triangle (iriplet de points non alignds),
au trapéze {quadruplet (A, B,C,D) tel que les deaftes AB et CD soient parafléles)
et « réciproque »; ptojection du milieu d’un bipoint; symétrie centrale
I"enage dune droite et une droite paraliéle...

3-3*1- Em dﬂpﬁrﬂlﬁhgzma

On appelle paratlélogranume un quadruples (A, B,C.D) tel que les bipoinis
{4,C) et {B,D) aient méme milieu,

La symétric centrale par rapport au milteu commus consetve le paratiélo-
gramme ce qui a4 pout gonséquence que les droites, forsqu’elles existent, AB
et D d'une part, AD ot BC d'autre part sont paralitfes.

Il v a différenis types de paraliélogrammes :

Paraliélogrammes dégénérés ;

L *® ] § »
BB 0uD A=D Culr -3 D -] <

Parafiélogrammes non dégénérés 1 les droites AB et DO d'ume part,
AD ¢t BC d’autie part sont distinctes donc paralitles. On pent d'aillenrs
démontrer la réeiprogue.

Enongona maintenant le théordme fondamental sur s paraﬂéiogramme.
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\D \c

|
A\ a\
Thévréme, - Tout parallélogramme se projetie suivant uwn parallélogramme ;

de plus, si wn quadrupiet se prejette suivant deux directions distincees, & chaque
Jois sur un paralidiogramme, alors ce guadruplet est un paraiflélogramme.

La partie directe résulte de la conservation du miliew par projection,
Démontrons la deuxitme partie en remarquant (Thalés) qwon penat faire
les deux projections sur une méme droite,

l ‘f‘ * “ i' FAS &’ “ v ]
La figurs ci-dossus rasgembic toutes fex notations,

Le mitien de {A,C) appattient & 3" (') o& i" est l¢ milieu de (g’ et
5(i) ol i ¢st le milieu de (a,¢); ¢’est done 8 n 6’} et il en est de méme du
miliez de {B,D}.

3.3.2. Vectewrs du plan.

Théordme, — La relation emtre bipoints du plan, appelée éguipollence:
« {A_B) éqdpolient & (C_ D) 5i et sevlemens 5i (A,B,D,C) est un parailélogramnie »
est une relation J éavivalence.

La réfiexivité et la symdétrie sont immédiatement vérifides. A FPaide du
théorkrmue 1.3.1, on se raméne & des parallélogrammes dégénérés pour lesquels
1a démonstration est faite en 2,3.2 et 2.3.3. On appelle vecteur, noté AB, la
classe d'équivalence du bipoint {A,B} et on note T Pensemble des vecteurs.

H est impossibie de dessiner sur une feuille de papier (illustration de
Fespace A 2 dimengions) un bipoint (dément de P X P, espace de dimension 4);
il favt doac marquer les denx points en indiquant gue A est le premier et B
Iz second, exemples ¢

o 4B
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]
/ (‘\. 8
x2
“ A ‘Jﬂ

Fui BE

Somme de deux vecteurs
Par définition du parsliélogramrme, si Veb et AeP, il existe un et un

seul point B de P tel que (A,B)eV
Comme dans le cas de Ja droite (2.3.2) nous pouvens définir par une

construchon mdépendante du point A une application de PP dans P par
VoV=Vauw V=4 s@4aBeV o @OeV.
Nous avons par définition 1z formule de Chasles : AR @ BC = AL

ok
ACa VY -
F ) El ?‘
M.y B
Fr. Bid.

L'associativité ot fa commuiativité de In loi @ résuitent de la construction;
lz vectzur, noté 3, dont un représentant ast (A,A) vérifie V Qahﬁ m—‘i;', ’est
done un élément nevire et tout vectenr V a un symétrique V= BAsV =28
L'ensemble P est donc muni d'une structure de groupe commutatif,

Multiplieation d'un vectewr par un réel
Comme dans le cas de Ia droite {2.3.2) nous pouvons défipir une appli-
mta;?n de R X P dans P, avee V' = 2.V, ot V" = AC avec AC =2 AB
& ¥ = AR,
Les propriéés suivantes résulicnt d'un caleul algdbrique sur 1a droite :
c+NIV=ENouH
%Ny = (9).V

—* e

1V ¥
1a derniére propriété résulte du théoréme de Thalds.
x.& & v‘) = (x.?) D (x.i*")

3.3.4. Rupire affine.

Théorime, — St (A,8,C) est un trigagle et M un pamr dupiau, alors il
axiste wx couple wiigue {%,Y) do nombres rdels t2ls que AM = {x. AB) D (. :1?2)
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Le triangle (A,B,C) s’appelle reptre affine, les nombres x et y sont les
coordonnées de point M dans ce repére.

Projetons M en P P sur AB parallélement 32 AC et en Q sur AC paralléle-
ment & AB. Alors AM AP&) AQ et si x désigne Iabscisse de P sur la
droite AB dans le repére (A,B) et ¥ ’abscisse de Q sur la droite AC dans le

a B P
Fig. BI1S.

repire (A,C) ona AP = x.AB et AQ = y.AC d'oi1 AM = (x.AD) ® (y.AC).
Démontrons 1'onicité;

supposons AM — (x.rB) & (y.ﬁ) =(AB) @ ('.AC) avec x # x';
nous aurions alors AB = JJ:—__:, AC done A,B,C alignés ce qui est absurde

don¢ x = x/, de méme on démontre Pégalité y = ',

La Géométrie

document de travail de PLR.EM. de Lyon,

rédigé par L. DuveRrT, R. GAUTHIER,
M. GrLayMaNN, A. GOURET et A. Myx.

1. — Introduction.

Ce document a été écrit A I'intention des maitres; il a pour objet de pré-
senter, dans le cadre des nouveaux programmes, la géoméirie en classe de
(Quatriéme; mais il ne peut en aucune fagon éire considéré comme un cours
pouvant étre présenté tel quel aux enfanis; cependant, nous avons largement
tenu compte de la recherche effectuée par I'équipe lyonnaise dans les classes
expérimentales ¢t pour certaines partics de ce docoment — indiquées par
un trait en marge — nous avons reproduit des fiches de E. Galion 4, édition1971.

La géométrie reste pour le moment un domaine privilégié du raisonmement
déductif, mais il faut rappeler gu'elle a une origine purement expérimentale,
et que dans sa forme définitive, c’est une véritable théorie mathématique;
I'enfant aura fait un progrés considérable, Iorsqu’il aurz saisi ce cheminement.

— 350 —
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2. — Propriétés d'lncidence.

T est un ensembie,

D est un ensemble #son vide de parties propres de T (1),

On dit que D est un ensemble de droites mathématiques du plan T domt
les éléments sont appelés points dans le seul cas ol les deux axiomes soivants
sont vérifids

&) Premier axiome d'incidence.

Toute paire {2) de points de T est incluse dans yne droite et nne seule
de I (3.

b) Denxitine axiome d'incidence {ou axiome d"Enclide),

Pour toute droite J de D et powr tont point x de T n'appartenant pas
4 d, il existe une droite & et une seule disjointe de 4 et dont x est élément,

Vocabaiaire : Si le point x appartient & ks droite 8§, on dit encore que &
passe par x.

Conséquences
Théordme 1.

3i Pintersection de deux droites contient au moins une paire de polnis,
aqlors ces dewx droites sont dgoles.

Thdoréme 2.

1] existe dans § ou moins trois points W appartenant pas & une méme drodte.

En effer, <’il n'y avait que deux points dans &, Ia droite passant par eux
ne serait pas une partie propre de 7.

(1) Une partle propre de T esi une pantie de T distincte de F o non vide,
(2) Le mot paire désigne un ensembie de cardinal deux.
(3) Cet axiome ne veut pas dire (encore) gue toute dralte coniiont au moine une paire,
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TM"&M 30

H existe damx T au moins trois ldments,

@.M——w-

Théoréme 4.

B existe au moins dewx droites disjointes dans D.

Démontrez ce théorime,

¢y Définidon,

On dit que deux droites I, et D, sont séeanter si leur intersection est un
singieton.
X &ant le point commun & D; o 13, ;

D, N Dy == {X}
Axzire définition.

Deux droites paralléles sont deux droites non-sécantes,
Démontrez que si Jes droites 1), et I, sont paraildles, alors .

o hien D, = D,
ou hien D, Dy = o3,
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Théoréme 5.

Le relation dans D ; « ... est paralidle d... » est wie relation <’ égaivalence.

Démontrez c¢ théordme.

(L axiome d’Budlide n'intervient gue dans la démonstration de la transt-
tivits,) Cette relation J¢'équivaience détormine wne parfition de D; les classes
s’appellent les directions.

A titre d'exercice, démonirez que fouie droit¢ contien{ an moins ums
paire de points.

Notation

La droite contenant Ia paire {X, Y} sera désormais désignée par DX, Y},
¢t pariois XY.

d) Etode du modéle 3 neuf points,

VYoir le rapport du Groupe de Lyon sor Pexpérimentation en Quatridme
{p. 444).
Rernarque

Une fenille de papier, la surface d’une ean tranquille, ne sont pas des
plans mathématigues.

La trace d’un crayon bien taillé sur une feuilie de papier n'est pas ugo
point mathématigus.

Un trait tracé & Ja régle n'est pas une droite mathématiqus.

Cependant, certains dessins, fracés avec uno régle et un crayon sur une
feuille de papier, pormettent d'illusirer (imparfaiternent} les propridtés du
plan, des droites, des points mathématiques, telles que celles qui sont $aoncées
dans lex axiomes d’incidence t et 2.

3. ~ Projection paralldle de 7 sur une droite,

Soit une direction A (représentée sur la figure par une droite 5 &$lément
de A) et une droite D non &ément de A,

A tout point M de &, on assecie le point pr{M), intersection de D et de
1a droite de direction A passant par M.
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Justifiez I'existence et 1"unicité du poiat pr(M).
Mouy venons de définir une application de ¥ vers D, notée pr :
o T - D
M b pr(M)
Cetle application s’appelle : projection de direction A sur D ou projection
paralldlernent 6 & sur D.
priM} sappelle le projeté de M sur D parzllélement & §.
Dénontrez que cetie application pr est surjecitive, mais mon injective.
¥in désignant par o la restriction de pr A une droite D distincte de D
et n'appartenant pas 3 la direction A, application :
e[ D -»D
M - oM}

définit la projection de la droite DY sur la droite D, paralidlement & A,
L’application @ est une bijection,

/ t wm')\\\ L
En déduire que deux dreiles quelconques sont dguipofentes.

4. — La droite réelle.

Désormais nous allons nous intéresser uniquement au oas o les droftes
sont équipotenies & IR (ensemble des réels),

a} Péfipitions et notstion.

Tine droite mathématigue réelfe est déterminéde par un couple (8, f), 8 étant
une droite mathématique équipotente A | et f une bijection de § vers R.

F est une graduation de 8.

Limage par f du point M de & s’appelle Vabscisse de M pour la
graduation £,
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Si A est le point d'abscisse © et B le point d’abscisse 1, le couple (A, B)
s'appelle repére de la graduation. A est Porigine de Ia graduvation. M et P
étant deux points de 4, 1a notation MF, {qui se lit « M P barre pour 7 ») désigne
le réel fIF)— (M} :

ME, = f(P) — /(M) |

b) Distunce de deux points pour Is gradoation 7

M et P &tant deux points gquelcongues de 5 d'abscisses respectives fIM).
et A{P), on appelle distance de M & P le réel

|fM) ~f(®)] moté (M, F)

On Jéfinit ainsi une application de 8 X 3 vers R*
dy |88+ R
M, By d{M, P)

Démontrez les propriéiés : d{A,B) =0 A =B
&A, B) = d(B, A)
d(A, C} - &C, B) » d(A, B)

quels que sobent les poinis A, B et C de la droite 8,

c) Auires graduations de la drofte réelle.

£ est une gradustion de fa droite 8,
En composant 7 avec une bijection quelconque de R vers IR, on obtient
une autre bijection de & vers R :

s L7 L
8 uaf‘_.m

— 355 -
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Prenoas comme bijection z une bijection de R vers R du type :
#H1xH—x-+ b

ou uy P xw»  x+ b (b est un réel quelcongue),
Démontrez gue Iz distance sur & pour f, pour uyo /, pour e festla
méme !
YeM  ¥gP dI(MS P) b dl': OI(M: PJ = d;l) ﬁf(M'ﬂ B)
Exercice

e devient [z distance de deux points de Iz droite § gradufe par fsi
T'on choisit pour pouvelle graduation so f avec

¥ | R—->R
X vax+ b ae R*—{{, —1}

d) DébBultion,

Nous appelicrons graduations de la droite réefle 8 toutes Ies bijections
du type uy o f ou o f. (f est Pune delles : pourquoi®)

5, — Milica d'on couple de points.

A et B étant deux points de la droite & graduée par £, on appelle milien
de (A,B), que I'on note A B, le point de 3 défini par :

SN B) = L(AA) -+ B)

Démontrez que fe milien de (A, B) pour u, ¢ f, pour 2,5 f est le méme

que pour £
Démonirez : AsB==Bei

AsA=A
AsB=AsCl{B=C

6, — Ordres sur la dreite, Segmeants et demi-droites.

On connait sur R deux relations d'ordre, notées > et <; & &ant en
Wijection avec IR, nous pouvons u transférer » ces deux relations sur fn droite § 2

@y A ¢t B sont deux points de § gradude par £,
» 8i fIA} < fIB) on dit : « A précéde B, pour / »
notation A~ B (pour f)
on « B suit A, pour f'»
B> A {pour f)

33§ —
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+ Démontrez que ces relations dans §, notées < ef >, sont des refations
d'ordre total,

Exercize. Soit #, : xy»—x - &
Uy s x> X+ b

S5i A < B pour f, démontrez que A < B pour Uy F et B < A pour u, 0 £.
HSA<C=<B
B <C<A

on dit qoe ¢ point C est « entre A et B ».
Démontrez que si C est entre A ot B pour £, il en est de méme pour toute
anjre graduation w0 f ou uyo f de §,

¢) Segment : A et B gtant deux points de la droite 8, 'ensemble des
points de & entre A et B ¢st un sagment fermd, A 2t B sont les poirss frontidres
ou exirdmités du segment,

Notations ; AB au BA ou [AB] ou [BA]

Démontrez : M &[AB] | (f(M) —f(A)).(f(M) —f(B)) < 0.

d) Demi-droites : A et B sont deux points distinets de 8.

On appelie demidrefte de frontidre (ou d'origine) A, contenant B, Pen-
sembie des points M de &, tels que

AM, . AB; » 0
c'est-d-dire { M) — f(AD.(f (B} —A(A) = 0.

Démontrez que cette définition ne dépend pas de ja gradustion chedsie
sur 8.

¢} Axes : On appelle axe un couple dont le premier terme est une droite §
et le second une geaduation de cette droite,
Exemple : axe (8, )
axe (8, uyeo £} et axe {5, uy ¢ f).

Ies anes (B, F) et {8, uyo £} sont dits de méme sens.
les axes (5, F) et (8, u o F) sont dits de sens coafraires.

7. — Axiome de Thals.

@) Rappert de projection. On considére ;

« une direction quelcomique A {3 A),

s un premier axe (s, /}; la droite 2 n'est pas élément de A; Je repére de
la graduation [ est (C, D),

-_— 357 -
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graduation 7

gradustion § ¢ 9'\&

= un second axe (b, g); la droite b n'est pas élément de A,

» la projection paralidle de direction A, de Ia droite 2, sur Ia droite 5,
nolée pr,

».les points C' et I projotds de C et D ¢

C=pC) D =pr(D).

w gradustion f

gradustion

1l existe sur & une graduation A telle que A(C') == 0 ef que les deux axes
&, g et {d, A) soient de méme sens (démontrez-le). Désignons par & I'abscisse

de DY par & :
WD)~k
k s’appelle rapport dz projection, pour {a direction A, de axe (a, £} sur

faxe {5, p).
Démontrez ' k « 0,
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b} Soit M an point quelconque de &, o x son abscisse pour £
S = x
Soit M’ le projeté de M : pr{M} == M,
St on a choisi £t g n’importe comment, en général X° n’est pas égal a kx.

Désormats, on graduers les droites du plan de fagon gye, quelles gue
soient la direction A et les droites a ef & :

M) == kx pour tout M d¢ a

On dit que les droites du plan sont geadudes conformément ¥ Paxiome
de Thalés.

Dany ces condifions, &1 on connait A, a, b, le rapport de profection k,
et une graduation f sur ¢, Paxiome de Thalds ¢st an outid pour retrouver
une graduaton h sur & (& partic de laquelie on peul retronver toutes les
graduations ds b).

¢} Raison do choix opéré par I'axiome de Thalés : un modéle concret
des deoites réelles est constitué par les doubles-décimdtras,

Yoici, extrait de Galion 4, des activités préparafoires proposées aux
&léves gvanr lintroduction de I'adome de Thalés.

& Acitvitds préparatoires

Dans ce paragraphe @ tu feras non pas des mathématiques, mmis du
dessin, o

preminr doubles -
démicitra

dicimptre
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a) Sur une fsuille do papier, pose deux dowbles-décimbtres de fagon
que lss deux droites dessinées en rouge sur la fgure ci-avant soient paralléles,
Par les teaits margqués 2; 3; 0,5; 2,7 sur le premier double-décimtre,
trace les droites paralléles aux deux droites rouges; en quels points coupent-
elies le second double<iécimétre? Ecris tes réponses dans fe tablean suivant :

| |
ter donble-décimétre. . . . 0 | 1 2 3 { 05127 x
S
2¢ doubledécimétre, . . | 0 | 2 | .. 1 .. l . i .. 1 5.

&} Fais glisser sur Ini-méme le second double-déciméire de fagon 4
réaliser Ia figure cidessows

Compiéte @

1 doubledécimdtes. . . | O | 1 | 2 | 3 105|27| »

2¢ double-décimétre. . . l 3 5

c} Dxssine la Bgure et compléte l¢ tablean dans le cas suivant

4

7
2,5i5

2 z

g {13
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d) Méms question dans le cas sujvant :

Est-il oblgatoire gue Ios deux doubles-déokmiires soient paralléfes?

5) Projection et miien,
A et B sont deux points distinets de la droite . Coest le milicu de (A, B).
On choisit A comme origine de la graduztion f sur 4.
B a pour abscisss x; Je milica C de (A, B) a pour abscisse %(o + 0,
1

c’esl»&-direix.
]
A
M 1 1
: o
¥ [
b e ke
Al c' n @

Appelons A’, B' et € les projetds respectifs sur b, paralidfement 4 8,
des points A, B et C.
Choisissons A" comme origine pour une graduation g de b; si & ast le

rapport de projection:
eB)=kx o gCH=F. (% x) d'apeés V'axiome de Thalss.
Celkujons Pabscisse du milien de (&', B) :
1 . . 1
i(E(A)'i'R(B))“ i(()-}-kx)
= g(C}

Le point €' ¢st done e milieu de (A", B').
Le projoté du milicu d’vn couple de poinis 25t le milicu du couplc des

projetés. :
- 36] —
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¢} Application au irfangle,
A, B et € sont trols points pon alignds du plan T,
B’ est le milien de {A, C); C' est le miliey de (A, B).
. Le projeté de C sur la droite AC paraillerment & BC st le milien de
(A, O d'est-i-dire B,
(Cs=AsBABR =As() |- BC/BC

(propri€té connue de la « droite des milicux »).

B

8. - Bijection de 7 vers R X R,

a)} Repixe dn plan 7.

Soit un couple d'axes sécants en (.

Le premier axe (4, /) a pour repére (QQ, I).

Ie second axe (', /) a pour repére ({2, J).

Les trois points ), | et J sont distincis et non alignds.

Le triplet (2, 1. 1) est un repére du plan &

Inversement, tout triplet de points distincts ¢t non alignés peut étre pris
comme repére du plan. _

@, £

{2, 1)

5) Bijection de F vers R x R.

(€, I, I) est un repére de .

M est un point guelcongue de T.

pry Msigne la projection sur 4, paraidlement 3 4.
pry dbsigne la projection sur d, parallilement & 2
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Le milien de (A, B) a pour abscisse [a demi-somme des abscisses de A
et B, pour ordonnée la demi-sorame des ordonmées de A et B..

AsB: (%(e+b}~%(a'. b’))

Me¥
4 A"
M; = pr{M) M, = prdM) '
i i
a est ['abscisse de b est Pabscicse de
M, pour {4, ) M, pour (', 1)
A" I's

au point M de 7, on associe e
couple {a, by de R x R

On définit ainsi vne application @ de source T, de but R x R :
. T o Rx R
MMy =@, b
Réciproguement, & tout couple de réels (o, ), on peut associer un point M
et un seul du plan P,

I'abscisse de pr,(M) sur d étant a,
I'abscisse de pr (M) sur & étant b,

La relation réciprogue de @ est une application de B x R vers T,
Q est une bijection dz ¥ vers B x R,
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Pour le repére (03, 1, 3} ;
a est Vabscisse du point M; b est son erdonnde
Le couple (g, &) s’appelie le couple des coordorndes du point M,

c) Coordoandes do milisn $un copple de pointx,

A a pour coordonndes {a, o),
B a pour coordonndes (b, b7, dans ¢ repdre {Q, T, J).
(A« B) est le milien de (pry(A); prB)) (ef. : 7 d).

L'abseisse de pr(A » B} est donc —; (a -+ b).

De méme I'abscisse de prA » B) est % (@ + b

9. — Equipollence et tramslation.
a) Définition de Péquipelience.

C'est une relation dans § x &, définic de la fagon suivante (elle est
notée eq).

{A, B} eq (C, D) signific A+ D=CxB

b) Equipollence dans & munl d’ua repire (0, I, J).
Voici quatre points et lewrs conples de coordonndes ¢
Alg,a), BB by, Cloey o DA
(A, B)eq (C, D) { AsD=CsB ,
at+d ¢ gd+d +F
HEE =) (=)
bd p—ag=d— A —ad =d—¢)
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Conséguence : Transitivité de Féquipoflence. Supposons
ABeg{D) o (CDeq@EF)
ce qui entsalne, en ulilisant Jes coordonnées des points (Ble, &) FUALSD ¢
b—ag=d—c et d—c—=f—e, dong Bb—aumf—e
deméme 8 — ¢ =d g’ 8t e =f—5, dotg &t =f -t
i en résulte 1 (A, B) eq (E, F).

La relation d'équipollence dans & X T est réfiexive, symétrique (démon-
trez-le), transitive; ¢’est donc une relation d’éguivalence,

Remarque
{A, B) eq (C, D} AJ.(A, By eg (C, D) |~ D = D
En effet
AxD =Ca«B , ,
AwD = CxB dong AsD=A+D dopc D=L EIE)

¢} Translation : (A, B) est un couple donné de points,
En vertu de ls remarque précddente, étant donpé nn point M, i existe
un point M’ & un seul tel que
(M, M’} eq (A, B)
Définiti

t, p) ost Iapplication de § vers & qui au point M associo le point M’
tel que (M. M) eq {(A. B)

Tout couple de poinis définit une {ranslation unigue.

Démontrez :

*tiem - Arr Bl

« 1z relation réciproque de #(, , eost P'application ty 5 (Schange des
moyens et des exirBmes dans 'éguipolience, justifié par ia définition & partir
de Ia loi du milisu).

| 1y a» €8t une bijection de ¥ vers 7.

» Iy o o8t Videntité dans 7.

o (A, B) eq (C. D) b te, p = Fie, p (utilisez Ia transitivité de 'équi-
pollence).

Etude amalytigue d'une translution : Dans le repire (€2, L. J). le point M
a pour coordonnées (x, y), le point E a pour coordonnées {a, &).
Soit 1a transiation @ »

top - M— M
x.» &)
Démontrez : (X’ =x+a}a ¥ =2+ 8
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d) Grompe des framlations.

Soit G I'ensemble des translations. '
%) f14 5 o dcm Sont deux translaticos. Soit E Je point tel gue

B, B)es (C, D) : t¢py=tam

Soit M un point goelconque du plan.

tg g M om done (M, m) eq (A, B) donc (M, A) eq {m, B).
tp gy ¢ m M donc (m, M") eq (B, E) donc (m, B) eq (M’, E).

t
i ko
E -
A g N""s.*."\\-!
» ]
1l en résulte : (M, A) e OV, E)
U SBCOre (M, M) eg {A, E),

Nous avons démontré : 11y 5y © ¢y 5 = 2y, 1)
La composée de deux travulations est une transiation,

€) (B, o) est mn groupe commutatit,

- Associalivité : pensez & Ia composition des applications.
~— Elément seutre 1 fr, 4.
~ Translation réciproque : 1, g == fiy 413
fu, 2 Bt f¢5 o sont symétriques pour la loi de composition notée.
— Commutativité : démontrez-la.
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10. — Vecteurs.

a) La relation d’équipellence est une relation d’équivalence dans T x & :
chaque classe d'équivalence est appelée vecteur gdomdtrigue.
Notation : un vecteur peut étre noté i

Si (A, B) est élément de la classe #, le vecteur i peut &tre aussi noté AB.
(A, B) ¢q (C, D) | AB =CD

Tout couple, élément de la classe i, est un représentant de ce vecteur.
Le vecteur de représentant (A, A) est noté 6, et appelé quelquefois vecteur oul.

5) Remarque : AB = {(X, Y); ¥ x 75 (X, Y) eg (A, B)}
AB = {(X, Y); § X %5 teep (X) = Y}

Le vecteur AB est Ie graphe de la translation ¢, 5 dans T.

Désormais #(, p peut étre noté ¢z, ou ¢ si (A, B)ed

¢) Bijection de 'ensemble G des translations vers Pensemble U des vecteurs.

A toute translation #4, ), On associe le vecteur AB;

A tout vecteur #, on associe la translation #» de graphe 4.

(G, o) est un groupe commutatif.

F est la bijection de G vers U définie ci-dessus; définissons dans U /g
loi de composition notée ¢, induite de la loi « dans G par f. Cette loi @ est
I'addition dans <.

L’addition dans 9 n'est qu'une autre fagon de rendre compte de la
composition des translations.

(U, @) est un groupe commutatif.
Pratiquement, comment trouver un représentant de Ja somme # ¢y ¥
si 'on connait vn représentant (A, B) de i et un représentant (D, E) de #2

— 367 —
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On construit © tel que (B, C) est équipollent 2 (D, B).
AB @ BC = AC| (Gealité de Chasles)

o

AB est l'opposé de BA : AB ® BA = 0,
Diff¢rence dans V ; ¢'est une loi de composition dans U, notée e

définje par
2V == i @ opp()
opp{¥} désignant I'opposé de #; on le note aussi {—i'},

— Paraliélogramme.

g} Les formules suivantes sont iogiquemont équivalestes ¢
(A, B} oq (C, D)

AsD=CeH
AB=CD
f--'th—g

On traduit encore cetée situation en disant que le quadroplet (A, B, D, O
est un parallélegramme.

{La seconde figure représente on pacatlélogramime aplafi}
il peut zussl so désigner par (B, D, C, A); (B, A, C, D), «te.

Il ne peut pas &tre désigné par (A, B, C, D, ni par (B, C, A, D)...
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Dans le cas d*un parallflogramme non aplati, les droites AT} et BC sont
appelbes diagonales du parallélogramrae; four intersection, milisu commun
des couples (B, C) et (A, D), ost le centre du parallélogramme,

b (A, B, D, O) est un parafiélogramine non aplati de centre K.

Soit L le milien de (C, D), M le milieu de {A, C).

Démontrez (voir D &) que :

KL/JAC & KL//BD done AC/BD
de méme : AB/CD.

Les cbtés ¢'un parsliélogramme sont paraliles deux & deux,

12. — Composantes Fun vectear.

#) Le plan est muni du repére (o, 1, T}
Les droites wl et ©] ne sont pas paralldles, .
fiq, m o5t 1 transiation définie par

MM
.7y s (xta y+ b
On 2 vz (0* 1) qu'A toute translation est associé un vecteur unique.

8id est Je vecteur associ€ 3 &, i, on dit que {a, b) est le couple des compo-
saptes du vecteur &,

Notation ; = (a on MM = (g

;) )
/5
7 ;
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M{x, ) a pour :magc M'(x’, V) :
X'z X

a=x—x
)"m.}'"‘]"bH b=y vy
M(x, ¥); M'(x', ¥). Composantes de MM* (;: - y)

b Si @ a pour composantes (g)

et 8§ ¥ & pour composantes (;)
trouver les composanies de £ @ ¥, de 4O ¥, de FS &,
¢) Quelles sont les compoesantss du vecteur D7

13. — Produit d’on vecteur par un réel.

Haeck
ey

Z a pour composantes (g)
Au couple (2, #) on assovie le vecteur ¥, de composantes (g)
On 4éfinit ains] ane application de R % U vers U.

Motation : # e o)

Cette application définit une foi externe dans %,
t) Démontrez les propriftés suivantes:

Ve, Yef}, Yoif, Yo : 1 li=4 {1)
E+Bd=(h @) e

ol & 7} == {odll) & (4¥) ()

AR = () i @

pa=0 5

{—1) 4 = opp{ll) ()

of =0 4]

Remargues pédagogigues : Noter les signes -+ et & dans la propriéé ;
{ot + B) # == (udl) B (i),

s (i) @ (Pd) sers souvent notd of P en accordant prictité 2 la
multiplication par un réel sur Paddition dans U,

= De méme {¢f)# "écrira souvent off i

- 370 —




Bulletin de 'APMEP n°279 - Mai/Juin 1971

¢) (U, &) est un groupe comnunalif,
La loi externc définie dans U & les propriétés (1) ) (3) (4) ci-dessus,
On reconnalt ici que U muni de addition ¢t de la muitiplication par un

réel est am vectoriel sur le corps R.
Vous saver d’silletrs que les propriétés (3) (6} (7) sont des conséquences

dez axiomes du veotoriel.

d) La définition du produit d'un vecteur & par un réel ¢ donuée en a)
présente Finconvénient de ne pas 8tre « intrinséque », ¢'est-3-dire de dépendre,

en apparence du moins, du choix d’un repére du plan,

1) Voici une définition intrinsdque, 3 Pusage du maltre, mais qui nous
sembie trop délicate pour nn éRve du premier cycle -

«) Si il % 0, soit (A, B) un représentant de il ; A + B. Pour I graduation
de repére (A, B) sur la droite AB, w est I"abscisse d’un point C.

Soit (A’, B’ un autre représentant de @, et C’ Te point de lu droite A’B’
d’abscisse « pour la graduation de tepére (A', B'). Suppoesons que les droites

AB o A'B’ sont distinctes.
(A, B} g (A, B)

donc (A, A) eq (B, B)
donce AA'//BE".
¢
B .
A ___,_'—"‘""{\;,’H/}—-
d

i
'
!
1
I
f
¥

e .
e
T
]

3

i
1
¥
i
1
1
i
¥
H
i

;
i
3

12 projeté de C surla droite A’R’ parallélement 3 AA’ est, d’aprés I'axiome
de Thalds, le point de la droite A'D’ J’abscisse « (le rapport de projection

est égal & 1), c'est-d-dire .
Dong CC I fAA'

E: comme AC [/AC, {A, C, €, A") est un paraliélogramme, done
AC=AT.

B en est de méme pour toute paire de représentants de # (méme poriés

par une méme droite : poargooi?).
Par définition, o est la classe d’équipolience de (A, C), (A', C)...

B) Si =0, par définition o6 = O,
e 3T e
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2y On peut alors traduire cette nouvelle définition dans un repire (A, 1, J)
quelcongue do pian

Soit (?) les composantes de &, Les coordonnées du point B tel que AB =2

sont {x, 7). S1 & est le rapport de projection de Maxe de repére (A, B) sur I'axe
de repére (A, 1) paralidlement 2 AJ, ot &' le rapport de projection de 'axe

1 / ol

de repére (A, B) sur I'axe de repére (A, T) paraliélement & Al, les coordonnées
de B sont (k, k) et ceiles du point C de 1a droite AB d’abscisse o pour Ie repire
(A, B) sont {ka, k'u).

Done: : ﬁm(@)mmﬁ:(gﬁ)

On retombe sur la définition donade en &)

14.

X ot Y sont doux points distincts de 7.
Choigdssons (X, Y, ) comme repdre du plan T (XY et XJ sont deux
droites sécantes en X),

¢) Soit Z le point de la droite XY d’abscisse .
X2 = () =m(5) ==X

o
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Dong
Si Z est un point de la droite XY, il existe un réel m tel que

XZ = m XY
Quels sont les points qui correspondent Amr = 1, & m mO,&mm%?
5) Soit T un point tel que :

g —
KT =aXyY
o étant un récl

XY = }) , done XT = ) done les coordonnées du point T sont :

{a, 0). Don¢ T est un point de ba droite XY. Done : =i XT o m—{’ T est un
point de la droite XY ¢t o est I'abscisse de T pour la graduation du repire
X, )

¢) Soit & un vecteur difiitent de 8, (A, B) ¢t (C, D) deux représentants
de &:

{A, B) eq (C, D), donc les droites AB et CD sont paralldles.

La direction commune aux droites AB et CD s’sppelle 1a direction de @,

Soit deux vecteurs non nuls 2 et ¥ tels que ¥ = m @ (o est un réel non
nuf}; soit E le poiat tel que {C, E) est un représentant de #;

TE=m&D

-------

Donc E est un point de la droite CD.
IDonc AB ¢t CE sont des droites paraiidles.
Pone les vecteurs non nuls i et mil ont méme direction.

d) Soit deux vecteurs non nels # et i; 2 un point du plap; (€1, A) est un
représentant de 3, (€2, B) un représentant de 3.
5i tes droites A ot OB sont sécantes en £, § et ¥ n’ont pas méme diree-
tion; (Q, A, B) peut &re pris pour repére du plan 7.
Soit un vecteur W quelcongue.
Pour le repére (2, A, B}, le couple des composantes de ¥ est (x, ¥).
ke couple des composantes de 3 eat (1, O).
te couple des composantes de ¥ est (0, I).
Donc :

We=x¥@yi

— 373
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15. - Barycentre,

Soit % poinits Ay, A, ..., A,
et nréels @, &, ..., %,
Cherchons 5"t existe un point G du plan tel que :

—

o 4 GA, B GAD ... §a, GA, =0
&igm!@mieﬂalﬁal$xﬁxa
Done (1) séerit :
OB+ ... +2) OA B EAA D ... DE AR, =0
Siog tag4 ... o, %0

PO, 1

Alc}m;“i"f‘&z“t}“—--”i'

Donc il existe un apoint gt un seul répondant & I3 question. 11 sappelie
barycentre des couples (Ay, ar), (Ay, 24, ... (A 2

p- (@A A, @ ... @, ApA )
A

Le programme ne comporte que des exercices sar le barycentre. Voici
une fiche extraite de Galion 4¢ :

@ A et B sont deax poinis distincts de T
a} Quel est le point M de T tel gue ©

1 MA @1t MB =92
On dit aosyi que M est le baryceotre de (A, 1) et (B, 1)
5) Démoatrer qu'il existe un poiat N de ¥ tel que :
{1 NA @ 2NB =1
Pour cela, rempiace NB par NA @ AB, puis trouve e réel 7 tel que :
NA =r AB

On dit que N est le barycentee de A, 1) et (B, 2). N est ur point de ia
droite AB.
Construis-fe sachant que (A, D) est le repire de la dreite AB.

¢} Démontro gu'll n'existe pas de point P de § tel qoe
1P @ (—)TFB =1

Le barycentre de (A, 1) et (B, —I) n'existe pas.
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d} Détermine le point G tel que
4QAB QR =T
Utiliss un¢ métheds analogue A celle du paragraphe B).

Q3 est le barveentre d2 (A, 4) et (B, —5). C'est un poini de Iz droite AB;
constryis-le.

e} Démontre gu'il n’existe pas de point S de F tel que :
1 N @
sk @ (- 3) 58 =8

f) d est pradube par f; ie repére est (», K).
Lrabscisse de A est 2,5;

L’abscisse de B est {—4),
Trouve abscisse du point N de la droite d tef que

tNA@3T -3

-
&
»
.

A, B et C sont frois points distincts de ¢.
Tu vas chercher s'il existe wn point G de T tef que :

GAeGhaGlC=19

a) M est un point quelconque de ¥,
Tu peux éerire :

GA = GM @& MA
OB = GM @ MB

&¢ = GM o MT
Instific

CGAaGBOGC =B |=

(GM & MA) @ (GM o MB)
& (GM & MO =B

1
IMG=MAMBGMC = {3.GMaMAQMBD MO) = B

Catte dernidre épalité prouve gqu'il exisfe vn point G et un seul
Pourquoi?

wer 315
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Quels que soient les points A, Bet Cde &, i
existz un point G ¢f un senl de ¥ tel que :

GApGBoGh =7

&) Puisque M est queleongue, remplagons-le par I, milisu de (B, ).
3G ~TA 0T IC

Puisque H [42] j7al =n-§,
i obtiens : 1.1 =T4

Le point G est doue un pofnt de la droite Af

' <

¢} J éant te miliey de (A, ) el X le miliou de {A, B) démentre que
{4 est aussi un point de iz drofte BY et un point de la droite CK.

« Si les points A, B et C ne sont pas alignés la droite qui joint F'un
des points an milise du couple formé par ks deux antres est une médians
de (A, B, ),

Leg troie médiones de (4, B, C) ont en commun ce point G.

Ce point est appelé centre de gravité de (A, B, O).

On dit aussi : G est le barycentre de €A, 1), {B, 1) et {C, ).
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16. — Symétrie centrale.

a) Choisissons un point O du plan 7.
Wous sllons dafinir une application de 4 vers ¥,
Soit un point M quelconque de §.

@) SiM=0 o
quel est Is point M’ de T tel que O soit le milieu ds (M, M')
MSIiM#£O
appelons d Ia droite OM.
: -
a
% éppin )

Si « est 'abscisse de M pour use graduation de repdre (O, 1), il existe
sur d un seul point M’ d'abscisse opp{e} : O est le milicu de (M, M.

Done, quel que soif le point M de §, if existe un point M’ de &, ef un
seul, tel que O soit miliey de (M, M").

D) Définition.

QO est un point du pian 7.
L’application de F vers 4 qui, & M, associc M’
tel que O soit fe milicy de (M, M) est appelée
symétrie-centrale autour de O et est notée S,
. T 7
S M+ M’ ce qui sigoifie :
O est le mitien de (M, M)

S, (M) = M°

Le point M’ est le symétrique de M autour de G.

) Propriétés élEmentsires.

Démontrez les propriftés suivantes |

» Le point O est invariant par 5,.

« Le point commun aux diagomales 'un paraliéfogramme est centrs
de syméiric pour ¢ parsliélogramme,

— 31—
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« Tout point d'une droite d a pour image un point d'une droite &°, paral-
e 2 4, ¢t réciproquement tout point de 4’ est image d'un point de d.

(Examinez deux cas : Oed, O ¢d).

On dit que Fimage d'une droite d par une syméirie centrale est une droite

peralldie a 4.
e La symétrie centrale 5, est égale & la relation réciprogue : en dit que
8, est involutive.

Les expérimentateurs de Boulogne-sur-Mer nous proposent wn plas
d'étude original de ln géomdtrie. Hy étudient directement les translations
dans I plan sans faire la géomdtrie sur la droite, et Vintroduction préonlable
des réels mest plus nécessaire. Pour rendre ce plan plus conforme aux pro-
grammes de Quairiéme, il suffir de remplacer dans Ia cinguiéme partie ley
rationnely par les décimaux,

L — Géométrie swr an quadsillage.

Pavweis,
Boulognessur- Mer.

Translation sssociée & un &ément de & X ZF,

{Emploiera-t-on également le mot « vecteur » pour désigner upe frans-
lation 7}

La translation qui fait passer de A A B st notée AD
{On met ainsi Paccent sur I'aspect dypamique de la notion de vecteur),

Groope des (ranslations,

8i & et ¥ sont des translations, Ia traoslation « & suivie de ¥ » sera notée
i

D'ov la relation de Chasles : AB o) BC = AC.

{{Cetie fagon d’introduire IMaddition vectorielle est peut-étre plus natu-
relle que la maniére fraditionnelle),

Exercices utilisant In relation de Chasles,

Mise en évidence de propriétés invariantes par le groupe des translations
{constatations expérimentales mais aussi quelques démonstrations).
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Symétries point. Produit de dewx symdtrien,
(Tenter fa démonstration utilisant la relation de Chasles.}

Décomposition d'un vectonr smivant une base. Repérage de poiuts.

Remarqees {sur I'intérét du ¢hapitre précédent).

Dis le début de la gooméicie, Példve est familiarisd avec la technigue
vectorielle, Si Paspect « manipulations », « dessing » esi toujours préseat
Féldve commence A faire do véritables démonstrations.

Frude {krés sommaire} d'un groupe de transformations.

Mise en place d’un groupe opérant fiddlement ¢t transitivement sur un
ensemble : e qui prépare la définifion pénérale d'un espace affine,

1. ~ Géométrie plane,

On dégagers le moddie mathématique et les « axiomies » A partic du
desgin péométrigue; dessin gtoméirique utilisant ia fausse équerre ot ia fégle
aon geaduée. Il importera, A Iissue de toute démonstration, de revenir 4 une
végification graphique (f'enfant part du réel pour revenir ax récl mais enrichi).

Diessin géométrique,  Modéle mathémadgue,

@ Poini-droite.

« Tracé d'une droite passant par deux
points,

« Utilisation de la fausse équerre
pour tracer des paralidles.

¢ Paraiidle i une droite donnée pas-
gapt par un point donof.

+ Exercices de fracs,
» Vérification graphique des résuliats
démontrés.

@ a) Le plan ex un ensemble (in-
fini?) dont les éléments sont appelés

by Les droites sont des sous-en-

— semibles du plan tels que :

-— une droite est unc partic propre
du plan:

— une droite contient au meins
deux points;

— pal deux points distincts passe
une droite et une seule.
¢) Postulat &'Bugclide.

Exploiration de 1.

— Position relative de deux droites.
— Paraltélisme,

+ — Directions de droites.

| ~— projection de direction donnée.

— TTP e
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@ Définitian de Iz translation AB,

AB: Cra D

Comparaison des transiations
— —
AB et CD
Si & et ? sont des translations
« & suivie de 7 » (2@ ¥) cst une

translation,
Comparaison de it {7 et 74 4

Vérification par Ie dessin.

ln!arprémnou graphique {constroc-
tion}.

Vérification par le dessin.

2 On sdmetira que

La donnée d'un bi-point (A, B)
détermine une bijection du plan sur
Jui-méme qu'on appelle transiation

AB {ou vecteur Xﬁ?).

On admettra que :

a) Si la translation & transforme
Cen D aloss : @ = CD.
-~ b)) La composée de deux transia-
fation.

{Ceci entraine Chasles

AB® BC = A0

c) Si #f et ¥ sont des transliations
alors i@ V=Tg 4

Exploication de 2,

Le groupe {6, @) des translations
AB=CD« AC = BD

Différence de deux tranglations.
« Résolution de 7 + & == B.

Bauipollence de bl*pmnts {A, B)
éguipollent 3 C, D) AR = CD,
c'est une relation d'éguivalenscs.

Si AB = CD, les droites AB et
CD sont paralléles. La direction de
ces droites est alors.dite direction de
la translation AB.

Unec translation trensforme ua bi-
point ¢t un bi-point dquipollent.

« Ulpe translation transforme wune
i droite en une droite paralldle.
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3y Construction dune rigle telle que :

ﬁﬂﬁmﬁ)ro-

N/

Fia 2.

g dtant une franslation, construc-
= Lo Fomochile dew traxeslatipny

tion du fransformé d'un point par

gQil ... D
p — e

% termes.

Vérification par le dessin,

Vérification par le dessiu.

1*2 constructien du miliey dun bi-
point.

7% construction du miliey d'un bi-
pPOIBt.

&
Définition de nil (ne Z, #¢6),

{Les transiaiions forment un « es-

| pace vectoriel » sur Z.)

Par définition méme dn transformé

d'un point par la transiation u, les

tramalations u &t n.u ont méme di-

rection,
Si AA, ws i, Aky = 2.1

AB, =¥, ABy = 2.7

Alors Aghy = 2. AB, = (¥ —il).

Soient 4 points A, B, B,, A, ticls
que -

- ABI w3 B\lBa-

o les droitzs BgA, ByA, ne sont

pas paratléles.

+ Alors la parailéle 3 A, B, menée par
B, coupe la drofte AA, en un point A,
tel que : ﬁi = AyAq.

Définision du millen &'xn bi-point

Le milieu du bl-pl)lllt (A B) est le
point 1 tel que : Al =T8.
« g} L& proposition précidente mon
tre que 1 existe ef en permet Ia
cofistructiof.

b) AB = CD ¢ (A, D) et (B, O)
+«ont méme mifiey,

Remarque. — On admettra que si

g#0et n> 0 alors m.il 0 (Puoi-
citd du milien d’un bi-point en résulte).
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@ @ Symétries point,
f étant un point doonéd la symétrie
par tapport & I est la transformation
Construction de transformés de +- S M M
points par symétrie, telle que
™ -+ IM = 0

Vérification par l& dessin.

Construction de # e ;ﬂ.

Construction de 7.4
Construction.

Apels Infrodnction des réels,
Nous admettrons que :

Propriétés des syméiries,

+ Composée de deux symétres.
Groupe des translations-symétries

point,

& On admet que :

a.i m.ﬁ

IR 1)
0

Conséquence :
ni}=m.d
(metne &) { = ¥ == R
H#0

Sime IN* ot 5i 7 est une translation

i existe ¥ unique tol que & =n.¥
1
+ on note i?m;l.ﬁ.

(La démonstration est analogue &
celle du § 3 o Pon démontre Texis-
tence du milicu,)

Définition de r.if o1 re 9.

Les ranslations formenmt an espace
vecioricl sur ©.

Barycentre d'un bi-point,
Théordme de Thalés.

I existe une application : R X - T

(A, > 3.
wm IR e
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qui prolonge celle que Pon connailt d& pour A ¢ @ ot telle qus

— Les translations forment un espace vectoriel réel,

— Leapplication A =+ M telie que AM = A.AB est uns bijsction de R
sur Ja droits AB,

Pour texminer on traitera : bases, repéres.

Axiomatisation de la droite
(revue de quelques structures possibles)

¥. CoLMiz,
LR.EM. Faris.

A. — Quelques généralités.

Poir comprendre Ies liens et les différences entre les rédactions sueces-
sives du programme de Quatridme, il est ntile de ne pas perdre de vue les
faits mathématiques suivants,

1. = ‘Fransport de stracture.

Soieat E et F deux ensembles; supposons qu'il existe une bijection
de E sur F, suivant le diagramme :

8.1,
Soit également ¢ une permutation de F {(bijection de F sur fui-méme),
F2r
On peut associer f et o de deux manidres différentes :
(i) En composani f ¢t @ on obtient une nouvelle bijection de E sur F.
E. 1L, ¢ 7,F
g=gof
)

- 383 —
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{#} On pent « trangporter » ¢ sur ¥ & aide de 7 (le torme exact eat :
transmuer}, On obtient alors une pormutation ¥ de E suivant ie disgramme

e l.¥
“I’f,_1 ¢ Fauflogef
Bl ¥

Miustrons cecl par Pexemple s simple svivaaot -

Efes,»}  Fls,m0)
A -F ._im i
3 T8 aTa
q} 1 0 20
O B0 Fit
{

» le procddé () conduit an schéma suivant pour la détemnna:uon de
P'image de g par I'applicetion g

s\ fa a
s tr
O
et on g ;
P

e
2|0
PO
m |8

s le procédé (i} conduit an schéma suivant pour 2 détermination de
Timage de 2 par Papplication ¥

-
W -y
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et ok & :

Soit maintenant donnée sur ¥ nor plus une seule permutation, mais
une famille 8 de permutations formant un sous-groupe du groupe de toutes
les permutations de F.

En gppliquant le prookdé ) on obliest une famille F de bijections de
E sur F; go appliquant le procédé (if) on obtient un ensemble 2 de permo-
tations de E.

Complétons 'exemple précédent en choisissant § = {g,, 03, I} avee :

B

F F
A
F DDQ ql qz iF
) ag A ol
oio B
f, Ir ela ojo 20

7‘5! e | 419
iFE Ef. ‘f; : &fz
‘{1 ‘!1 (fz i!‘
o |fallk |G

Femifgogd avec f=Lofi g =900 g =0 [

e g
e 4.
#i0y ai g
Fi piA
amih wlio
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B= {Ig, ¥y Woj avec Iy = f~toIgo £y Wy = Togo fi¥y = f“logyo f

: h o W,
ﬂ‘ -i—s— 4;- -
F LY ] &ip FRY ]
h rP B = nix
Ll mim o BF mip
T

Eiudlons F et X (dans le cas général).

1° K ext ur sous-growpe du growpe de toutes les permutations de E.
En effet :

@) Sip et g8 enposani Wy == f~lop, e fet ¥y=f"togyofona
YioWy=Fflogefof logo feflofgopglof

Wio Wy est un étément de JC puisque @, o @, o5t un élément de B,

8 Ip = f~ 1o Igo f. Iy est P'élement nentre.

¢) f~lop™ o § ¢st Pinverse de ¥ = f~ oo f.

De plus Papplication ? 1 § - K définie par?'(tp} == f~topo J est
ur homomorphisme bijectif de & sur X; antrement dif X est isomorphe
ag

Le lecteur est invitd, s'it je désire, A vérifier cet isomorphisme dans
Pexemple précédent en comparant les tables de & et de K.

2® La famille F z éé construite par le procédé 7y & partir de fet du
groupe 9.
F=I{pofivel)

Soit g un élément quelconque de ¥,

Pensemble ¥ = {po g; g ¢ §} obtena 3 partic de g et § par le procédé (i)
est égal & F.

En effet, puisque g ¥, 1 existe un éiément ¢, de 9 el qQue g == gy 0 £
Soit alorsg o g un élément quelcongue de &7 ; on peut éerire (9o g =go o f
et comme @ o @; e3f un élément de 8, o g est bien up fémeni de F. Avtre-

ment dit F' < F. En permutant dans 1a démonstration précédente les rdles
de F et &, on obtient 1 F <« F, On a bien : F = F",
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Remarquons dussi que puisqus F = {g; g ==@o f,peGlona :

S={o=gof} ge¥}

On peut done reconstitwer l'ensemble des deux familles de bijections
¥ et 4§ ai on connait :

Soit la famille ¥.

Soit 1a famille ¥ ot un &ément de Ia famille F.

3* Lz groupe X ne dépend pas de Péliment [ choisi dans In famille &
pour le constraire.

En effet : soit g un aytre éiément de la famille ¥ il exisie ¢, danz § tel
que g==ggofel faagilog i W=7"tcgof on peut derire :

Y=g logo9ogrlog

ol 9,0 0o By ¥ est un Elément de §, de méme 5i W =g lopogon a :
Yoeflogriogagofol giiogop el

Comme nous "avons déj vu les deux applications de € sor X, Fet'g,
définies respectivement par f{g) = f~iopo fef g(g) = g=}o go g sont des
isomorphismes de § sur ¥. Dags le cas oi le groupe § est commutatif, fef g
sont épaux (car on a alors 9 o po @, = @ =@, ¢ po ;1) (C'est le cas dany
I"'exemple donné),

£° Si on comsiddre igalement Ia familfte 5% = {f1; f& G} debijections
de F sur E on pétablit la syméirie entre les deux ensembles E et F i bien que
finzlement on dispose de :

- wH groupe de permutations de ¥ : &,

- g groupe de permuistions de F ; 8,

— une famille de bijections de E sur F ; F,
—~ pae famille de bijections de F sur E : 51,

On peut reconstituer le tout A partir des données suivanies ¢
Soit &) F
HF
¢} 8 et un élément quelcongue de F
a3 § et un élément quelconque de F1
" e) K et un &lément quelcongoe de F
) ¥ et un &ément guelcongoe de 1
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H. — Application ¥ on processas de mathématisation.

I* Ce qu'on peat enfendre par mathématisey.

Désignons par § vne situation (manipulation, dessin, efe)) que nous
avons &4 commencée 3 étudier; supposons que pour pouvoir parler de
cette situation, par exemple communiquer & auirui ou Roter pour ngus-
 méme des remseignements 3 propos de cette sifuation, nous ayons élaboré
un schéma de type ensembliste dans lequel certaines manipulations sont
traduites par des permutations d’un ensemble E formant un groupe #,

Nous sommes un peu dans ia position d”un botaniste gui vient de cueillir
uwne fleur dont il distingue au premier abord cortaines carsctéristiques, ce
gui lui donne des dléments de classement {notre schéma B, ¥); il va essayer
d'identifier a fleur dans une flore en utilisant ces renseignements clairement
formulés, mais aussi dautres remseighements incomplétement formulés.

Abandonnons les fleurs pour revenir 4 nos mouions, ¢est-a-dice 3 5, E
¢t K. Comme le botaniste, pour des taisons emcore incompldtement for-
mulées, noes avons Pintuition que parmi un ceriain hombre de structures
mathématiques que nous connaissons (notre flore) Pensemble F et e groupe §
doivent convenir eomme modéle. Motre intuition peut Btre guidée par des
considérations telles que les suivantes !

g) Dass la situation il y a autre chose que ce que pous avons déj
schématis€.
B De méme F est muni d'ung structure plus riche que celle définie par &

{par exemple ua sur-groupe de 89), ¢f noLs soupeonnons un lien eatrs ces
deux f3its,

¢) Mous espérons bien que la strocture de F va nous permettre de
compléter le schéma.

1l aous reste & fairs la comparaison entre Iz schéma et Je modéle, cest-4-
dire trouver un éiément de ia fapsille F de bijections de E sur F (Que nous ne
connaigsons pas encore) permettant e metire en évidence 'isomorphisme
de § sur XK,

2* Axigmatisation,

) Le but de axiomarization, ici, est une fois fe travail exploratoire
suffisamument avancd, de dire conurent on transporte la strociure du modaie
au schéma en donnant up peiit nombre de propriétés dont les autres pourront
se déduire.

Rappelons que Ia structure du modéle est définie par je groupe 9 de
permutations de F.

Nous pouvons procéder des deux maniéres différentes suivantes 3

{i} Distinguer au départ une bijection de E sur F et dire comment se
construit 1a famille F.
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(i} Donper d’un seul coup toute la famiile F ot dire comment on passe
dan &ément de F & un antre,
Nous oblenons alors deux iypes de définition axiomatique >

o) Premiére définition correspondant au prooédé () :

On appelle bidule & rouleties un ensemble E (dont les léments sont
appelés rovleties) muni d'une bijection f de E wur F et de toutes celles g
qui s’en déduisent de la maniére suivante :

p &tant un &iEment du groupe § de permutations de F on a @

g=9of

La famille F des bijections g s’appelle une structure de carrosserie
du bidule & roulettes.

B} Deuxitme définition correspondant au procédé (i)
Un ensemble E dont les &éments sont des roulettes est appelé bidule
4 roylettes si on @ :
Donnédes; Une famille F de biiections de Esur F.

Axiome : Si f et g sont deux éléments de F g o 1 est une permutation
de F qui est élément de 8.
1.a famille 7 s"appslle une structure de carrosseriedubidule & roulettes,

b) Remargues:

a) Ces denx axiomatiques sont équivalentes dans ce sens que toutes
les deux permettent ls construction compidte de X, F et F1,

B) Laxiomatique (&) fait jouer un rile privilégié 3 une bijection parti-
culidze de E sur F, suivant en cela le procédé de recberche exploratoire; il
fant slors montrer que ia stencture définie de la méme facen & partir d'un
aytre élément de F o5t bien la méme. Ce souci r'existe pag dans Paxioma-
tique (B), on dit qu'elle est intrinséque,

+) Soit B’ un deuxidme bidule 3 rouleties muni d'une structure de carrose
serie F°; choisissons un élément dans chacun des ensembles 5 et 57, soieat
Fetf; posons A ==f""1of h est une bijection de E sur E’ et Papplication
g+ g'o k est une bijection de F' sur F; h définit un isonwrphisme pour la
structure de carrosserie du bidule 3 roulettes (E, F) sur e bidule & roulettes
{E, F).

La structure de carrosserie est wiivglente, mais on peut définir g prior]
plusieurs isomorphismes puisque f et f7 peuvent &ire choisies arbitrairement.
Ii o'y a pas d'isomorphisme privilégié (ou canonigoe).

8) F loi-méme peut 8tre considéré comme un bidule A rouleites munj
d'une structure de carrosserie; il suffit dans ia définition de prendre E=F
el f==1p, o a alors ¥ =86,

309 —
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8) Danz le cas d'une structure univalente, les mathématiciens utilisent
souvent le procédé d'idemtification ; cela consiste A dire que, tant qu'on st
botne A utiliser la structure donuée, on B’a pas besoin de s"ocouper de Pobjet
précis qui supporte cette structure, que par suite tous les objets supportant
cette structore sont considérés comme indiscernables et portent le méme nom.
Cette convention & pour avantuge une économie de pensée, mais pour incon-
vénient une Kgére déformation de la réalité mathématique; en particutier ici
si E« F F est un groupe alors qu’il ne I’est pas si E #£ F,

C'est dans cette optique que 'on dit quelquefois que IR est une droite
réelle,

Nous allons mamtenant montrer comment ce Jui précide pennet
d'expliquer les variations de rédaction d’un projet 4 lautre du programme
de Quatritme,

B, — La droite.

On peut entendre sous o¢ nom différentes structures plns ou moins
riches ef la définition axiomatique qu'on en donnera dépendra évidemment
des maanipulations faites ¢t par suite du schéma ensembliste construit. D'une
manidre précise dans le schéma le choix poriera essentieliement sur le groupe JE;
il $'en suit que dans la définition axiomatique le cheoix portera sur 8.

1. — Siructure euclidienue.
I* Manipulation.

a) Les bamdes gradudes ou dchefles: Ce sont des bandes de papier sur
lesquelles sont {racées des traits transversanx, Ces échelles sont éguivalentes
il est possible de les placer deux & deux le long 'une de 'autre de maniere
que chaque trait de P'une soit en face d’un trait de Pauire si réciproguement,
On peut indifféremment atdiser "une ouw autre de ces #chelies.

Chague échelie est réguiidre physiguement a0 sens suivant, Plagons eette
échellc le long d'upe ligne; sur cette ligne tragons deux repires ¢ ot B e face
de deux traits ¢ ¢t & de Péchelle choisis arbitrairement; si aprés un glissement
arbitraire de la bande de papier e long de la ligne on a placé un trait 4, de
Péchelle en face de o, alors il y a un trait by en face de B, et de plus le nombre
de traits enfre ¢ et b est le méme qu'entre g, ¢t &,

b} Une ligne &iant tracée, on transporte sur celle-ci la structure commune
des échelies, ¢'est-d-dire qu'aprés avoir placé wne bande de papier graduéo
ie long de la Lgne on trace sur celle-ci un repire en face de chaque trait de
PécheBe. On constate en effet que, quelle que soit Péchelie utilisée, si on Ia
place le long de 1a ligne de maniére A mettre un repére de Ia ligne en face
d’un trait de I'échelie, alors chague trzit de Péchelle so trouve en face d'un
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r¢p§re de la ligne ot réciproquement (sauf éventuellement prés des extrémités),
Cedi eat vrai en particulier si on s’est contents de changer la position de la
premitre échelle par glissament le long de Ia figne,

c) Affinement des dchelles: Soit p un entier natusel (p > 2). En partant
d'une bande de papier gradué on dessine une dchelle p fois plus fine en tragant
p— 1 traits eatre denx traits conséoutifs de Iéchelle donnée de manidre 2
obtenir une nouvelle échelle régalitre.

On peut dire gu’on a obtenu ua affinement par p de I'échelle, en par-
tageant en p chaque interstice. 5i on réitére I'opération on obtient un affine-
ment par p*; on dira plutst un affinement d’ordre 2 par p, Si p n'est pas trop
grand {en pacticulier 5i 7 = 2) on obtient des affinements d’ordre 4, 5 ou 6.
On est iimité par Pépaisscur des traits.

d) Comparaison des affinements: Deux échelles équivalentes donnent
par affirement de méme ordre par p deux nouvclies échelles équivalentes.
Au contraire, deux affinements par p et g d'ordres quelconques ne donnent
pas d'échelles dquivalentes, si p ef g sont deux naturels premiers entre enx.
Plus précisément si on dispose les denx &chelles, 'une le Iong de Pautre en
mettant dewx 3 deux face A face les trails initisux, ies nouveaux traits ne sont
jamais face 3 face.

¢ On pewd reporicr les qffimements sur la ligne en prenant soin de conserver
les repéres initianx (cormespondant aux échelles mon affinées).

4 Schémaiisation,

Nous voulons doaner un schéma ensembliste de fa Ygne qui permette
de sendre compte des manipulations précédentes {report de graduations,
régularité des graduations, glissemcnt des bandes gradufes, affincment des
échelles, eic.).

Soit doic E un ensemble représentant la ligne L.

&) Pour pouvoir rendre compte du fait que si on considére trois repéres,
il ¥ on a un gui se trouve entre les deux autres, nous allons munir B d'an ordre
total {noté <} de telle fagon gue si o, & et ¢ désignant ves trois repdres, b se
frouve entre @ ¢t ¢ nous ayons soift @ < b < ¢ soit ¢ < b < 2. Bn fait I'ordre
inverse feraif sussi bien affaire ot fous n"avons pas & choisir entre les deux
pour i mormesnt,

8) Le fait qu'on puisse reportfer foutes lee graduations qu'on veut conduoit

3 supposer qu'entre deux éléments distingts on peut towjours ca trouver un
troisiéme; autrement dif :

VeV¥h (a<b et ad B> dcfae<hb et asf c et b # ¢)

¢} Lea plissernent d'une bande graduse le long de lIa ligne pormet d'établir
une correspondance terme A terme entre los repéres, auy replre qui se trouve
en face d'un cerfain trait dans la premidre position on assecie le repire gai

s
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8¢ tfouve en face du mbme {rait dans a seconde position. La traduction easem~
bliste sera une bijection de B sur lui-m8me conservant I'un et 'antre des
deux ordres; ceci nous oblige en fait 4 idéaliser notre ligne de fagon gu’elie
n’ait plus ’exirémités et & supposer que E w'ait ni premier ni dernier élément
(pour U'un ou P'autrs ordre). -

) Les différents glissements de la méme bande de papier se traduisent
par un groupe de pernuiations de E (chacune conservant Pordre).

¢) Notons ¥ le groupe associé & la graduation initiale et H¥ Ie groupe
associé & l'affinement d’ordre & par p. &, est un sous-groupe de HE quels
que soient p et k; plus générlement H est un sous-gronpede Hy si k < &',
Par contre si p et g sont premiers entre eux Hji n HY = R,

F) Tous les groupes précédents sont commutatifs ef sont évidemment
tous des sous-groupes du groupe de toufes les permutstions de E (qui lui
west pas comrnuiatif).

Fizons z et posons X, = n Hj Cest encore un groupe commuiatil (¥).
kal

Par contre Ja réunion de B et JE, (p # g) nest on général pas un groupe
et il o’y a pas de raison a prieri pour que Ie groupe engendré par cette réunion
soit commutatif,

£) En fait pour le moment notre position n'¢st pas trés briliante; rien
ne nous garantit que tout ce que nous exigeons de notre schiéma soit possible.
Nous avons cependant le droit de tirer Jes conséguences de ces exigences.
Nous espérons ainsi aboutir soif § une contradiction, soit & des résultats nous
rappeiant guelque chose de connu et qui nous permetiront de frouver un modéle.

Nous sommes un pes dans la position dir botaniste gui ayant une fleur
essale d'imaginer le fruit parce gue dans s& fore seuls les fruits sonf dessinds,
Nous allons chercher nofre fruit,

3° Axiomaiisation.

a) 8i sur B parmi tous les groupes envisagés nous ne rotenons gue le
groupe X, nous pouvons penser comme modéle A Uensemble 'V, des nombres
& virgule dans le systétme de numération a base p. (I, ensembie des décimaux,
si p == 10) muni du groupe G, doat les éléments sont les permutations de Ia
forme xr+x + a (@e ¥V,

b} Seient p ¢l q deux entiers premiers entre eax, (R, J,} a pour modéle
(V,, Gp} et (E, ¥ ) a pour moddle {V, G ). Ces deux modéles rendent chacun
compie d’'une partic du schéma, mais iis son¢ incompatibles car V, # V.

(*} JE, mst whw partic da protpe de toutes its permatations Je Fet on a ;8
e HE donc ¢ ta HY ¢t ¢ AX, sl g et 4 sont £idmienty de 5213 ¢ .
axemple k < &° ot wlogs comme KE < HY ¢4 &€ HE done ¢, $ K, ol de plns v 4 = doe paisque
HE est commutatil,
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{en fait V, NV, = &) et sor V, on ne peut pas construire de groupe iso-
morphe 4 K, de m&me que sur ¥V, on ne peut pas construire de groupe iso-
morphe 4 J,.

Si donc on vent rendre compie de Pexistonce des deux groupes ¥, of
K & 1a fois, il faut trouver un ensemble pies « riche » que ¥, ot V (*).

¢} Nous connaissons ws tel ensemble: IR {cnscmble des réels),

Notons ¢, la permutation de R définie par x++x 4 a,

L'ensemble {p,; ae R} est un groupe commutatif; notons le §. Soit p
un entier naturel; particalarisons 4 en ne retenant que les nombres de la
forme 4 = zp~k (ol z &£ & ot k e IN); lee 9, correspondants forment un sous-
groupe de §; notons le §,_ : it a les propriéiés que nous exigeons de X, (et
pourra lui ére isomorphs).

L'intersection de tous les sous-groupes §, est {@,; ae Z}; notons ce
gronpe §,.

4} Nous pouvons mainienant axiomatiser; ¢’est-2-dire que nous allons
remplacer notre brouillon de schéma précédent par un schéma propre construit
en nous appuyant sur certaines propriétés de JR. I nous famdra vérifier que
o schéma cofrespond bien 3 nos evigences. Remarquons cependant gue si
1a correspondance entre notré modéle et notre schéma est mathématique,
il n’en est pas de méme entre la situation et le schéma, et la réponse A Ia Gues-
tion de savair si tout ce qui est mis dans le schéma correspond 2 la situation
n'est pas du domaine des mathématigues.

e) Conformément & ce qui o &8¢ dit dans A nous donneron& ies deux
définitions snivantes.

@) Premidre définition correspondant au procédé {¥) :
On gppelle droite (**) wi ensemble E, dont ley dléments sont appelés points
munti &’uree bijection  de F sur R et de toutey celles g qui §en déduisent de la

manhiére suivante: il existe wn réel a (dépendant de ) tel que pour fout point
M de Foon ait: g(M) = f(M)+ a,

#) Deoxiéme définition correspondant au procédd {7 ¢

Un ensemible E dont les éléments sont appelés points est une drolte si on a:

Ponndes, Une famitle F de biféctions de E sar R.

Axiome. $i f ef g sons deux éifmenis de F i existe a ¢ R (dépendant de
f et §) tel que pour tout point M de E on ait:

2(M) = I(M) + «

_ {") En fait biea souvepnt Pensemble D sufiit su physicien.
£**) It fant noter qu'it e slugit paa cncore de 11 drolte enclidiesne, maie dane structare
modns tiche ainsi qu'il ast cxpliqod dana oo qui sait,
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4" Remargwes sur ooy définitions,

a) La premidre définition fait jouwer un role particufier & la bijection f
de F sur K. Représentons cette bijection (ou plus exactement ia bijection
réeiproque -1 en wiilisant la notation indicielle, <’est-d-dire en notant M,
ie point de E dent limage par f est ¢ {fiM,) =2 ou f~Ya) = M,). '

Ceci correspond sur le dessin & une graduation mumérigue obtenue en
numérotant les repdres tracds sur une ligne L.

1l fawt cependont moter gue:

®) Généralement on ne dessine d*abord ainsi que les iraifs correspondant
aux entiers relatifs (de petite valewr absolue car la ligne est Hmitée),

B) Dans les dessins on ne note pas toujours M, mais @ tout simplement,
ce gui revient plus ou moins A sssimdler ;

— lg ligne gradude 1.,

— 1o schéma ensembliste de cette ligne L,

— IR.

51 comme on I'a vu (A, II, 2, &) Passimilation entre iR ot E est & Is riguenr
acoceptable, elle est cepensdant loin de clarifier les choses. Par contre des assimis
ations entre L qui est une réalité physique ¢t M2 ou E qui sont dos dtres mathé-
matiques est totalement abusive. En particalier méme si la graduation n'est
pas régulitre physiquement, rien n'empéchera la régularité dn modéle décrite A
Faide des groupes § ot X, simplement Padéquarion du modile mathémastique
3 la situation physiqee ne sera plos.

Répétons encorc une fois aves A. Revug

« H n'est pas possible de trouver ume axiomatique de la droite
esmpichant un il de caoutchoue d'éfre élastique. »

%) Le dessin est un support A Pistuition et permet de fixer les idSes.
Mais it ne faydrait pas qu'il devienne un carcan et guien particulier fe fait
draveir choisi une bijection particulizre de E sur R (Jef. (o)) empéche de
penser aux antres Eléments de F, c’est-d-dire de changer dorigine. La défi-
nition (B) qui ne privilégie aucun dié¢ment de F conduit % les considérer toutes
3 Ia fois; elle n’empiche pas, au contraire, pour résoudre un probléme donnd
dutiliser un ément g de F, puisqu'il est Ioisible de choisir celui qui simpki-
fiera Ie plus ks guastion (et gqui n’s aucune raison 4'6tre f).

b) Ordre et distanwe:

o} IR est un ensembie totalement ordoané. 8i g est une bijection de
E sur R, éiément de F, on peut 4 I'aide de g transporter sur E Pordre de R
en posant P<{(} si g(F) < £{Q). L'ordre ainsi défini sur F ne dépend pas de g
ceci résulte de ce que fontes les permutations 9, de B sont croissantes, Clest
donc en faif la domnée de F qui permet de définir un ordre sur K.
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Noes sommes maintenant en présence dan ordre toial sur E; or dans

nos exigences sur e schdma nous avions dit ne pas vouloir distingoer entre

un ordre et son inverse; nofre schéma n'est pas encore conforme ¢t nous allons
devoir fe medifier; pour cela nous serons guidés par fes remarques suivantes :

) Au cours de la description de la régularitd physique des Schelies
(B, i, 10 g} nous avons remarqué que le nombre d'interstices entre les traies
de Péchelle placts en face de deux ropéros deait le méme pour les deux positions
de I'dchoble. Traduisons cetie constatation dans le schéma. Soient P et Q
deux points de E; suppesons par exemple P < J; les deux positions de fa
graduation numérique se traduisent par deunx bijections g, et g, de E sur R
éléments de F et les nombres dinterstices sont respectivement g,{Q) — g {P)
et g(Q)— gu(P). On a bien Sgalitd puisqu’il existe g ¢ R el que pour toat
M de E on ait g,(M) == g,(M) + &,

v) Sur IR il exisie une dstance {*) canonigue définie par {x, ¥+ |x — 3|,
Si f&F on pewt poser d(P, Q) = |AP) —JIQ)]; on obtient ainst une distance
sur E et le fait que chague ¢, soit une isométrie sur R permet d'affirmer que
les éléments de J€ sont des isomdrries (**) sur E, et encore que jg(P) — g(Q)|
= |f{P) — Q)] quel que soit I'ékément g de F (en réalité du fait que toutes
les applications sant creissantes on a méme I'égalité plus précise g(P) — 2(Q)
== F{I) — Q). Ceci revient & dire que la distance définie sur E Iest & partir
de n'importe quel diément de F.

3) I est facile de vérifler que routes les isomérries de IR sont de la forme
Py X x4 agou'f, : ¥t x4+ b

Les ¢, sont des applications croissantes (conservant FPordre),

Les W, sont des applications déeroissantes (renversant P'ordre}.

8i bien que le groupe 3 des isoméiries de JR n'est plus associé & Pordre
canonique de R mais au couple des denx ordres : Pordre canonique et son
INVETSE.

g) Nous tenons done ka sohution de notre probléme : il suffit de rem-
placer dans ce qui précdde le groupe § de permutations de R par ir groupe 3
des isométries (***) pour ne plus pouvoir choisir entre les deux ordres inverses
T'un de IPautre sur E.

(*} On dit qu'une application 8de A X A dans R* oot one distance sar Asiona :

T ¥axve 8le, ¥} == 0 2% X on yr

Hy ¥x¥y 8{x, ¥} = Ky, )

Hi} Yxy¥s  Sx,p) < dlx, 0 + Mx ) Godpelitd triangulaivg,

La distance suchidienns dans lo plaa vérific cve axiomwes of 4 doand palssance av conoept.

(*% Une isom&tria sur A 26t une application do A dang A qui conserve la distance; autrement
dit k : A - A ost une Boméite o

¥y 30z}, A} = #Hx, ¥)

452} 1 convient de Temarguer que kb grospe J aest pax conmumutatil,
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Au paint de vue de la monipulation, 5i f : E — IR correspond 3 une certaine
position d’un¢ échelle Ie long de L, Papplication g = ¥, o f corregpond & In
position obtenue aprés un retournement de Péchelle ot non un glissement,
si bien qu'en parcourant I'échelie towjours dans le méme sens on parcourt
maintepant ta ligne dans Pautre sens.

2 Structwre euclidienne,

Nous alions maintenant la définir axiomatiquement; elle permet de
dégager la notion de distance {d’oh son nom). Comme plas haut nous aurons
deux définitions,

(2} Premidre définition correspondant au procédé {)

On appelle droite euctidienne un ensemble E, dont les éléments soni appelés
points, nwni & une bijection § de E sur IR et de toutes celles g qui 5'an déduisent
de fa manidre suivante:

» Soit i existe s ¢ R tel que pour tout peint on ait g(My = (M) + a.
» Soit il extste be R rel que pour tout point on ait g{M) = —{{A) + b

(f) Deuxidme définition correspondant au procédé (i) :

Un ensembie E dont [es éléments gont gppelés pointy est une droite eucli-
dienne si on a;

Donnée : Une famille & de bifection de E sur R,

Axiome : Sf [ ef g sont denx éléments de & on a:

» Soit il existe a & R tel gue pour tout peint om ait g{M} = f{Af) + a

v Soit il exisie be R rel que pour tout point on ait g{M) = —HM) + b

Remargues ;

a} La premidre définition est celle qui fignre dans Pannexe du programme
de Quatrigme,

b) Comme il a ét€ dit en (A, 11, 20, b, §) on peut canoniguement munir R
d'mre structure de droite eunclidienne.

., -~ Dyoite affine,

La structure suelidienne nous a permis de rendre compte des manipu-
lations suivantes sur Iz ligne : changement dorigine ot changement de sens.
En affinant les échelles nous avons prooddé également 4 un troisitme change-
ment : fe changement dwnitd. Cest |a stracture afline qui va nous permetire
d’en rendre compie,

I Manlpulation.

Soient o et B deux repires sur la ligne L; en utilisant Véchelle inifiale
nous comptons a inferstices entre o et B; si nous utilisons un affinement dordre
1 par p nous comptons »#.p interstices. Cecl veut dire que si ¢ ot b sont les
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nombres correspondant & a et B dans la premidre gradustion numérique
et @, et &; les nombres correspondant dans 1a deuxidme graduation numérique
OB 8
o Soit by« ay = p{b—a) si les graduations sont de méme sens.
o Soit a; — & == p{b— 4} & les graduations sont de sens inverse.

2° Schématisation,

La famille § de bilections de E sur R n'est pas suffisanie pour rendre
compte de la manipulation précédente, ainsi que des autres changements
d*umité posgibles. En effet, comme Bous pouvons choisir arbitrairement les
denx premiers iraifs d'une graduation, noms devons exiger que quels que
soient Ies points distincts P et Q de E, il ¢xiste une bijection g de F sur R
telle goue g{Q)— g(P) = 1. Comme nous voulons conserver les propriétés
déjd acquises nous sommes amends & remplacer le groupe 3 dey isométries
de IR par le groupe £ de toutes les applications Eqb de 1z forme :

Eab : x—rax - b aver ¢ 9 0 ¢f b guelcongse,

Ceci conduit aux définitions axiomatiques suivantes,

3° Difigitions axiomatigues de Ia siructure de droite gffice.
{a) Premijére définition comespendani an procédé ) -
On appelle droite affine un ensemble E, dont les dléments sont appelés

paints, muni I*ure bijection £ de E sur IR et de towtes celles g qui §'en ddduisent
de la manigre suivante; { existe a % 0 et b élémenis de IR tels que pour tout

point & de E on qit:
B(M) = fM) + b

{{) Deuxiéme définition correspondant au procédé (¥} :
Un ensemble E d'éléments appelés points est ume droite affine réelle s'il
vérifie les axipmes swivamis:
Ay 1 A tout couple {A, B} de points distincts de E est associé une bijection
f de E sur R telle que 6 er 1 solens les images respectives de A et B.
2 Si e g sont deux Mjections de Ia famille considérde il exisie deux
réel.s a. et b tely que powr fout point M de F on gif:

M) =afiM)+b avee a#0

Remargues. — g3 La desxiéme définition figure sur le projet de progranune
de povembre 1970,

b On peut muanir R canomiquement d'une structure de droite affine;
<’est souvent & cette structure gque fait référence I'expression drmte réelle
ou droite numérigue,

Conclusion. — MNous espérons svoir montré en quoi Paxiomatisation
ressemble au menu d’nne auberge espagnole : « On n’y trouve que ce gu'an
¥ a apporté, »
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Mathématiser les transhations techniques

G. H. CrLorpall,
Eyede Lakanal (Neeaux).

Dans Particle qui suit, notre Collégue, aborde I'¢nseignement de la

; géométrie en classe de Quatriéme &'un point de vue qui lui est cher, 3 savoir:
agsurer la ligison de cet emseignement avec celui de In technologie, Alors

% que Pon parle becucowp dz pluridiseiplingritd, voire d'interdisciplinarité, #
parail en effet souhdgitable que ln techmologic v’ apparaisse pas, en Quatriéme,

% comme une discipline s’ajoutant & une Hste déja Iongue. De méme, I'enseigne.
ment mathématigue ne doit pas 8tre « coupd » du monde des applications.

Le nouvean programme officiel pour les classes de « Quatriéme » rappeile
un lien commun de fa pédagogie : « H fant aller du concret & 'abeirsit ».
H le fait dans les termss suivants, gui évitent 1a traditionnelle, maic {rés obscure,
opposition entre concret et abstrait :

« A la fin de I’annde scolaire, la géométrie, née de 'expérience, devra
apparaitre aux éRves comme une véritable théoric mathématique. C'est--
dire que des faits ayant éié admis (axiomes), d autres en sont déduits (théo-
rémes)... » Sang doute ce texte n'est-il pas encore parfaitement clair. Dire
que des faits peuvent &ive déduits est wne cxpression danpercuse, suggtrant
que la réalitd ot identique av modéle {& moins de préciser ce qi'il convient
d’eptondre par « faits »); or cette confusion st stement Pun des principaux
écyeils A éviter, Cependant, ce texte a le mérite de nous rappeler que nous,
professeurs de mathématique an nivean &lémentaire, nous sommes forfement
confrontés A ces problémes de relations entre réalités et modéles,

La tendance « naturelte » du « mathématicien por », qui ne trouve, et
pour cause, pas de rigueur dans les réalités matériclles, ¢’est de traiter ces
réalités avec désinvolture. Par exemple, on évite de préciser ce qu'est Ie « pas »
d'une graduation, ou bien ce qu’est une « graduation régulidre », Cependant,
les axiomes sont présentés comme exprimant des propriétés objectives d’objets
tout 3 fait matériels : les régles graduédcs. Le « mathématicien pur » est
comvainen qu'il ne sait pas exactepient conmrient se comportent ces objeis
grossiers, dilatables, déformables, ete.; il salt bics gu’on ne pewut rien dire de
sérieux sur cefte réalité, et que la conngissance commence avec Yénencé du
modéle; cela lui semble si évident qu'il néglige d'y insister. 12 danger est
gu'un grand nombre d'éléves continuent 4 penser « régles graduées » quand
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on leur parlera « droites réefles »; ils ne comprendront pas alors que certaines
propri¢tés des rdgles gradudes soisnt appelées axiomes, alors que d'aotres
toul zussi « constatables » sont soumises aux rites de ia démonstration.
Encore un exemple ; s translations da plan ayant &¢ définies (comme
bijections du plan P vors le plan P} on a figuré au tableau noir trois points
A, B, C, et on propose de figurér le-point D, image dc C dans la translation de

vecteur AB. Bien sr, le dessin que l'on fait, o0 les « points » sont de grosses
taches informes, ne savrait étre défini par une translation. Le « mathématicien
pur » aura tendance i conclure que la tache figurant e point D, « ce n'est pas
iz peine de se fatiguer & iz consiruire, on pent la meitre & peu prés p'importe
of.. ef parler ensuite de choses sérienses » Point n’est besoin $’avoir pra-
tigué longtemps ios éléves de 14 ans pour savoir que ce vague ne peut les satis-
faire (4 moins qu’il ne los satisfasse trop). II est troublant pour esx que, simul-
tanément, un dogme (que le professeur appelle définition) impose de croire
que 1> est unique, et que le dessin autorise de placer la tache D « & peu prés
n'importe ol »; ils admettent qu’une construction soit imprécise, mais ils
n'admeftent pas qu'elle soit superflue.

- Gardons-nous donc de mépriser !‘:mttamm axpérxmentnle et recon:
naissons toute I'importance de la démarche de « mathematisation », je veux
dire de oeite invention qui, & partir de Uobservation, orée un modéle, e
dernicr mot préte dailleurs Tui-mme A confugion, et je dois préciser dans quel
sens jo Pemploie ici, Fappelle modéle une construction strictement inteliec-
tuelle, qui obeit 4 sa logique propre, et joult par conséquent d'une parfaite
antonomie, d'une totale liberté par rapport aux réalités qui 'ont peut-&tre
suggérde.

Les conséquences d'une mauvaise assimifation de cette démarche de
mathématisation gont trés graves. L'éléve est alors dons Pimpessibilité de
reconnnfire un méme modéle & plusieurs réalitds distinotes. 4 forriori il ne
powrrs pas admetire gu'une méme réalité puisse correspondre i plusieurs
modéley (ef. J-M. Sourian, Bulietin n® 275-76, p. 370), L'éléve ressentira la
démonstration comme un rite artificiel, conforme ceries 4 une certaine régle
du jeu.., mais pourquoi jouer & ce jeu-la? Pourquoi admetire certaing « faits »
et en démontrer d° « autres »7 Non seulement I'dléve sera handicapé en mathé-
matiques, mais il le gera aussi en sciences : la pratigue de la méthode expéri-
mentale et le progrés dialectique dans B compréhension des phénoménes
T seront Imterdits.

Or, il me semble gue le point de vue technique peut nous apporier une aide
remarquable pour infroduire dans Yesprit des éléves une distinction trés claire
cotre réalitds et modéles,

Il y a_dabord des raisons « technologigues » pmlr donner aux trans-
lations toute leur importance. Cest en effet sur les glissements, et sur la tech-
nigue du rodage, que reposent les- définitions technigues du plan et de la
droite; Faul-il rappefer que Ia recherche de la précision serait impossible
(puisque Pobjet fabriqué par une machine est towjours « moins précis » que
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la machine elle-méme) sans cette technique du rodage qui permet d’obtenir
des guidages dont la précision n’a d’autre limite que celle des instruments
de mesure? Pour ceux de nos éléves qui suivent un cours de technologie (on
pourrait souhaiter qu'ils le suivent tous) les translations techniques sont des
phénomeénes familiers, qui sont présentés au cours de technologie avani d’étre
repris an cours de mathématique. Pour les éléves qui ne suivent pas de cours
de technologie, les translations techniques sont cependant des phénoménes
intéressants (motivants) et faciles 34 appréhender,

Mais, quand on parle d’observer d’abord des « glissements », une objec-
tion vient & l'esprit. La translation mathématique est une bijection et non
un mouvement (avec s¢s trajectoires décrites au cours du temps). Observons
dong le pied 4 coulisse, On constate que deux plans A et B, liés & la rdgle,
<« glissent » sur deux plans A’ et B, lids au curseur. Ainsi la droite technique,
intersection des plans A et B, « glisgse » sur la droite technique, intersection
des plans A’ et B’, Mais on constate que ce contact n’est pas constant, En
fait il est assuré, senlement lorsque le curseur est an repos, par des ressorts,
Une maquette simplifiée peut alors étre introduite. Elle se compose d’une
régle, et d*une plaque rigide dont un bord rectiligne peut « glisser » le long
de la régle, le tout étant posé & plat sur une table. Ainsi est mis en évidence
que le mouvemens amenant Ia plaque d*une position n° 1 A4 une position n°2,
la régle restant fixe, est sans importance, On mathématise le passage de la
position n® 1 4 la position n® 2, sans souci des positions intermédiaires. Le
modéle utile est donc la vraie franslation mathématique, et non le « glissement
par mouvement de translation rectiligne » notion plus complexe qui ne peut
étre étudide qu’aprés 1a définition de la translation.

Examincns maintenant, avec un peu plus de détails, ce que T'on peut
faire avec une telle maquette, Le couple de points dessinés (A, B) étant donné,
on pese la régle « sur » la droite (AB), puis la plague « sur » la régle; on marque
sur la plaque (ce sera plus facile si elle est transparente) le point A’ au contact
de A et le point M’ au contact d’un point M (les points A, B, M, sont figurés
sur le plan de la table, les points A’ et M’ sont portés par la plaque). On peut
alors déplacer la plague (de fagon tout & fait fantaisiste, pourvu qu’'on ne la
retourne pas), puis la ramener au contact de la régle mais de fagon cette fois
que A’ soit au contact de B, Alors M’ est au contact dun point (3, bien déter-
miné du plan P. Ce point Q est I'image de M dans 1a « tra.nslanon » dont le
bipeint (A, B) est « ordohnateur »,

Aingi, 3 tout peint M du plan, on sait falre correspondre un peint
bien déterminé lorsque le couple (A, B) est donné; on a défini une bijection
de P vers P. Une manipulation suggére alors que si @ est I'image de M dans
1a « translation » dont 'crdonnateur st {A, B), alors B est 'image de A dans
la « translation » dont l'ordonnateur est {M, Q). Ainsi tous les bipoints tels
que {M, Q) sont ordonnateurs de Ja méme translation. Le mot « ordonnateur »
n’a donc de sens que par rapport  l'utilisation de la maquette. Si un ensemble
existe, qui possdéde exactement la propriété que I'on vient de vérifier approxi-
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mativement, tous les bipoints : (diément de départ, &lément d’arrivée) sont
fquivalents; on les appelle « bipoints équipollents » ef leur ensemble constitue
le vecreur de la translation, vecteur qus I'on pourra désignes par les notations
AB on E!"["(.), indifféremment, [Yanires manipulations suggéreront J’auires
propriétés posées en axiomes dans le modéle ; « plan affine réel », Renvoyons
au Bulletin a® 275-76, pape 442, pour les dtapes sucoessives du cours de géomé-
trie qui suit. Le modéle, surtont dans les classes qui bénéficient d’ua cours de
technologie, devrait ¢'élaborer asser rapidement.

Lorsgue ce modile est posd, il convient d"une part d’en déduire des pré-
visions, qui ne seront vraies avec exactimde gue pour le modde Jui-méme,
et non pour la réalité technigue, mais qui pourront donner lien 4 Jdes com-
paxaisons avee cetie réalité. 1) suire part, pour éviter les bloguapges dénoncés
pius hani, on pourra étudier en exercices des « maqueties » varides pour
chacane des structures renconttées @ comme les teanskations opérent dans
Tensemble des points du plan P, on pent tronver plusienrs exemiples de « grovpe
opérant dans un ensemble », de méme on peut irouver plusieurs exemples
d” « espaces vectorigls », de nature géométrique on non. Les éléves, gue nous
évoguions tout & Fheare, n'auront alers plas d'inguidtude pour situer ia
tache D figurant V'image da point C dans Ia trueglation de vecteur AB ;ils
comprendront que le dessin est gne maquetic, laguelle n'est « conforme »
au modéle goe si les constructions sont définies {4 Yaide, par exermple, de
1a plague qui glisse Ie long de Ia rigle). Mais ils comprendront aussi que ce
dessin #'est gu'une maguette, of que lo mAme moddle peourrait §'iliustrer
anirement; par exemple, le « plan » pourrait étre figuré par une palate, comme
tout ensemble; lensemble P x P par une awire patate dans laquelle des
iranches figureraient des classes d’équivalence : les vecteurs. La maqgustte
technique, dont 'importance pratique st considérable, et qui a le mérite
d’&tre une bonme motivetion pédagogigae, ne sera cependant pas identifide
au wodéle, et les progrés sltérieurs seront possibles,

En procédant ainsi, les outils mathématiques utiles pour avenir, le caleul
vestoriel en particulier, sont utilisés trés vite, sans complications préaiables
artificielles, et surtout sans laisser croire 3 I'éldve qu'on fui dévoile Ja nature
des choses matérieiles, mais au contraire an Phabitoant & inventer, & agir,
& confronter les expériences. « Mathématiser los translations icchniques »
me sembie &tre une bone maniére d’adapter aux déves de Quatridéme 'ensei-
grement de 1a géométrie, congue comme « véritable théone mathématique ».
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Compie.rendus
. dexpérimeniaieurs

Dexpérimentation a démarré en octobre 1967 sous Pégide de PLP.N.,

maintenani IN.RD.P., en Sixidme dans wme cinguantaine de classes ef ge
poursyit actuellernent en Trolsiéme ; une dewxiéme vague s'est formie en 1968,
eile towcke actuellement la Quatriéme,
- Durant les deux anndes dexpérimentation en Quatriéme, les cond’ltiam:
de travail wont pas é1¢ iddales: les programmes étaient d'abord moonius
puis varigient @ chague nowvelle rédaction de lo Commission Ministérielle
et des décharges promises w'étaient plus accordées. Malgré cela de nom-
breuses dquipes onr Bien voulu faire un rapport sur lewr expérimentation en
Quatriéme, indiguer le programme suivi, les méthodes pédagogrquex utilisder
et donmer leurs conclusions,

Au risgue de déformer leurs imtentions, en Ies résumant, disons gue
les expérimenmateurs semblent > se plaindre de In longueur du programme ;
souhaiter Détablissernent duxm propramme minimum yépondant 3 lg finaliié
de Penseignememt obligatoire jusqw'd seize ans. Pour les expérimemtateurs
bobjectiy @ atieindre est wne véritable démocratisgtion de Penseignement
de la mathémuatiue dont deux conditionsy nécessaires (pwis non... nécessaire-
ment suffisantes) sonl: programme minimum assimilable par, pratiguement,
‘tous lez éléves; créatlon dons tous les établisserments de « elubs mathéma-
tigues % dans lesquels seffectueraient des activitds... fibres,

Nous publions, dans Pordre, des compies resdus de colléguas enseignant
a&: Friboury, Mulhouse, Nancy, Marseille, Clermont-Ferrand, Loriemt,
- '-Bodognewm%far, Lamages, Montpellier, Lyan

— A
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En Alsace

Voici d'abord wn article qui met le lecteur dany I'ambiance d'une clgsse
expérimentale.

Quelques histoires vécmes dams mme classe expérimentale.

M. AuzE,
Lycée de Fribeurg.

Je pazijcipe depuis {rois ans A I"expérimentation des nOUVeaux Programmes
du premier cycle dans I'équipe qui S'est cnSée & 'ER.EM. de Strasbourg
en 1968 aprés que nos amis Lyonnais nous aient inifiés & leur méthode de
travail. Je veux essayer d¢ raconter guslgues histoires réeliement vécues au
cours de cette expérionce et Eventuclement de réfléchir sur leur signification.

I fut convenu, dds le début, qu'd ces nouveauxX programmes devait
correspondre une pédagogie nouvelle. Yai done, comme la plupart de mes
colltgues expérimentateurs d’ Alsace, tenté par i"uiilisation de fiches, de metere
en ceuvre un gnseignement non directif.

Fai dft surmonter d'énormes difficultés provoquées par la différence des
cadences de chacun. Certains €ldves enthousiastes avalaient Hitéralement
ies fiches et les remédes qu'aveient suggétés les Lyonnais, en 'ocoursence
les fiches complémentaires de Galion disparaissaient dans le gouffre de leur
appétit de savoir, D'autres, au confrairs, tout heursux de profiter d'une
liberté gu’iis n’avaient pratiquement jamais eue & "dcole, pensaient davantage
aux jeux de lear fge quiaux subtifitds de la mathdmatique, fit-elle gualifide
de moderne.

Ce premder frimesire de Sizidme se termina done dans nne ambiance
de kermesee. Tout e monde était content. Ceux qui voulaient travailler avaient
bien travaiiié ot les auires s’éfsient biem amusés. Les notes obienues aux
interrogations de contedle n'étatent jamais catastrophiques, tant il est vrai
que e langage des ensembles o5t accessible & quiconque est doud d™un mini-
mum de bon sens.

Fé&tais cependant inguict. Yo comprenais que jo ne pouvais plus, dans i
cadre de {'organisation existanie, laisser aller chacon A son ryibme. 1T y avait
un programme 3 respecter dans Vintervalle dune année scolaire, Lidde se
fit jour en moi gue les notions de¢ programme et denseignement non directif
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sont incompatibles. Aussi adoptai-je un compromis : forsque certaine question
s"avérait difficile, ’abandonnais mon rdle de moniteur déambulant dans les
travées, ¢t pour les quelques instants ol je devais projetor les lumiéres indis-
pensables, je remontais sar 'estrade pour redevenir professeur traditionnsl,
Aingi e travail sur fiehe ne piétinait pas ef quitie & ce gque les plus aittardés
terminent le travail 2 12 maison, les dearts entre les rapides ot leg fents dimi-
nuérent et des séances de synthése, inconcevables dans la situation du premier
trimesire, purenf €ire orgamisées. Maintenant encofe je m’en tieps 3 cetle
méthode, aveo cette nuance que ce sont les &dves qui sollicitent mon inter-
vention au tableau lorsgue les difficultés rencontrées dans les fiches lewr
paraissent insurmontables.

Ces interventions se font d'ailleurs plus fréquentes au nivean de Ja classe
de Quatri¢me. Je veillé & ce qu'elles soient minimales, car je pense fermement
quela découverte par Penfant Iui-m&me est une méthode idéale de connaissance.
Elles sont cependant motivées par le fait que, déja en Cinquidme ef plus encore
en Quairidme la matidre enseignée devient parfois d’une difficuits telle que
Pintelligence d’un enfant de 13 ans ne peut v'en saisir par ses propres moyens.

En Sixidme la mathématique Siant sisenticlement descriptive, les dia-
grammes ¢t les jeux imaginés par des pédagopues de renom permettent de
faire faoe de manitre satisfaisanie B toutes les difficultss du propramms.
Maiz en Cinquitme et en Quatridme on voit poindre assez souvent ce gai
constitue essentiel du travail mathématique, le raisonnement déductif. Je
m'en tiendrai senlement & deux domaiues oU ce ralsonnement s'exerce de
maniére soutenue, la géométrie en Quateidme et la résolution des dquations.

Pour ¢e gui concerne la géométrie, ou tout au moeins ¢ que nous N avons
traité en cette fin de deuxiéme trimestre, ¢est-A-dire droites du plan, parallé-
lisme et projection, Péquipe de Strasbousg a adopié la progression suivante :

- premidee approche des axiomes d'incidence dans un plan & guatre
poOints; '

- dossin péornéirigue dans le plan matériel afin de visualiser les difs
axiomes;

- mathématisation des situations qui vienneat d"3tre envisapées;

- Eponcés des axiomes; leur application A des plans finis;

~w extenision 4 un plan mathédmatique guslcongue.

On a done d’abord travaillé dans un plan A quatre points. Sur les conseils
du psychologue attaché 3 notre égquipe nous w’avons pas prononced le mot
plan; amusons-nous avec un ensemble 3 quatre dléments, tel &tait le titre de
s premidre fiche de géométrie; de méme Jes droites étaient appelées paires.

Nous ayons cependant conservé ke mot paralléle, parce que nous pensions
que grice & 'information, sor sens est tellement yulgarisé que nous pe ris-
quions pas, on 'employast dans ce cas particulier, dé traumatiser les éldves.

Songeons par exemple & des expressions comme discussions paralidles,
entteprises paraligles, polices paralidles, etc. :

Cette fiche passa trés bien.
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La fiche suivante fut une fiche de dessin géométrique. Eile avait un but
technique, en particulier la construction de parnlléles par un procédé affine
(régle et équerre, fausse si possible, compas interdit), mais aussi et surtout
un but avoué dans sa conclusion, la nécessité de 1"élaboration d’un modéle
mathématique rendant compte aussi parfaitement que possible de la situation
entrevue dans le plan matériel.

Dans les fiches suivantes la mathématisation ne posa pas de probléme
aux éleves tant que I'on g’en tint & des plans finis (plans 4 4 points, plans
9 points). Les enfants pouvaient alors inventorier lez objets sur lesquels ils
travaillaient. Il n’en fut pas de méme lorsqu’il fallut par execmple établir la
transitivit€ du parallélisme dans ’ensemble des droites d'un plan mathé-
matique qui pouvait tre non fini. Incontestablement ce fut 14 un écbec;
20 p. 100 seulement des €éléves se montrérent capables de saisir le raisonnement
ou tout au moins de le reproduire.

Faut-il s’en étonner? Jadis aussi cette legon était um test redoutable et
bien peu nombrenx étaient ceux qui le passaient avec succds.

Il me semble cependant que la progression que nous avons suivie & Stras-
bourg est préférable 4 I'ancienne (dessin géométrique, mathématisation dans
un plan non fini) parce qu'ells a prouvé que la majorité des éRves étaient
capables de manipuler les axiomes dans la situation plus simple des plans finis.

Sans cela 8C p. 100 des éléves n’auraient pas, au cours de cette legon
effectué de véritable travail mathématique; ils auvraient certes fait du dessin
géométrique et le professcur, sinon les éléves {notez cette restriction, je la
justifierai plus loin), aurait pu croire qu'il enfongait des portes ouvertes,
les axiomes d'incidence.

Vint ensuite la legon sur les projections. On travailla d'abord dans des
plans finis. LA encore, aprés une intervention magistrale nécessitée par un
début de fiche quelque peu rébarbatif, tout alla pour le mieux, Les &léves
projctaient habilement et déjouaient facilement les quelques pigges que 'on
peut imaginer dans ce genre d’exercice (par exemple prendre la droite sur
laquelle on projette parmi celles de la direction de projection). Je voulus
alors exposer une situation analogue dans le plan matériel,

Je croyais &tre rapidement compris. Las! Il fallut bien vite déchanter.
Dans le plan matériel deux traits qui ne se coupent pas sont pour la plupart
des éldves deux droites paralltles. Cela justifie ma restrietion antérieure.
On rencontrs toujours la méme difficulté lorsqu’il s’agit d'extrapoler & des
objets non finis ce qui a été compris pour des objets finis,

A l1a lumiére de cette expérience je pense avoir pris réellement conscience
des Limites du dessin géométrique en tant-que support du raisonnement et
de I'intérét de la géométrie dans des plans finis pour cc méme raisonnement.
J’ai conscience également de I'insuffisance de ces plans finis qm ne peuvent
servir de modéle 3 la réalité. .

Pour ce qui concerne la résolution des équatmns les éléves ont travmllé
successivement dans N, Z, D ¢t enfin R. Chaque foig les axiomes permis
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et les régles de simphification qui en déconlent étalent mis en évidence.

Une résolution d’équation reste tonjours difficlle en ce sens quells
néceasite un enchalnemesnt judicieux des axiomes. Elle est incontestablement
plus valable qu'avan{ comme travail typiquement mathématique, parce
quelie casse cot automatisme gui était de régle lorsqe’on faisail opérer les
éleves dans un ensemble A inavouéd,

Je pense gu'en Quatriéme il faut rester simple dans ¢e domaine et §'inter-
dire tout cas pathologigue (par exemple, résoudre dans D "équation 3 x = 2,7)
parce gue I"on fausse alors le jeu naturel.

Je voadrais terminer sur une anecdotfe.

Aprés avoir fait réaliser les quelques encadrements gui devaient suggérer
R, {'ai demandé 3 mes &léves si, outre les nombres gwils avaient déix ren-
comteds, IV, & ot D il y oo avait beavcoup d'autres dans K. Silence... Alors
je fis voter, & mains levées, il est vrai, La majorité dérida qu'il ¥ 2n avait peu;
en fait nous n'avions gnére encadré que ]ﬁ, n et quelques fractions.

Favoue que j’éprouvais alors une joic seeréte de donner raisen 3 la mino-
rité qui, j’ose ’espérer, a 8 guidée dans son choix par autre chose que le
hasard,

Notre collégue P. Lévy, professenr au Lycée expérimental Lambert 3
Mulhouse, fait poriie de la méme dquipe que M. Auzé, auteur de Particle ci-
dogsus. I nous adresse un rapport {concernant une classe de Quarriéme,
mixie, de 36 éléves et de niveau considéré comme « normal » powr Penselgne-
ment lorg} beaucoup moing optimiste.

1. — Programme safvi.
En principe : le programme officiel, dans Iz mesare ob il éait porté A
notre conngissance par les projets successifs de la commission compétente,
Drautre part, nous avons suivi les fiches fabriquées en commun 2 PER.E.M,
de Strashourg,

Remarque sur le paragraphe 1 du projet de programme de mars 1971
La composition des applications n'étant pas au programme deo Cinguidme,
on ne peut se contenter de I'évoguer en révision,

Remarques générales! L'approche des réels reste trés difficile au nivean
de Quatriéme. La suppression de Pétude préalable de & me sembie alourdit
et non alléger Iz tiche des emseignants ot des &léves.

Concernant le paragrapke III: 1l est trés difficile de congilier « manipu-
lations, exercices pratiques utilisant fes instruments de dessin » avec la prisen-
tation abstraite, générale, indépendante de {'espace sensible, matdrisl ou
physique qui ressort des antres lignes du programme.

D'autre part, comment expliquer, ou méme présenier des constructions
ou tracés glomdtriques gvant d'avoir $tudié la géométrie?
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1L -~ Méthodes pédagogiques,

En raison de la difficulté de "amplenr du programme, il v'a goére &8
possible de poursuivre "enseignement non directif, sur fiches, gui était possible
en Sixidme of Cinquidme.

H a & constaté que ies éléves de Quatritme r'dtaient pas capables, au
début de I"année scolaire de travailler gvec leur cshier de cours, on Pabsence
de documents imprimés,

Nous avons alors introduit le premier fascicule expérimenial de
Galion 4¢, en signalant Ies paragrapbes 3 savoir, ecox gui étaient 3 lire, ceux
qui étaient faculiatifs.

Par ia suite, les éiéves ont regu les fiches fabriqubes en commun A
PLR.EM. de Strasbourg, aveg des explications compiémentaires gquand
il Je fallait,

Contrdle des connaissances :  notamment par exerciess de conirdle
en classe; applications simiples du cours.

« Exemple : & partir d’'un nomibre décimal, calouler son opposé, sa
porme, son inversd, sgs paissasnces d'exposants relatifs jusqu'd un certain
rang. Réspudre des équations simples du premier degré en ufilisant les opéra-
tions précédentes. »

— Travaux plus importants, & domicile, « axemple . étude du sous-
ensemble § de B dont les &éments sont de la forme :

{42710y v(L 51088 nelN;, ps&

montrer gue § est un groupe multiplicatif... »

IIL — Difficaltés,

Comme signalé au parageaphe I : les réels par encadrement; Ia géométrie
dans sa présentation ensembliste et géndrale; Ia Haison entre cette géométrie
et Pusage des instruments, ¢fc.;

Ia résolution des inéquations du premicr degré, pour les éleves faibles,
&ait plus facile par les régles de transposition, division, ete. gue par les relations
d’ordre.

IV, — Succls,

En v passant beaucoup de temps, on arrive 2 fairs aequérir « lt notion
de groupe » en développant en détail de nombreux sxemples.

1l semble ¥ avoir moins d'erreurs gu’autrefeis sur k calcul des puissances.

En touf cas ¢e programme requiert une préparation approfondie de
la part des maitres ¢t un effort soutenu des &ldves,

Une derniére remargue, portant 3 fa fois sur ke programme et les
difficultés, : . '

L 1 B



Bulletin de TAPMEP n°279 - Mai/Juin 1971

Les démonstrations sur les figures traditionnelles (iriangle, guadrilatées)
dtaient diffiviles pour les éidves de Quatribme; il ne favdrait pas se contenter
déorire « ., déduits, (théorbmes), raisonnements, comprendre ot rédiger des
démonstreations ». Il semble gue ces difficultés pe seront paz moindres, au
contraire, avec le nouvean programme et qu'clles sont sons-estimées actuelle-
ment, ce qui pourrait sntrainer de ficheuses conséguences..,

V. — Informations complémentaires,

Signalons gu'au lvede de Mulhouse, il existe 8 ¢lasses de Quairitme
expérimentales,

g) Classes Quatridme-2 e! quatriéme-3, de nivean comoparable 4 Ia
Quatriéme-1, difficultds snpplémentaires : le professenr devant étre envové
par PEP N, n'est jamais arrivé et le coilégue nommé longtemps apris la rentrée
pavait pas enseigné en Cinquidme expérimentale on 1969-T.

b} Classe Duatridme-4 {niveas enseignement ¢ourt) a porté moins &’in-
térBt au nouvean prograwmme, une grande partie des éldves n'ayant pas Pin-
tention (ou les capacités) de rester au lycée au deld de 1a scolarité obligatoire.

¢} Classe Quatridéme-6 {(nivean €. F.(G) a recu un enseignement modifié
dans ke sens du concret (par rapport alt Programme nOBVEAU).

d) Anpeze Wolf : Pexpérience n'a pas étd autorisée dans ces classes,
mais seulement tolérde depuis trois ans. Doux classes ont regu 1o méme easei-
gnement gue les classes i, 2, 3 de batimest principal. Leur hétérogénéité a
causé des difficultds et des résultats assez infgaux swivant les éldves.

€) Dernitre classe Wolf. Notre collégue, Eprinchard, a adapté le pro-
gramme % sa classz, notamment en introduisant le {corps) ¢ avant R et en
développant 1a géométrie sous forme concrdle of expérimentale; fes résultats
sont satisfaisants.

A Nancy

B&nmmmthwwm

.+ L'étude des nombres réels est terminde & peu prés dans toutes les classes
{un Kger retard est néanmoins emvegistré dans un C.ES. of le niveay des
&aves est moins élevé et ob quelques difficultés surgissent de la part des parents
qui ¥ingnistent). ' . )

L'exposé de Ia question n’a pas &6 tout A fait le méme dans lés diffé-
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rentes elasses, mais il est dans Uensemble 3 peu prds eeini-ci @ on étudie les
types d’encadrements d'un nombre déeimal suggérés par le programme :
[a.10% ¢a + 1) 107 ;Ja. 1G5, (a + . 10%; . 107, £a+ 1) 107), avee g et p
ééments de #.

On considére ensuite lcs d:ffémnts types de suites décimales illimitées
périodigaes ou non, que Fen encadre et on débouche toujours sar Je théoréme
des intervalles embofiés soit pour définir le nombre réel, soit aprds Pavoir
défini comme suite décimale fllimitée, La compréhension de ce théordms
(admis) est I'objectif de toute la théorie. On utilise ensuite ee théoréme pour
définir la somme et le preduit de deux nombres réels avec dtude des propriétés
de Paddition et de la multiplication; on résout ensuite les éguations ax ==
x?=g, ax == b, en travaillant uniguement sur des exemples.

Cette partie du programrne est évidemment délicate & traiter; it y a des
difficoliss concernant encadrement des nombres népatifs; des difficultés
d’expression et en plus du veoeabulaire uiilisé dans le libellé du programme
il faut souvent introduirc des locutions plus ou moins heurcuses, en parii-
culier pour faire comprendre ia notion d’intervalies emboités dont la largeur
tend vers zéro quand leur nombre augmenie indéfiniment.

1»ans les classes ol le niveau est plus faible, aprés avoir introduit beaun-
coup de notieos — ¢e qui a demandé beaucoup de tomps —- il faut finalement
admetire la plupart des résultats pour countinuer.

Cependant, si P'on considire la majorité des classes expérimentales, il
semble que le bilan soit positif, les éldves s'intéressent & Ja question, ne se
lassent pas des calculs, qui, dans certaines classes, sont faeilités par Pemploi
de petites machines & caleuler Curta, et paraizgsent avoir de Pensemble des
nombres réeis, une intuition plus correcte que celle qu'en avaient leurs ainés;
cette partie du programme semmble donc bienm & sa place dans fa classe de
Qugirieme.

Méthodes de travail.

Crest tonjours un travail d'équipe dont I'élément de base reste la fiche
rédigée en comumun par les professeurs de cette équipes; fiche rédigée de maniére
A pouvoir étre uiilisée de facon trés souple par chacun suivant son tempéra-
mient et son publie, soit pour introduire ume notien nouvelle, soit pour faire
des exercices d*application, soit comme moyen unique d’¢tude d’tne noton.

~ Les éleves peuvent travailler' individuellement sur leur fiche {ou par
petits groupes), la synthése &tant ensuite faite en classe ol la fiche peut Stre
étudife d'abord en commun scus la direction du professeur.

Dans certaing oas, un cours de fortae assez classique peut étre fuit dens
le but §’apprendre aux ¢léves & comprendre une démonstration ¢t & Pexprimer
qotteciemoent, ¢'est en Quatriéme, en effst, que ce but doijt &tre atteint.
.7 Lesg séaneces de travaux dirigés permetient diverses activitds, calcu! nurmé-
tique, préparation de problémes, rédaction d'un teavail élaboré en commun;
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malkenrensement un groupe de 24 Sldves est trop Iourd pour réaliser us
travadl froctueux.

Pes tests de contrble ont len fréquemment en classe et des exercices et
probiémes sont donnés & préparer & la maison.

A Marseille

M=e Biniamino, Mo Prsaviy,
M e ROSENBAUM,
Lycde Montgrend.

Conditions de travail.

- 2 classes de 38 éléves,
w~— 1 glasse de 21 éléves.

Miihodes.

L'utilisation des fiches donme kisu, en général, & une recherche individuoelle
ou en groupe trds appréciée des éléves. Cependent, ce travail dans les classes
de 38 élives ne peut Stre exploité 2 fond, car le contrdle et Iencadrement
sont plus difficiles,

Aprés un certain ferops consacré A cetie recherclhe, un exposé fait le
plus souvent par un &léve, apporte une solution claire ¢t nette A Pensemble
de Iz classe ot permet de mettre au point es notions uouvelles,

Programme,

Le programme suivi est celoi de la Commission Lichnerowicz (avant-
derniére rédaction, paru dams I n° 275276 du Bullerin de PAP.M). Ce
programme est fa suite logique de cenx de Sixidme et Cinguitime. I est #rés
cohérent et permet 1'utilisation de toutes les notions antéricures pour ’étude
de ia péométrie.

L'étude des réels telle qu c!k: est imdiguée g suscitdé un grand intérét
panni les éléves, Elic a permis de nombreuses applications de {ype numérique.
{Ce « nouvcau programme » n’empéchera pas nos &idves de savoir calculer}
Nous avons insisté chaque fois sur les propriétés intervenant dans les diffé-
rents mécanismes de caleul. Nos &léves ont commencéd Ia Quatritme en ayant
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conseryé los notations 2~ (pour —2) et 2% {pour -2). Nous pensons qu'il
ne faut pas modifier cetie notation (ou une notation équivalente) pendant
ia classe de Cinguidme. Le passage de 2+ & -2 et 2 a &t fait sans difficultds
dés le dibut de anndée; Ie passage de 2~ & —2 a &té fait pendant 1Pétude des
suites décimales ilEmirées. A la suite de Fétude des propriftés de I'addition
et de Ia multiplication dans R, les &idves ont posé les calculs de la maniére
classique. Ceci a permis de bien insister sur les divers sens atiribués au signe
mains et éviters pemi-fire, le manvais réflexe Faisant de —x (x élément de R)
n nomibre négatif,

Ce n'est pas en géométrie, que les éltves ont fait leurs premidres démons-~
trations. L'an dernier déj3, ifs en ont eu occasion & propos des entiers relatifs.
Ici la difficulid provient de ce qu'll leur semble qu'un dessin peut remplacer
un raisonnement; meis ce n'est pas I& un fait nouveaw. Ces premidres démons-
trations ont pu leur £ire rendues nécessaires par Putifisation des diagrammes
de Venn,

Difficultés.

Yes réels devant étre connus pour étdier la géométrie, nous n'avons
pu Paborder qu'en cours de deuxitme trimestre. Ced laisse assez pen de
temaps pour iraiter un programme fong, qui comprend une partie nouvelle
et imporiange. .

D’autrs part, ¢z programms ne laisse pas assez de libertés pour Pexposé
de certains points {Jes axiomes de géométrie, par exemple, qui aménent par
fa suite les éleves & démontrer des propositions £videntes pour eux. @ quel que
soit le repére sur la droite affine réelle les notions de « milien », « ctitre »,
sont congervées).

{Tout cesi n'a-t-il pas été modifié dans le nouveau projet?)

La motion de groupe devant &ire dégagée quiavec des exemples du pro-
gramme, risgue de ne Iaisser qu'une trace bien faible dans esprit des éRves.
Pourquoi ne pas traiter des exemples de groupes finis, permettant de « mathé-
matiset » uiie situation et d'étudier une méme strocture sous des aspects
divers?

Nous devons déplorer les effectifs de denx classes (3B é&idves), ob les
difficultés rencontrées sont plus grandes.

Conclusion,

Le programme, bien que long, posséde un trds grand intérét et est trés
abordable par les éléves.
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A Clermont-Ferrand

Nos collégues ME® DexaMoNDT, CoGNRT, BicaMer, M. BrRacoueMonD,
Jont le « point » de la situation dans laguelle ils se irouvent, en avrll, en classe
de Quairidme.

Depuis le début de Pannde scolaire, Ia parntion des nouveaus programmes
syant é¢ annoncée 3 plusieurs rgprises comme imminente, nous avons préféré
retarder Pédtude de Pintroduction des réels et de 1 géométrie. §i nous sommes
en retard probablement pour Ia géométrie, - I'tude détaillfe de Pensembie Z,
de 'ensemble des décimaux et des groupes, doit novs permettre d’aller assex
vite pour fe calcul dans R,

Comme ¢n Sixiéme ef Cinquitme nous avons travaiflé avec des fiches
avec cependant une part plus importante de travail collectif. En particulies,
Ia rédaction des fiches se prétc mal & 'enchsinement d*une démonstration..

FProgrammi: suivi ¢

Logique. Révisions ¢t compléments. Introduction des connecteurs,
A, ¥V, W (ou #), « entraine », « logiquement équivalent » et contraposition
jugés utiles dans de nombrenses démonstrations.

Relations. Révisions et compléments. Les éidves gont toujours aussi
intéressés que danms les classes précédenies, pas de difficultds majeures.

Groupes. ¥tude plug spstématique que ne le demande Je programme.
Notion bien scquise : nous avons pu e vérifier dernidrement en demandant
de démontrer —. en exercice de contrble - gue I'ensemble des puissances
de dix muni de fa multiplication est un groupe.

Révision de Z. Nous v avons passé beaucoup de temps! {environ
% semaincs), les &léves éprouvant de nombrenses difficultés (indépendantes
de tout programme) tand pour la factorisation que powr les calouls faisant
intervenir simultanément addition et la multiplication.

Ensemble D des décimasx. Nous avons fait de nombreux exercices,
certaines difficultés rencontrées dans &, réapparaissant dans 0,

Début de Ia géomdtriz, Présentation des axiomes d'incidence, Etude dun
ensemble 4 guatre &léments. Les &léves, un pew saturés de calenl, semblent,
dés Pabord, trés intfressés.
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Difficdtss générales,

Eun dehors des problimes posés par le calcul, les éléves ont beancoup
dle peing 4 faire par eux-mémes des démonsirations. Exemples : la tran.
sifivité, I'antisymétrie de certaines relations dans un ensemble. Ils avaient
Jusqu'd présent, 'habitude de raisonner surtout sur des ensembles finis se
prétant & des représentations concrdtes. If nous semble que nous aurions
pw et d0 approfondir beancoup plus Iétude de Z en Cinquitme, de
fagon que les &léves aient fa maftrise des calculs sur les entiers.

En ce qui concerne in partie du programme non encore étudide, IMintro-
-duction. de la deoits, 4 partir d'une famille de bijections, nous paraft assez
délicate.

A Lortent

Equipe des expérimentateurs du Lycée Dupuy de Lome
ef C.ES, de Kerentrech.

1. e Conditions de Pexpérience.

L'expérience porte & Lorient sur 7 classes de Quatridme, soit 186 Eldves,
+ Le programme suivi a éiéic pmgramm}; officie] {pary le 197 fgvder 1971},

& Mérhodes pédapopiques. Les éleves disposent de fiches. La distribution
<le eos fiches est en général précidée par ume présentation orale.

Nous faisons travailler les éléves pratiquement av méme rythme car
certaines démonstrations sont étudiées en commun et les interventions orales
sond nembreuses.

» Difficaitds of mceds,
La principale difficultd s¢t fa longuenr du programme, ce q se parmet

pas d'approfondir les points délicats. Nows craigaons que faute de temps,
on en arrive 2 sacrifier ke raisonnement au profit des « reccttes ».

1. — Programme traité,

Voigi point par peint ¢e que noms avons iraitd avec les éléves jusqu'd
ce jour {deux trimestres). '
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I Relafions ; groupe.

Pas de difficultés particaliéres. La notion de groupe est irés bien admise
par les éidves,

2 Décimanx,
Nous avons choisi la méthode suivante pour construire »

D A= {(x,p)xeZ et y= 105 ke N}

On censidére dans A la refation R définie de fa fagcon suivante :

(a, 10¥) et (b, 107} &tant des éémients quelcongues de A, on dit gue (@, 10}
et (b, 109 sont en relation pour exprimer que : @ x 2= 5 » 107,

Nous avons démontré avec les éléves que R est une relation d’équivalence,

L'ensemble des décimaux relatils D est dono Pensemble des wlasses

s T
d’équivalence, notées {a, 109}
2y Dans A on cousidére Uopération notée = ielle gue
{a, 1D°) x (b, 109} == (gb, 105 G
MNous avons admis gue Ia relation R et opération notée » &talent com-
patibles, (Consiatation sur quelques exemples seulement.)
3 Dans B, on défimit une opération appelée multplication et notée &,

telle que
© 109 ®, 109 = @b, 1079

frrde des propriétés de la multiplication dans D,
4} Comveniions d*écriture :

/"M:-""‘“\
— By est Pensemble des éliéments de D du type {1, 109 avec a ¢ Z.
On identific {D,, ®) et (Z, x) et on derit : (2, 100 = a.

T
— Dy est Iensemble des éiéments de & du type (108, 109).
On identifie (B, @) et (E, x), E &ant le groupe des puissances de 19,

T
et on écrit @ (102, 10%) = 107X,
- Tout éément de B s'écrit alors ¢ < 0P avec ae Z et pe .

Remargques sur cette miéthode ;

Ayant introduit précédemment Z comme ensemble de classes d'équi-
valence de &Y X W, il nous & sembié intéressant de construire & de fagon
analogue. Nous nous sommes refusés & domner 'éeriture « a 197 » sans
expliquer le sens du sigee « X »

L'¢tuds de ke relation d*quivalence R est un bon exemple de démons-
tration. Les &leves ont éié intéressés.

s A1f



Bulletin de 'APMEP n°279 - Mai/Juin 1971

Le probléme de Yidengification reste cependant délicat. Ce dernier point
0's pas été comprig par tous les ééves,

Cette introduction de #, trés formatrice au point de vue di raisonnement
est cependant trés loague,

Ensuite les calenls dans 2 r'ont pas posé de probldmes particuliers,
quelle que aoit Pécriture des pombres.

3° Calculs approchés.

Mous avons suivi le programune peint par point. Il 'y a pas de difficuités
particulidres, mais « il faudrait » &tudier do nombreux exemples afin de fami-
liariser les enfants avec les suites décimales illimitées.

40 Tout au fome d2 Vanande, sous avens endraing les éldves an caloul algé-
brique : factorisation, développement, puissance.

3¢ Géomérrie,

Nous n’avons pas encore traité cette partie du programrme avec les éléves,
car nous avons bssoin de R powr traifer la péomeésrie de 1a droite que nous
comptons faire avant la géométrie du plan. Nous nous sommes inspirés pour
préparer cctte premidre partie des indications données dans Fannexe accomi-
pagnant le projet de programme du 19 février 1971,

De touies fagons, il est hors de questicn gue nous ayons le temps de
finir le¢ programme.

P. 5. — Nous n’avoss pas cherché & rédiger un article, mais simplement
domner quelques indications sur les options que nous avons prises ef les
difficoltés reniconirées,

A Boulogne-sur-mer

Mathématique. Expérimentation en classe de Quatri¢me.
Expériences du C.ES. Cazin de Bowlogne-sur-Mer

et du C.E.S. Langevin de Boulogne-sur-Mer,

Mme Bouvirtocu, MM, Lecomys, Jeanmm, Honvaurr,
Monranor, MuseLgr, PAUWELS, VACHE,

I, — Cenditions de Pexpérience.
Au C.ES. Cazin, — A Boulogne-sur-Mer, Ia réforme de Penseipgne-

ment éant appliquée intégralement, tous les fidves soriant de Pécole primaire
cutrent dans un C.E.S, Lexpérience a démarré dans foutes Ies Sixidmes da

419 —
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CES. Cazin en septembre (968, Cest dire qu'il n'y a pas en sélection au
départ. L'expétience touche actuellement tous les &éves de Quatridme
(250 environ)., Les classes sont homopgénes et un emploi du termps aménapé
permet aux Sléves de changer de nivesu et $aller dags nae classe odl ke rythme
est plus adapié 3 Jeurs possibilités,

L’éguipe qui méne Vexpérience est composée de trois professeurs certifiés
et de trois PE.G.C. Cete équipe travaille ep colldboration avec M. Jeannin,
assistant 4 Ia Faculté des Sciences de Lille et membre de PLR.E.M. de Liile.

Une rénnion hebdomadaire de deax howres est prévae 3 cet offet.

Aa C.E.S. Langevin. — L’expérignee ost mende dans une scule classe
de Guatritme par M. Pauwcls (professcur détaché 3 PLR.EM. de Lille).

., — Progrsmme suivi,

Mous avons travaillé & partir du projet de programme de Iz Commission
ministériells pour Penssignement des mathématiques paru avant lz rentrée
1970-71,

Fn algebre, nons avons cheisi de fraiter les rationoels avant les
réels.

~— PYune par! soliieités par les éléves 1 lorx de iz résolution d’égoations
dans Z iis nous ont fréguemment demandé s°i} n’éait pas possible de cong.
truite un ensemnble plus grand que &£ et oi les éguations du type ax = b
{a, b & Z) ont toujours une solntion. _

— Irautre part, pour la partie géométrie, le plen adopté néecssite I'étude
de @ avant celle de R.

Ung étude sommaire des réels est prévue en fin de Quatrieme.

Du point de vue pratique, les calouls sur les décimany, les caleuls dans €,
les approximations de rationnels par des déamaux, donacront aux cnfants
Jes techniques indispensables dans le domaine du nwmérigue,

D'un point de vue plus théorique, la progression ; caleud dans un groape,
dans up apneau (& et cuticrs module ) puls dans un corps (@ et entiers
modulo un nombre premiey), permet & I"déve de misux « penser » ses calenls
¢t d'éehapper 4 une mécanisation précoce, \

En géomiétrie, nous sommes d'accord sur la répartiion adoptée par la
commission, A savoir : géomdtrie affine en classe de Quatridme et géométrie
métrique en classe de Troisiéme. Quant aux méthodes & adopter pour traiter
¢e programme, pous pensons qu'il faut que 'enfant aifle A la découverte des
axiomes pintdt que de les Jui imposer a priori. Ceci pous 8 amené 3 faire
dégager le modéle mathématique 3 partir du dessin gdométrigoe. I importe
qu'd Pissue de toute démonstration Fenfani revienne & une vérification gra-
phigue, il part du réel, pour reveénir au rétd, mals enrichi

— G2 ——
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Programme suivi, ce gui a &1 traité,

4) Révisions: Relations (potions acquises en Sixiéme et Cinguidme);
Caleuls dans Z ; valewr absolue ot ordre dams Z.

b) Nembres & virgule. Addition, multiplication, ordre.

Nombres décimaux positifs. Construction de ensemble B des décimatix
relavifs. Kcriture d'un décimal relatlf sous la forme a 10° (a, pe 2.

¢} Dans Z ot D, nombreux ealculs sur les expressions algébrigues, facto-
rivation, « idemirés » remargquables, etc.

d} Approche de la structure de groupe.

de nombreuses opérations: r, U, A, composition dapplications, eic.

Congruences dans . Addition et multiplication dans W k.

Tables de Pythagore.

Groupe. Equations dans un groupe (mombreux exercices).

Propridtés des groupes.

e} Géométrie sur wn guadrifiage. Groupe des translotions.

£} L'ensemble @ des rationnels (traité au C.E.S. Langevin}.

Défimition. Addition. Multiplication. Ordre. Résolution d’équations du
type (ax == b) et dinéguations du type ax = h,

g} Géométrie plane.

Axiomes d’incidence dédgagés & partir du dessin géoméirique. (Une Stude
du plan affine 3 4 points q ét¢ faite auparavant).

Pasitions relatives de deux droltes, Parallélisme.

B) Calowl numérigue Gatilisadon des machines Curta).
i} Logique et cartes perfordes.

Ce qui reste @ faire:;
a) L’ensemble @ (au C.E.S. Cazin}.
B) En géométrie : iranslations planes, etc. {voir Amneze Géométric).
¢) Netions sur les rédels,

HE —— Méthodes pidagogiqnes,

Travial par groupes.

- Les éléves de chague classe sont répartis en groupes de3 ou 4 (selon
feurs aflinités). Ces équipes peuvent dailfeurs se modifier sclon ks désirs
de ses mernbres,

L'intérét du travail en groupe p'est plus 4 faire, Nous signalerons seule-
ment & nos collégues Particle de M. Ketjan (Bulletin de PAP. M., n®269-270,

— 411 —
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Travail sur fiches.

Dés je début de la classe de Sixitme, les éléves oat éié accoutumés 3
travailler sur fiches., FEn Quatridme nous continuons dutilisér cette méthode
qui présente de nombrenux avantages. '

~— Chague éldve travaille 3 son rythme.

~ H a vonstamment sous les yeux les renscignements dont i a besoin,

- Tous les éléves sont actifs,

— La fiche ne présente qu’un seuf concept & la fois.

— Tes fiches constituent un dessier personvel pour Penfant

«— Un éléve absent peut facilement combler son retard,

— Ung fiche n’ayant pas donné satisfaction A Pusage peut &tre remplacée.

~— Des fiches plus difficiles sont propasées aux meillenss éldves.

Cette méthode de travall n'est pas une fin en sei. Elle ¢st complétée par
d’mutres procédés pédagopiques.

— Certaines notions soni abordées par une discussion collective (ce
procédé est plus fréquemment utilisé en Quatridme que dans les classes
précédentes).

-~ A Pissue du travaii sur fiches, une synthése collective peut &tre
flahorée par les &léves et le professenr.

- La structuration de ia classe en équipes de 3 ou 4 peut étre modifide
4 'ooccasion de problémes ouverts.

Ces problémss ouverts ont ¢u, par exemple, pour objet des guestions
de logique, d’algtbre (recherche d'exemples, de contre-gxemples, recherche
~ des tables de groupe parmi les carnds latios, etc.).

QOutre le travall ¢n classe, éléve est amend, par momenis, & chercher
et & rédiger des exercices & Ia maison; cela afin de perfectionner son expression
éorite.

De tout cec, il fant retenir gu'il n’y a pas « une » méthode mais des
procédés frés sowples permeftant le plein épancuissement de Véléve sans
tqu'l v ait de contrainte imposée par t¢l on tel dogmatisme,

IV. —— Difficuités, snceds, échecs.

II £at certain gue les nouveaux programmes de Quatritme présenteat
un écueil poar certains Rves, Alors qu'en Sixitme et Cinguidme on se limite
2 une approche nalve et intuitive de notions mathématiques, la classe de
Quairiéme marque une tendance 35 netle & Paxiomatique ot dans certains
cas, exige une démonstration de Péléve (notamment en géométric). Cela est
d’ailleurs normal. On consiate gu'on nombre d'éléves, de plus ¢n plus impor.
tant, ressent fa nécessité de « La » démonstration (par exemple, pour les
propriétés des Jois + et X dans § les enfants ne 3e contentent plus d'exemples
numériques mais raisonnent 3 partir de Pexpression générale d’un rationnel).

En géométrie des propridtds ont é1é établies & partir du théotéme de
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Chasles, de fagon rigowreuse pour certains, de manidre encore « intaitive »
par d’antres.

On voit de nouvean surgir-ce décalage entre les €léves 3 propos de la
résolotion d’é&quations dans un gronpe. Beaucoup ont compris, une fois pour
toutes, que le processus était le mime ot sonit capebles d’adapter 3 chague
cas particulier iz méthode pénérale. Pour d'antres, au contraire, les condi-
tions du probléme sont contingentes et ils n'artivent pas & dégager Iz modéle
mathématigue,

11 faut cependant signaler que, malgeé les difficoltés recontrées, difficuités
gui existaignt par ailleurs dans Denseipnement des anciens programmes,
il se dégage des expériences présentes certains faifs qui nons laissent penser
gue nous sommes dans la bonne voie. I suffit, pour cela, de coastater que
les enfants sont tonjours parfaitement couscients des structures dans lesquelles
ils opdrent. Il o’y a plug formation de stérfotypes provoguant par la suite
les blocages intellectucts que nouws déplorons tous. Bn algdbre, Példve reste
parfaitement maitre de ses calcols; il 0’y a pas mécanisation, muis réflexion
& partir des propriétés de telle ou telle structure. En géoméirie, notre expé-
rience est trop récenbe of trop partielle pour tirer des conddusions définitives.
1l s’agit, pour instent, d’établir nn compromis entre, dune part, 'accession
aux structures importantes de la géométrie affine puis méfrique, et d'autre
part, "aspect utilitaire dont ne peut se dégager cetie partie de la mathématigue.
C’est une des raisons qui nous a amené A condaire ee programme en essayant
de satisfaire ces deux points de wue,

A Limoges

Expérimentation em 4°,

Dans ["'Académie de Limoges, depuis trois ans, de la Sixitme % la
Quatritme, des expérimentations sxisient dans deux Lycdes de filles (5 classes),
un CES. (3 elasses) et deux C.E.G. L'équipe comprend, sous la direction
de M. Couty, professeur 3 PUniversité de Limoges, un inspectenr-professenr,
quatre certifis, gnatre P.E.G.C., un maftre-auxilisire. L'expérimentation est
conduite dang six classes dites I et sept classes dites II.

Teavail de préparation. L'égnipe se réunit répulidrement le vendredi
de 20 b 30 A 23 heures {ou plus) tous les quinze jours, avec la participation
parfois de Pinspecteur Pédagogigue Régional. Ces réunions out deux buts
essentiels

- faire le point sur les succds ou les échecs de la quinzaine passée;
poor les causes d'échecs, la participation aux réunions d’on psychologue
scolaire aurait peut-Eirc rendu service;

— 4 —
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—- coneevoir les fiches pour la qguinzaine # venir,

La progression pour assurer I'étude compléte dit programme pendant
Pannée scolaire est sans cesse revue et aménagée sclon les intéréiz et fes
possibilités des enfants. \

Aprés chaque réunion, les fiches $tudides, mises au point sont confiées
au Centre Régiona! de Documentation Pédagogique qui assume la Jourde
tiche matériefie de diffuser les fiches pour fes élves des classes dexpéri-
mentation,

Quelques constatations,

1* Eleves. — Si les fiches pour la clagse de Sixiéme permettaient au
professeur d'étre vn animateur de travail individuel, le progrés vers "abstrac-
tion l'oblige av nivesn de Ja Quafridéme 2 agir plus souvent peur organiser
des synthéses collectives pour obtenir un travail de pensée de phus en plus
rapide.

A ce propos, nous déplorons en Quatritme que les &léves des classes ¥
aient je méme horaire que les ciasses 1. 5i nous pouvions disposer d"une heure
de travail dirigé ou de soutien pour ces éléves, ils auraient moins de diffie
cultés pour comprendre, puis wtiliser les modéles mathématiques. Nous avons
constaté que la méthode inductive, avec ane approche plus fente des concepts,
avait d’heurcux effets sur les €idves moyens.

Les fiches sonf collationndes dans un cahier sur leguel de temps en temps
des lois générales sont imserites, L utilisation du sahier d'essal réservé A la
mathématique, a irés souvent rendu d'importants services pour consclider
les connaissances des éiéves moyens.

Le contrdle des connaissances est assuré par goelques fiches-tests, donndes
dans tountes les classes d’expérimentation & des dates variables, car Pexpérience
nons 2 moniré que pour certains concepts quelques ¢lasses allaient plus vite
que d’aufres, slors que parfois Pinverse se produisait. La remargue ciddessus
pour Jes classes IT entraine e professenr i Dimiter, pour celles-ci, les apph-
cations & des exercices numérigues surtout.

29 Professenrs. — Le travail de coneeption en commun a permis d’évitar
des hésitations dans les classes, de promouveir up enseignement cohérent
avec ses gualités et aussl ses défauts, Parfois, en ce qui eoncerne Jes démons-
trations, nous avons été un peu ambitieux, en vue de la continuité avec les
classes du second eycle. Certaines classes I on IT d’ailleurs out jood le jou, mais
on & &té obligé de revenir 3 fa simple description du modéle mathématique
dans d’autres classes. Nous restons persuadés qu'il faut obliger les enfants
dés Ja Sixidme, & user de la démonstration dans des cas trds simples sur Ies
cnseinbles ¥ ou ZF. Par exemple dans Z :

a=—bwagitc=0b+4r¢
alors que cotte propriété est adinise dans W,
- U
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Notre travall noug parait étre upe réussite. en ce qui coneerne le début
du programme de Quatriéme sur Ies groupes, nous avons oblenu la créativiié
des enfants ot une recherche convensble de cette structure. En cakoul numé-
rigoe, nous avons Fimpression d’une efficacité certaine, mais i faut attendre
Ia classe de Seconde ponr se prononcer définitivement. L’approche des réels
par les encadrements, les intervalies a donné lieu A P'étude de lois de eompo-
sition, interne ou externe dans P'snsemble de ces objets. Nous ne pensons
pas avoir pleinement téussi. Pour les résolutions d'équations et la géoméirie
lIes enfants ont retrouvé un meilleur rythme de travail,

3° Aspect matéridl. — A la joie du trayvail en commun succéde toujours
la rédaction des fiches, Pimpression, la correction des dpreuves. Apris trois
années, nOUs constatons que malgrd beaucoup de précautions, sans ménager
notre temps, nous avons laissé quelques imprécisions dans nos fickes. Cortaines
imprécisions sont issues de nos rdunions, mais le plus souvent ce sont les
Héves de quelgues classes qui nous les ont révélées pendant Jeurs travaux,

Notre expérience monfre qu'il eost nécessaire que les établissements
scolaires assurent une partie de la duplication pour que le travail par fiches
soit efficace afin que les professeurs ne soient pas astreinis & un travail maiéricl
trop lourd.

Mise an cavre dn programme.

Les hypothéses de travail de I'égnipe pour I'application du programme
défini par la Commission Ministérielle ont é48 fes suivantes :

— Continuité de enseignemesnt mathématiqoe de Iécole démentaire
au second eycle;

~w Constrzction des ensembles de nombres, ¥, Z, D, R, par chague
enfant selon son propre rythme;

— Approche des notions par des manipuiations physiques on intellec-
tuelies;

— Exercives d'application pour consolider les connaissances,

Ce gui revient & ce gu'a fort bien expligué Gilbert Walusinski dans un
Bulletin de FPAPM. il v a guelgues anndes. L'enfant construira ses propres
mathématigues selon le schéma suivant :

» de 'observation 3 la notion,

e de la notion & Ia théornis,

» de Ia théorie & I'application,

« d& Tapplication 4 de nouvelies observations, et e cycle d’&tude
TRCOTMENEE.

Lenseignement donnd s’est orienté dans deux directions complémen-
tgires 1 affiner Poutil mathématique et vérifier dans lex applications le bien
fondé de et affinage (applications dang les domaines des diverses sciences

e 438



Bulletin de TAPMEP n°279 - Mai/Juin 1971

physiqués et humaines), Nous avons essayé de discerner oes deux voiss 2
chague instant.

La contnuitd avec D'enseignement élémentsire se situe au niveau du
numérique, ¢t Fon peut regreticr que la classe de Quatridme n'use pas plus
des « opérateurs numeriques » lids 3 @ pour présentar R. En effet, les enfants
de Pécole élémentaire jouent aveo plaisir avec cetie notion de fonction dans
des sous-ensembles finiy de &Y.

Les démonstrations, qu'elles soient alpébriques ou géoméiriques, assurent
une approche tr¥s intéressante des programmes du second cycle

En ce qui concerne les ensembles do nombres, s1 la construction de Z
en Sizibme et Cinguitme & paréir de IV a été aisée (réserves 3 faire au sujet
de In multiplication dans Z), la constrwction de IR & partic de P ne nous a
pas satisfait cowmplétement, ¢'est-d-dire que les enfants se somt sentis plus
mal & Uaise. Les remarguss ci-deéssous ont entrainé un redoublement d’'atien-
tion de notre part afin de faire coincider nos bypothdses de travail et la lettre
dn programme. ' '

Pour 'étude des ensembles de nombres, nous voulions respectsr les
programmes ¢t aussi nos hypothéses de travail qul peuvent se résumer dans
J& schéma smivang :

x
KN
L) weas Do &
\Q‘ja—}-ﬁ <

Les programmes ne parlent pas de @, nous o’avons pas fait une étude
mathématiqne de cet ensemble; nous avons construit R A partir de B, Nous
nous sommes heurtés & un ceriain nombre de difficnités, mais en méme temps
neus avons fait découvrir I'unité de la mathématique 3 nos éldves,

) Nos éléves ont appris & poser d "école flémentaire nne division ef
& effectuer des divisions avec des nombres décimaux. La division lear apparal
toutours possibie. Implicitement ils raisonnent dans un corps 2t non dans
un annesy. MNeous avioBs avantage A considérer pour enx, afin d’8ire plus
préeis sor ies structures mathématigues, Pinclusion D < @.

B} Les décimaux sont plus fasiles & manipuler gue les rationnels A canse
de leur écriture. Les calenls numériques sont faciles & présenter. Mais nous
sormmes amenés dans V'approche de R A résoudre des équations telles
que :
gu x =< == by vraies uniquemetit dang R, or, le calcul pratique pour
jes enfarts se fait spparemment dans B,

£} Mathématiguerment, R est un corps commmutatifl parce que @ en est
ua. Nous avons df affirmer daps le passage D A4 R un certain nombre de
résoltats, qui peuvent &re démontrés dansy @.

Uy ; .
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J 2 ) R
axbd a>b| ae 32 be a}b% | ae > b
B R e 0 ¢c> 6 c::—l}.m':c;:-{)
—bx—-‘»b X a = bx F=% a bx#bﬂx
amb_ﬁ_&_}“tbc a=b} { @e = be a=2>b %;'Mmbc
c# 0f c#08 T e D a#t 0] lcn0

Admetire ... e ... pour les enfants, alors que nous ne pouvons étudier
dans B ... = .., n'a pas &8 facile.

d) Les enfants ont trés bien compris, malgré quelques lourdeurs dans
fes caleals, les constructions selon fes processus suivants.

En Sixidéme, puis Cinquidme, nous avons fait apercevoir la construction
de D considéré comme sous-enscmble de @. Actuelloment, la construction
de @* est amorcée & I'école dlémentaire par intermédiaire des « opérateurs »,
Ainsi, en Sixitme et Cinguitme, nous avons fait comprendre les constructions
de Z, @ (avec £ « @) par e passage aux ensembies quotients. Cetie méthode
de travail a plu aux enfants,

En Quatriéme, le respect du propgramme et le mangue de temps nous
ont obligés 3 abandonner em partie cotte attitude, ot nos éléves n’ont pas
toujours compris,

¢} La construction de MR A partir de & & permis de consolider les tech
niques de caloul pour la division. Sur des exsmples numériques, nons avons
essayé de suggérer que le corps R devait ¢a structure plus & @ gu'a 2. Ainsi,
nous avons moetsd les liens qui existent entre P et &R, non seulement dans
le sens du programme o @ est un sous-ensemble de R, mais dans le sens
du schéma ci-dessus :

Z-sP- R

£} Sur le plan pratique, on montre que les ensembles constrvits & partir
dea classes d*équivalence forment une « gollection » distincte de¢ R. Pour fe
physicien, ’est fa difffrence entre Je dénombrable ¢t ie « continn physigue ».
Sans aucun doute, i constriction de MR par les encadrements st bénéfique
pour iss applications physiques,

A titre d’exemples, nous présentons trois fiches

1 en Cingunidéme, Ordre dans &

2¢ en Quatrieme, Ordre dans D;

30 en Quatridéme, une approche de la géométrie.

Notre jen de fiches est dispomible au C.R.D.P. de Limoges, 44, coum
Gay-Lussac,
#‘ﬁ
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Ondre dans Z (classe de 5°).

I
On considére la relation R définie dans Z par ;

a R b« (il existc un enticr naturel x, (x € Z*}
telgoe : a=»>-+x)

10 Vérifier que : 12 R 5; 13 RI7; 4 R O;
OR%. 9oRT4; TRY
20 La relation R estwile séflexive? Symétrigue? Aatisymétoque? Tran-
sitive? Comment appelie-t-on ure telle relation?

Notation: a R b se notera g >» b et on lira ; « g supérieur ov égal 4 b »
ou ausasi & < b et on lira ; « b inféricur ou égal & a »,

1

Choisir cing éléments de Z ™, puis cing léments de Z* o les comparer
3 0 A Yaide de la relation R; gue remarquez-vous?

19 Montrer que 35i ae Z*, zglots 1 a» 0.

22 Compiéter : b =—a- ...
en dédwire que si v 2, alors f a0

I

io Ponr deux élémenis o et b, de Z, on a ndgessairement
a»>b on a<b

Compiéter par I'un des symboles : » ou < en justifiant chague fois :
17...15;, 11...18; 12...582; 22...48
T,...29; 13...%1; v7...10; 3...W
16... 4, 2Z...86 HB. . 8; T..12

Que remarquer-vous?
20 Comparer ¢ et b lorsgue .
ae Z* et be Z~ (on utiliseras IID.

3e Monirer que :
a b <opp (0) < opp {5}

e 28
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en déduire une méthode pratique pour comparer o ot & lorsque ae Z= et
beZ-.
Exemple : e =3 =opp (@ = ... jopp (@) ... opp (»)
b33 opp(B) == ... donca... b
écrire d’autres exemples.
Montrer les propriétés suivantes :

axpb=magtepbie
gab &t epdaratenbid

Attention
Siaxh et c>donpentavoirsoit afe»b i+ d
soit a-+e<b+d
troyver un eXemple dans ehacun de ces eas.

IV
Compléter le tableau suivant :

@ opp {8} plus grand des 2 nombres : ¢ &t opp {g) (justifier)

Yt
P e P

Définition: le plus grand des deux notubres a et opp (g} s"sppelle valewr
absolue de a : on le note |ai.
Comparer jaf ot 0.
Compléter : i ae Z* alop jaf = ...
siaec Z nlors jaj = ...

»*
. e

Exercices d'application,
1

Classer dans l'ordre croissant les nombres :
7, 1§, 24, 0, 2, 4, 45, 3, 2

— 420 —



Bulletin de TAPMEP n°279 - Mai/Juin 1971

. 11
Ecrire Fensemble des éléments x de & vérifiant :
1§ E X
HF<x
N3 =x et T<x
F141

On considére la relation § de source Z, de but Z+ ¢t de lien verbal :
« g pour valeur absolue »,

1) 8 est-elle une apphication? Une bijection?

2y Déduire d¢ S une relation d’équivalence dans &; préciser son lien
verbal et donner des exemples de classes d'équivalence.

Oxdre dans D (classe de 4¢),

I. -~ Diéfinition.

« Soit la relation R définie dans 2 par @ R b <« (il existe un élément x
de Zrt tel que g = b -+ x).

Dt =lax 10jac &* ot ne ¥}

» Montrer que R est une relation d'ordre dans 2.

» Notation :

a B b se note g 5 b, On lit « g est supéricur ou égal & b » quels que soient
aetbhde BP:a>bwb<aab < an e lit«bestinféricur ou éeal 3 a ».

= Montrer que, quels que soicat e et S de D

axbeag—8ml

I§. — Compléter le tablean suivant :

a-+ ¢ & O

azh (@+ e}|d+¢ a— e} b—c
a b ¢ |a—b ou |gteibte] — o1 b—¢| — o
a<h G+oate< (b-—o)ac<

b+ b—e¢

16,54 (4,2 [a1,134
1123 13,7 | 608
12,008 1542 23
93,20911104 {1412
7 (2] 32

» Comparer les résultats des colonnes §, 9 et 13,

e B30 e
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+ Démonstrations.
~— Caleuler :
@+ )—@ 4+
{g—e)—(b—1)
— Compléter :
ambesg—b.. <>l@gtc)eibt+c)...sa+ec...04¢
mé€me travail poura —cetbh—ec.
» Conclusion
Quels que soient g, bet ¢ de B
arbesatc...wag—c...

« BEn déduire que, quels que soient a, b, o, d de D :
@a>»d e copd<atcnbtd

M. — Compléter le tablean amivant :

a}b!

a B P a—& e | or be ae-——bcdc;abc
ach : ac < be
58 43 11
43 (13 2,5
5T 1 E]
72 168 125
19 28 | 0,001

371 43,03 4
17 15,14 | 1000
49,273 7,i288 o . .

« Comparer Ies colonnes 5 et 5.
» Démonstrations :

—(a»k et ceH=fa—b... et e>»0)

fa—b et e =>{ag—=08c... car .,

a—be... _ >a-—bc... car ...

ac-be ... =gc ... b car ...
Démoentrer ;

—fa>b e <O ...

o 3] e
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« Conclusion,

Quels que sotent e, b, etede D
{a>bd et c2l) =
@=b et cgiht=>

IV, — Valemr absolue,

¢ Définition :
Cn appelie valenr absclue de a (ae D) le pins grand de denx nombres
a et [a] {oppost de a).
Notation }af.
Qust que soit ade D :
ge Pt = |a| =a
ae D™ = |a] = [a].

o Compléter :

x| yix—y bl Ii Iﬂ I l-:;—i x + x| @)@

A b s

Classer dans 1'ordee croissant les nombres des colonnes 6, 8, 9.
{(8) Classer dans Pordre croissant les nombres des colonnes 9 et 11.

Une approche de la géométxie (classe de 49),

|

10 Rz;ppel : BRx Roest l’enmbic des couples de nombres réels.
20 ) E est une partie de R x R

Bl heRx R/E_2T

— A3} -
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x pouvani prendre n'importe quelle valeur, compléter & Paide l'un des
signes :© &; ¢;
6 9...E ag; 2n ... E (3% 45 ... B

2 1 2
(168; 252) ... B (3,1)...5 (-5-,;!;)...]3,

Donner cing ééments de E (autres que cenx déja trouves).

5 F a5t une partie de R X R dont les éléments sont des couples du
type {ax ; 5x) o a et b sont fixés ot oh x est varinble (x peut prendre n'importe
quelle valear}.

Compléter, en justifiant chague réponse, & Paide de ¢ ou ¢.

A 0...F:  by{a; ... F; ¢ {a; 5. F

£) Trouver les dsux vateurs entidres les plus petites possibles de g 2t b
sachant qoe ¢ (12; 15) e F.

d) G est Pensemble des couples du type : 8y, 12p), ¥ variehle ; comparsr
G et B,

1
A —a)Dy, partie de R x R est Penssmble des couples du type
{x; 2x—3) X variable:
- Ponner cing &éments de D,
- Complter 1 {...; 5 Dy
(...; 01 en,
(3: ..3eD (... 19 eD,

(i’?“; .)e Dy @, ...)eD,_

(%; ,.‘) e,
by Dy est Pensernble des couples du type (u; w 4= 1) u variable:
— Donner cing éiéments de D,
— Cormpléter : {B; ..)eD,
' (47 .. ) eD,
(...: 07 eDy
4; ...3eD,

Existe-t-il 40 moins ua couple commun & D), &t D,?
B. — Déterminer cing éléments de chacune des parties de IR X R
définies ci-dessous 1 . ' _
D, : ensemble des couples du type (x, g) x variable.
D, : ensemble des couples du type (v, w— I), « vdriable.

s £33
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¢) On veut déterminer lintersection des parties D, ot D)y définics par :

Dy, : ensemble des couples (x, x — ).

Dy : ensemble des couples (y, 5 — )

8i Pintersection n'est pas vide, alors tout couple commun 3 D et D
vérifie obligatoirement x = y: ot x| = 5 — y,

Coqui améne & : x— 1 =5z

Résoudre Péquation x — I == 5— x &t trouver le senl couple appar-
tenant & Uindersection de I, et Dy,

Exorcices:
Déterminer Fintersection des parties d¢ R x R suivantes :
18 D, : ensemble des couples (x, x + 1) et D, ensemble des couples
(v, 3y —-4}.
2 D, (x, g) et D, ¢ {x, 6— x).

30 Dy :(x,§+l)et]}° ;(x,§+5). Remarque sur Dy D?
x

4D, fx, le—x)et D (§,x~—7).

3¢ DY :fx,6x + B) et Dy, & (x, Sx— 193,
60 Dy (8, 3x—Thet Dy, ! ({x, Ir+ g)
7o Dy t{x,x-Thet Dy : {2, x—T7)

On cherche & répondre aux mémes questions gse dans les excrcices
précédents pour les parties.
D (s, ax - 1) P orix, s+ £ a, o sont finds,

— Quelie gondition @ ot o doivent-ils vérifier pour que DAD &= g
(retrowver ¢e cas dans lgs exomples précédents)?
~ Quelle condition @ ¢t o doivent-ils vérifier pour que DA 1Y # o
{méme remarque)?
Qn considére les 2 parties de R %X R
Di(rax+b) D v, dx40b)

En choisissant les valeurs de «, b, 4, ¥, invenicr ;
a) Troiz exemples od Vintersection de DD et D' contient un seu! point,
b) Trois exempies ol Pintersection est vide.

¢} On choisit : & =¥, Donner trois exemples 4 votre choix, Les trois
intersections trouvées ont-clles un caractére commun? Lequel?
Justifier le résuitat en cherchdnt Iintersection de @

Di{x,ax+8 o D :(xdx+bH

— A —
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Compléter : a#+4a DAD =
a=da DD =...
D =...

Compléter alors ce tableau résumé des résultats précédents :
D os(x,ax -5
D' - (x, d'x -} b)

a#d a=dadetb#V a=detb=VF
intersection
contient....... DAD = .. DAD =...

Une partic D — (x, ax - ) contient les points (3; 4) et (5; 8) :
On veut calculer a et b.

Indication : Dx= 3 =>ax 3 +b= 4
BDx=...=ax...+b=._._.

Existe-t-1! plusieurs valeurs possibles pour a et b7
Méme question pour D’ {x, ax 1+ &) contenant les points (0; 1) et {2; 2).

D" (x, ax -+ b} contenant les points (0; 3) et (6; O).

Exercices: Déterminer D : (x, ax + b) dans Jes cas suivants :

10 ©0; )e D et 3; 2)e D
%0 d;0)e D e (3;1)eD
3 d; e (D et 2; e D
4o B3;Ne® e (5:3eD

— Existe-t-il plusieurs possibilités dans chacun de ces quatre cas?
— Imaginer d’autres exemples (au moing 4),
— Combien trouvez-vous de possibilités & chaque fois?

Conclusion : Une partie D - (x, ax - b) est parfaitement connue si
on connait deux de ses éléments.

Autre énoncé : Il existe une seule partie D (x, ax 1 ) contenant deux
« points » donnés. :
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A Montpellier

L'équipe de Mompellier trouve les programmes trop longs. Elfe développe
son argumentation dans un premier rapport, Elle compléte celui-cl par des
remarques sur le programme de géoméirie.

L’ineertitude sur les programmes est & Poriging des iitonnements qui
caractéristrent le début de I'expérience dans nos classes de (Juatritéme,

Aprés avoir travaillé trois semaines sar le projet de programme datant
de juin 1970, nous avons poursuivi Mexpérience d°aprés le projet mis au point
en octebre de ta méme aonée ef finalement, Pesprit da dernier projet (février
1971) en ¢2 qui concerne fa péoméirie n’zst plus tout A faif celui de 'avant-
dernier projet qui a guidé notre expérience,

Toutes ces bésitations font que nous ne sommes pas certains de pouvoir,
d’ici la fin de I'année scolaire, tester dans sa totalité Je programme de
Quatridme. Mais, par contre, nous avons abordé dans nos classes cerfaing
points qui ont disparu du dit programme. -

Contepu de l’expériencé et progression.
A) Arvithmétigue, Algebre,

I2 Arithmétique dans & : gquatre semaines, horaire complet (4 I par
sepaine).

28 Les décimaux : trois semaines, horaire complet.

3¢ 1es céels ; depuis In mi-novembhre, nous travaillons A raison de 3 heures
par semaine sur fes réels.

Au cours du troisidme trimestre, il nous restera 4 Studier :

— puissances d’un réel mon nul,

— notion de groupe,

— fonctions polynémes.

B} Géométvie.

Nous avons comaeencd i &tudier la péométrie A In nﬁnnovembre & raison
de deux heures par semaine.

Au cours du troisitme tnmcstre, i restgra eecore & Mudice, pour k
groupe fe& plus avancé @

w Symétrie centrals,

-~ paraiiélogrammes,

— équipoilence de bipoints; vecteurs;

-— tramslations et addition des vecteuss;

— multiplicatior d'un vecteur par un réel;

—~- repéres du plan; coordonndes cartdsiennes.
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Réussites ot difficultés,
A) Arithmevigue dans Z,

Manque d'enthooziasme et <*intérét des éibves pour des questions déa
abordées dans W, en Cinguidme.

B) Décimaux et réels.

Brune fagon générale, fes décimaux et les réels ont beaucoup plu aux
£ldves, si ce n'est que parfois ks calcnls sont un pew longs donce fastidieux et
Pusage des machines ds bureaux dans cette &tude s ¢rouve zlors pleinement
justifié.

Dans Pensemble, fes décimanx peuvent figarer au palmards des rdussites
ef les réels ont £t asser facilexnent assimilés,

Notons cependant les difficultés pour certains éleves :

— §& recopnaifre dans €, 000, . .01 Uinverse de 10%;

n chiffres

- & admettre, au cours de I'introduction des réely, gque Pintersection
des segments emboltés se véduit 3 un singleton;

— & comprendre fa double représentation de certains réels tels gque
1,49%...%. .., alias 1,500...0...;

-— 2 surmonter les nombreux obstacles auxguels ils se sont heurtés
dans 1'étude de Pinverse d'un réel non nol. [IE est vrai que les doux derniers
projets de programme demandent d'admetire gus tout réel non nyl 3 wn
inverse. 5i en régle générale, nous n’zimons pas beavcoup admetire des résul-
tats ce qui choque souvent les jeunes éléves, nous pensons  gue dans ce cas
patticulier, la prise de position du programme est justifide];

-~ & ne pas s’affoler en vovant réapparaitre avec les quotients le fantome
des fractions mal digérées & I'école primaire.

C) Géométrie. .

Lintroduction de la géométrie au nivean de Quairiéme pose plus de
problémes que celle des réels. Les difficultés sont de deux ordres

1" Faire sentir aux &léves les distinctions entre constatations, axiomes
et démonstrations.

2¢ Faire comprendre les débpts de 3a gdométrie affine, programme
ambitieux avec des &éves de cet fge.

Signalons les poinis gui nous ont paru les plus délicats

— le plan & guatre &léments, qui heureusement disparait dans le dernier

projet de programme;
— les premidres démonstrations de théordmes relatifs au paz’allﬁhsme,

faisant appel au raisonnement par 'sbsurde;
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— les projections qui, sans &tre trés difficiles, néoessitent de nombreuses
manipulations;

— la définition indigesie de la droite affine réelle;

. = Ia mesure algébrique d’un bipoint par rappert 4 une projecticn du
répére de son support sur une paralldle 2 ce support:

— la teaduction d’une formule lorsque sont modifids les noms des lettres
qui ¥ figurent, quelle que soit Ia signification de ces lettres (points, cons-
tantes...). Notons 4 ce sujet une erreur pédagogique qui est A Porigine de
quelgues-unes de nos diffieultés. Trés souvent, nous avons désigat le repére
choisi sur une droite affine réelle par (0, I} cest-a-~dire quau point O nous
avons assacié le réel 0, Les $ldves ont alors 644 un pen perdes lorsgu’il a Faliu
faire intervemiy des repéres tels que (A, B), (B, C)..

Parmi les réussites, signalops :

- la relation de Chasles gue nous avons velontairement abordée sans
aucune représentation matériclle;

-— la netion de barycentre de deux points, [Par contre, fes justfications
de Ia construction de barycentres sont assex délicates];

~— Taxiome de Thalds {énoncé proposé dans Pavant-demisr projet de
programme) et la définition du plan affine,

Remarque

I! nous a semblé artificiel d’introduire 1z droite affine sans parler des
applications affines donc en premier licu des applications lindaires.

Ces applications linaires ont révéié la nécessité de donner des contre-
excmples variés. Pour les &idves, il semble tont & fait naturel que ;

Jx + &) = f{x) + f(x)
FOx) = M),

Méthodes de fravail,
. *

Comme en Sixiéme ef CingQuitme, les éléves travaillent sur jes fiches
mises au point par les différents groupes des expérimentaieurs. Ces fiches
sonf congnes ef utilisées de fagon différentes par las maitres mais également
A Pintérieur d'une méme classe suivant ia lecon proposée.

— Pistribution avec cu sans commentaires de Ia fiche aux éldves tra-
vaitlant individuellement ou en growupes.

— Lecture commentée de Ia fiche remplie en commun,

- Explivation préalable de Iz lecon puis distribution das fiches qui
reprennent Jes points les plus importants de cefte legon, fiches que les dléves
doivent alors compléter soit en classe, soit & la maison.

- Dizng la méme optique, distribution aprés le cours d'un résumé rap-
pelant démonstration ef résultats essenticls, log éléves n"ayant rien & compléter,

e 43B



Bulletin de TAPMEP n°279 - Mai/Juin 1971

Coonclision.

En conclusion, arithmétique et algébre dans Jewr emsemble, sont assez
facilement assimilables, Bien que plus ardue, Ia géométrie aussi peut dive
comprise par des éléves de Quatridme et constituer une Bonne base de travail,
moyenaant certainies conditions.

— Exiger des élves la conmaissence parfaite des axiomes, définitions
¢f principaux théordmes renconteds.

— Alléger le confenu du programme,

* Le professenr doit disposer du femps nécessaire :

— pour faire faire de nombreuses manipulations préparant au choix
des axiomes,

— pour revenit souvent sur des notions délicates,

— pour ¢nscigner aux éléves comment on déduit,

— pour leur apprendre & rédiger correctement,

— pour jes cntrainer au cakcul algébrique et au caleul mental.

* Les éléves deivent disposer du temps nécessaire :

— pour étudicr leurs legons,

~= pour avoir e temps d'assimiler une notios avant d’en sborder uneanire,

-— pour ne pas perdre I"habifude de réfléchir of se contenter d"smmagasiner.

Les programmes officiels veulent ignorer que @

— dans de nombrenx établissements, e mois de juin est sérievsement
amputé par différents examens,

— fes Conseillers pédagogiques doivent confier leurs classes 3 de jeunes
professeurs stagiaires, ce qui raleotit le rythme de la classe,

- les effectifs trop importants de Ia plupart des classes sont une cause
de ralentissement.

It nous parait égalemnent trds important de rappeler que lo travail sxigé
dun éve de Quatridme est suns conumune mesurs avec o qui lui a été
demandé en Sixiéme et Clnguitme. Clest & ce niveau que jes éidves oplent
pour une deuxiéme langue vivante et qu™un certain nombre étudicen plus lelatin,

A un Ege ob souvent les enfants soot faligués par la croissance et Ia
formation, le professcur de mathématiques va, hui aussi, exiger plus de devoirs
& la maison, un effort d’abstraction considérable en classe, des legons plus
substanticlles.

Allepements proposés

Pour ne pas détrmire 'homogénéité du progeamme, en plus de la sup-
pression de 'arithmétique dans Z, nous proposens :

— de reporter en Froisiéme lgs exgmples de fonctions pelyndmes et le
caleul sur les polyndmes,

— de supprimer les exercices sur les baryeentres de deux. poinis, pro-
jections de baryoenires, construction de barycentres,

— 43—



Bulletin de TAPMEP n°279 - Mai/Juin 1971

Quelques remarques sur la géométrie en 4e.

. Aguapno,

Professeur ou Lycée du Mas-de-Tesse,
Montpellier.

Introduction.

Il a semblé 3 Péquipe des expérimentateurs de Montpellier que le point
essentiel de la classe de Quatriéme en géométrie est de bien faire sentir qu’il
'y 4 aucun point comun entre des constatations faites sur des « figures »
et des déductions.

Nous avons donc cherché & montrer aux éléves que Ies constatations
faites sur des figures permetient de choisir un ceriain nombre de réglesdu
jeu, appelées en mathématiques axiomes, 3 partir desquelles ils pourront faire
des déductions. Autrement dit, nous avons fait valoir que, le choix des axiomes
$#tant arréid, ils ne peuvent plus constater.

Bicn entendu, il nous semble qu'en Quatridme, il ne peut ére question
dYinterdire de faire des dessing, Cependant, ces dessins permettent de choisir
un itinéraire parmi plusicuss possibilités, pour déduire & partir des axiomes.

Nous pensons que si, au dépari de I'apprentissage de la géométrie, les
distinctions entre :

— constatations,
- choix des axiomes,
— déductions,

sont nettement dégagbes, alors il 'y aora plus de comfusion dans Pesprit
des éléves.

Ces considérations ont fai que nouns nous sommes interdit de metire
dang une méme fiche des parties « coasiatations » et des parties « déductions ».
Pour chague question, noos nous sommes efforcé d°établir trois types de fiches.

1o Une fiche de constatations, comportant &ventuellement des cons-
tructions géométriques, ¢'est-fi-dire tout ce qui se rapproche du dessin, de
ce que nous avons appelé peut-&tre improprement des obiets matériels.

20 Une fiche d’axiomes, montrant le choix des régles adoptées dans la
théorie mathématique du cours.

3¢ Des fches de déductions, c'est-d-dire de démonstrations faites 3
pariir de ces axiomes, ou & partir d'axiomes, définitiens et théordmes acqguis
antérieurement.

Voict par exemple, st de fagon schématique, comment acus avens abordé
Paxiome de Thalds dans nos classes expérimentales,
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Fiche n —1

Projection d’une droite sor une dreite.
I* Roppels. .

Dans e paragraphe, nous avons extrait d’une fiche précédemment étudiée,
quelques rappels relatifs & ia projection.

2 Tracds de parnlléles,

g} Construciion clascique & partie de la régle et de Pégusrre.

Ce sont de simples manipulations & partir d'une « recette », le bagage
mathématique des éllves pe leur permettant pas d’en comprendre Je
déroulement.

b Construction de paralléles « &quidistantes » avec intervention d'ua
nouvel outil le compas pour graduer ung droite.

.i”Abmsedekaoud’mm

On fmt tracer aux éléves deux droites guelconques D ot [V, paraildles
ou non, du plan matériel et une troisitme droite &, non paralléle 3 D ¢t non
paralléle & DY,

=
°-
AT,

nl-w-nwa-mn
P Y S

Y s -
o ————

W e e
-2 g

whe- -

At o waa

t
!
1
1
3
1]
E
3
L
I
1
i
i
¥

A P'aide d'un compas, D est alors munic d'une graduation que 'on pro-
jette ensuite sur D’ paraliélement & 4. {Nous entendons, bien sir, par gradua-
tion une graduation « dquidistante ».)

On fait deux constatations .

a) A laide d’un compas, ou vérific qur : {a, &, ¢, ..., a. ¥, &, ...}
est une gradugtion de D'.

b} 8i sur D on cholsit un repére ot si sur D' on choisit comme vepére
la projection du précddent, un point de D &t sa projection sur DY ont méme
abscisse. (A aide du schémn, noes avons couadété de nombreux exemples
dans différents repéres.)
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| Fiche n

Axiome de Thalds.

Cela g'avérant nécessaire, nous décidons d'ajoutsr une nouvelle rigle
du jen aux dewx régles qui ont été précédemment admises (axiomes d'inci-
dence) of cette nouvelle rigle du jeu porte le nom d'axiome de Thalds que
nous avons époncd ainsi :

d ttant une droite non parsilEle & deux droites gquelcongues 1D st 1D,
st 'on projette paraliélement & 4, la droite D munie d™an repére (A, B) swr
fa droite D' munie du repére (A’, B} projection de {A, B), alors toet point M
de D et sa projection M’ sur D’ ont m8me abscisse.

On pent en dédunire ensuite la définitivn du plan mathématique donné
gn annexs du dernier projet ds programme.

Remargue.

Nous avons fait cette legon conformément zu p% projet de programme
qui suggérait la présentation de Paxiome de Thalés sous cette forme d’aiflours
aisément assimilable par les éléves. Depuis, e (p -+ 1)#=® projet proposs
de présenter cet axiome s0Us wne nouvelle forme.

On peut d’ailleurs passer fagilement de la premidre forme 3 la geconde.

Les, éldves savent que sur une droite D7

MR o,y = kR 4 BYECk & IRE,

De 1z premidre forme de Paxiome de Thalés, on déduit :

T o, py = MN g, 5 (M, N, A, B appattenant 2 ane deoite D).

En définitive

MR o, 4= k. MN ,, 5, qui est la seconde traduction de Paxiome de
Thalts ot qui deviendrait ainsi un théoréme.

Fiche n-+ 1

Applications de Paxiome de Thalds,
(Nous ne développerons ici que la premigre application).

I Projection de barycentres,
(La notion de barycentre ost déjd connus des éldves).

. p désigne la projection d'une droite D sur une droite D paralléiement
& une droite 4 (4 non paralitle 2 1) ¢t pon paralldle & D7),

— 44D
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I st munie d'un repére {g, £} et on choisit comme repére de D' la pro-
jection (&', ¥} de {a, 5). A, B, M sont trois points de D se projetant sur D’
tespectivement e A', B, M’ _

On suppose que M est le barycentre des deux points A et B affectss
respectiverient des coefficients @ et B. Les éléves savent alors tradwire cetie
hypothése par la relation «. MA ., 4 + B.MB , ;= 0.

On se propose de démontrer que M’ ¢st I¢ barycentre des points A’
ot B affectds des coefficients « et B, Griice A I'axiome de Thalés, les éléves,
guidés par ia fiche, établissent que :

&.m {x, &) ‘*}* ﬁ.ﬁnﬁ(ﬂa. 3 e Q-M(K (#r, k) + g.M’B &, b}

¢t par conséquent que :
) a. M'A" 0y + B.MF (4, 4, =0
puisque
a.MA (+. ¥} + B-MB («, 5 = 0

On fait ensuite remarquer anx éléves que sen! Je souct d'une démons-
tration simnple utilisant Paxiome de Thalts sous sa premitre forme a présidé
au choix du repdre de I mais qu’en fait, la conclusion serait la méme quel que
soit le repire de D' puisqu’ils savent qu’un changement de repére ne modifie
pas le barycentre de deux points affectés de coefficients donnés.

Biers enfendu, avant de poursuivre, on passe 3 la mise en forme du
théoréme résultant de la démonstration précédente.

La projection du milien d’un bipeint apparalt comme un cas particulier
de ls projection de barycenive,

3¢ Application de Paxiome de Thalés sa triangle ¢t ra résiprogas.

3° Conxtenction de barycemtves de dewx poiats,

L axiome de Thalés permet de faire découvrir aux ékves une constrction
du barycentre de deux points affectés de coefficients donnés, construction
qui nest pas une simple receite de §a construction des paralléles « équidistantesy

Information 3

Dates de paration ¢t « THEMES » des prochains bulleting
~w Septemnbre 1971 : Aprés les journées de Toulouse.
w Décembre 1971 : Sur Penscignement éiémentaire.
w- Févrict 1972 : « Interdiscipline ».
- A¥El 1972 : Los journdes de FAP.M. {Cacn, 11-12-13 mai).
- Jyin 1972 : Bulletin spéeial sur les classes de Troisidme.
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A Lyon

Trols dguipes lyonnaises mous ont fait parvenir un rappori.

L'un &eux inviste sur la modification pédagegique (groupes de niveaux)
avami gccompagné Fexpérimentation; le troisiéme complite Tarticle sur
la géomérrie (¢f. p. 350} rédigé par PLRE.M. de Lyon.

Expérimentation en 4¢,
Mme  MOREL,
Lycéde Saint-Just, Lyom-5%,

Depuis deux ans, nous poursuivons, en Quatridme, une expérience d'en-
seiginement des mathématiques modernes. L'an dersier, le programme de la
Commission Lichnerowicz ayant été connu trop tard, nous avons expérimenté
le programme d'algébre. Le programme de géoméirie a été vu au début de
cebte année, lon Eldves flunt alors en Troisidme. Cette annde, nous avons pris
comme base les nouvesux programames: nous utilisons les fiches Galion.

Depuis 1a reatrée 1965, plusizurs changements sont intspvenus par sap-
port & 'enstignement traditionnel de nofre iycée :

- 1I s'agit de nouveaux programmes faisant suiie & un enseignement
regt en Sixidme et en Cinguitme, )

— Nous avons utilisé de nouvelles méthodes en introdnisant en Quatriéme
Ienscignement par fiches.

— Conjointsrment, nous avons mis eén place une nouvelle répartition
des éleves on expérimentant un enseignement par niveanx.

Yoici donc quelques remarques concernant nos activités, mos réussites,
nos échees, nos espoirs.

Nous nous réjounissons d'avoir obtenu, en Guatritéme, des programmes
modemnes trés formateurs of correspendant 2 Y'orientation de notre enseigne-
ment scientifique & partir du second cycle. Cependant, ce programme ost frop
vaste. Motre systdme d'enseignement par nivesux nods permet d’en avoir
nettement conscience. Mos éléves sont réparties en dix niveaux de 24 €léves;
les trois niveaux las plus faibles disposent d'une hewre supplémentaire, c'est-i-
dire de cing heures hebdomadaires au lieu de quatre. Dansg les niveanx faibles,
nons nous heurtons aux limites d’assimilation de certains éléves, A s lenteor
de beaucoup d’autres; nous pouvons afficmer avec foree gee soss Jeur deman-
dans trop. Aun 1= avril, iis sont € essouffiés » alors que nous commencons
Pérude des rdels et que ja géométrie n’a pas été abordée; or, compte-tenu da
calendrier des examens et des vacances, il roste deux mois de travail, I est
faciie 4 wn professenr d’une classe hétérogdne de se déclarer satisfait lorsgue
quelques bons éléments réagissent trds bien &t donnent ilfusion que Ie pro-
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gramme « pasge bien » Dans Fenseignement traditionnel, beaucoup irop
d"éldves restaient fermés svx mathématiques. Nous avons certainement obienu
une plus large avdience. Cependant, en gardant des programmes trop ambi-
tieux, compte tenw du temps dont nous disposons, nous abandonmons ou
décourageons encore av moing 20 p. 100 des didves. Faut-il considérer que
ce « déchet » est normal dans le premier cycle ou bien devons-nous exiger
des programmes minimumns qui pourraient étre assimilés par les éléves moins
favorisés et qui laisseraient aux autres toutes possibilités de dépassement?

La métkode d’enscignement par fiches, permetiant 4 chaque éléve de
progresser 4 son rythme, est utilisée avec une certaine souplesse, En général,
nos éléves travaiilent par groupes de deux ou frois, rarament individueliement.

11 nows semble indispensable gue le professear prenne toute sa classe
en main régufidrement et ceci surtoni dans jes niveaux faibles, d'une part
pour insister sur les résulfats essentiels, d’autre part pour introduire des notions
difficifes enfin pour corriger des exercices mal compris. La démonstration
gonstitue une grosse difficulté pour la classe de Quatridme; la plupart des
éeves ne la surmontent pas seuls. Btant donné qu'il est matérisllement impos-
sible au professeur de donner suffisamment de conseils & chaque édve en
particulier, if faut revenir, 3 c¢ moment, av cours magistral. Mais, dés lors,
fes €léves, habituées 4 la réflexion e ap travail persomnel, participent plus
activement gu'autrefoiz au travail réalisé en commun,

Parfois, nous prencns la parole av début d’une fiche, par exemple, pour
définir un vecteur, enswite, nous donnons aux éléves les exercices proposés,
Quelquelois il est utile de faire une synthése & la fin d'un chapitre, par exemple,
aprés fes encadrements de réels, pour mettre én évidence les méthodes utilisées
et le vocabulaire 3 retenir.

Afin de rendre possible le travail collectif, nous &vitons les grands déca-
lages entre les &idves; ceci est relativement facile dans des groupes homogines;
il est tout de mdme nécessaire de fournir aux éléves plus rapides quelques
exercices suppiémentaires ou hisn de¢ donner nux plus lents des fiches 3 terminer
chez eux.

I faut demander de terups en temps un cffert de mémoire ot donner
gusiquss résultats 3 apprendre, Nous sstimons, par cxemple, qu'aprds avoir
manipulé des relations, des groupes, en Sixieme 8t Cinguitme, les éléves
doivent copnsitre, en Quatridme, fa définition d’une relation d’éguivalence
ou d'un groupe; ceci les oblige & formuler clairement ce qu’ils scotent de
fagan plus ow moins implieite, Nous deanons goelgoes devoirs A la maison
mais, surtout, des fiches A terminer,

Le contrdle des résuliats s'exerce, dc fagon permanente, en dialogyant
avec chaque éléve ou avee la classe et, de fagon plas nette, an cours des inter-
rogations écrites donmées, eaviron, chaque quinzaine. Ce travail personnel
régulier est pour nous le meilleur moyen de tester les progrés réalisés.

Malgré quelgues difficultés, nous avons obtenu des résultats trés encou-

rageants.
— 445 -



Bulletin de TAPMEP n°279 - Mai/Juin 1971

H faut, bien sfir, copsidérer comme an échec le fait de ne pas terminer
e programume; ceck laisse les £ldves insatiefaits et, parfois, décourapés. Test
coftain Que nous sactifierons encore une partie de la géométrie.

{1 faut constater aussi que nos &ives utilisent maji la déduction logigue;
wite difficulté est, semble-t4l, assez normale A Jeur &ge.

Lors du travail sur fiches, i} arrive que quelgues éléves passent rapidement
sur les commentaires pour ne faire que Ies exercices, ou bien s'intéressent pew
3 des exercices dont Is marche n'est pas entiéremsat trace. Ces inconvénients
peovent tre particlement évités par lintervention du professeur.

Nos éfléves font réguliérement des exercices de calcul avec ou sans
machines; peut-Etrg sont-is un pen moins rapides gitantrefois, mais ifs sont,
sans sucun domte, plus conscents, On rencontre moins Jles grosses errewrs
faites par Ies éldves qui appliquaient simplement wa mécanisme,

Les éléves de Quatriéme ont, dans Pensemble, assimilé les notions d’appli-
cation, de loi de composition, les calculs dans epsemble des décimanx. Ils
résolvent correctement ies équations du premier degré.

Parmi les points essentiels frés positifs, nous sigealons le changement
d’attitude de 1'8léve face au conrs de mathématigue; ceci &tait déja constaté
en Sixidme et Cinguiéme. Le cours est plus agréable, passionnant pour certains,

Les éiéves nacoeptent que oe qu'ils comprennent ; ils sont plus exigeants
dans lcars demandes d'explication, Les contacts éléves-professenrs sont
plus profonds; des découragements sont évités. Le travail sur fiches semble
étre un facicur {avorisant le travail en &quipes dans une ambisnce de Hberié.

Le professeur doif accepter ks discussions, les déplacements et aussi va
niveau sonore un pen élevé, Il en résulte pour ui une plos grande fatigne
qu'autrefois particuliérement s'il enseigne dans un niveaun faible.

La méthode d’ensgignement par niveaux comporie « quelques » incon-
vénients surtout ar point de vue psychologique {difficulté des changemenis
de proupes, hantise de « descendre » pour certains) mais, pour nous, elle
présente surtout des avantages : les faibles ne sont plus éorasds par les forts,
ils peuvent s'exprimer sans complexes; ils disposent d’une heure suppiémen-
taire; les forts avancent sans s'ennuyer. Lo maitre peuat davantage individua-
liser son emseignement, maindenir I"émulation ¢qui D'existait que powr ies
tBtes de classe.

L cxpérimentation des nouveaux programmes a dong servi de prétexte
4 me profonde rénovation pédagogique, établissant des rapports psycho-
iogiques {ructuctx entre &l&ves et maitres — et méme, ce dernjer aspest n'étant
pas le moins importani, au sein de Péquipe d'enseignunts.
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Expéricace de mathématigne au niveau des d4e.

Mme BUCHWALTER, M. LAUVERGNAT,
Lycée Jeam-Peorrin, Lyom¥e,

Cette annde 1970-1971, 175 &leves de Quatriéme, répartis en & classes,
participent & Pexpéricnce de Mathématique, Les &léves oat quatre heures de
mathématique par semaine. )

Ces quelques notes risquent de n’étre pas trds intéressantes dans la mesuse
o le programme expérimenté cette annde comporte d’assez grandes diffé-
rences avee colui officiellement adopif pour la prochaize rentrée.

La répartition cette annde a &té A peu pris la suivante ;

— Premier trimestre ; ensemble et logique, lois de composition.

— Deuxidme trimestre ; groupes, snsemble des décimaux.

— Troisitme trimestre : Pensemble des réels, débuts de la ghométrie.

Les éldves utilisent les fiches Galion 74¢); ils sont habitifs au travaill
sur fiches depuis ia classe de Bixitme, Les avamiapes de la méthode. se sont
confirmés tout au long de ces trois anndes. principalement sor les deux points
suivants

D Travail individualisé permettant & un &eve Ient de ne pas se sentic
perdu, de pouveir travailler 3 son  rythme et dans bien des cas 4’&viter le
découragement,

(B Fravail par équipes. Les éléves travaillent souvent, sans que < soit
obligatoire, par groupe de 2 ou 3. Os s"appericat mutuellement une aide
qui v'est révéide &tre trés efficace. Jis apprennent & expliquer aux autres, done
A préziser Teur propre pensbe,

Lime difficuité toutefois : il est malaisé de faire des synthéses pour Pen-
semble de Ia classe, les éltves ayant des doarts de fiches imporiants les uns
par rappert aux auntres; utilisation de fiches supplémentaires ne permet
pas toujours de combler co retard.

Nous pouvons toutefois afficmer, aprés trofs ans d’expériences, qus la
méthade utilisée est un suceés:

-— &¢ves heureux de travailler ot prenant lour travail au sérieux;

— pourcentage trés faible, parmi les six classes, d'élives en difficulté.

A remarquer que Je programme de Quarriéme gue nous arons expérimentd
nous paraft beancoup trop lowrd : la pfométric pratiqguement ne pourra
gudre étrc abordde cette annde. Par contre, nous regrettons bien vivement
quaient disparn totalement du programme définitif les notions de logigue,
Lzs fiches correspondantes gue nous avons expérimentécs onf intéressé Ies
éldves et clles ont &€ assez bien assimilées. Elles gompiétaient utilement les
fiches relatfves au langage des ensembies et préparaient utilement I'avenir,..
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Expérimentation d’mn nouvean programme de 4.
Equipe du Lycée dmpére (Lyon).

Le nouvean progeamme de Quatridme-Troisidme est connu depuis peu.
Notre propos n'est pas ici de critiquer tel ou tel aspect de ce programme qui
peut &re considérablement amélioré. D ailleurs, tout programme est maavais!

Nous voulons simplement apporter le¢ témoignage de ce gni a &¢ fait,
dans jes classes expérimentsles de Lyon, ou phatdt parler plus précisément
de guelques points particuliers éclairés par le travail de plus d'une annde.

Lorsque noug avons 461, en Quattiéme, poursuivre notre expérimentation
commencde en nctobre 67 en Sixidtne, # &'y avai? pas de progroamme de
Quatrieme & expérimenter. Tout juste un texte sur lequel Paccord &tait trés
loin d'étre réalisé; guelques bonnes idées pour l'étude des nombres, appelée
couramment glgtbre; une proposition pour la géométre. En gros, ia partie
dite « algébrique » est celle qui est devenue officielle dans le nouvero pro-
gramme de Qualritme : cest ¢2 qui fut expériments,

La partie @ géomdtrique » a subi de nombreuses fluctuations, Nouns
avons tenté, en Quatribme, d'introduire ces notions géométriques 3 partir
4’ « axiomes » da miliew. Puis, nous avons abandonné cotte voie pour essayer
de batir autre chose 2 partir des idées contenuves dans lo programme
actued. '

En fait, nous avons passé beaucoup de temps sur Papproche des réels,
si bien gue ¢'est en début de Troisibme expérimentale gue nous avons vraiment
traité la partic gdoméirique, en tentant d’arriver le plus dconomiquement
possible au plan vectoriel.

1t faut dire gque, st les progranunes rénovés de Sixiéme et Cinguitme
ne posent plus heaucoup de problimes dans notre enseignement, 1l n'en va
pas de méme pour celui de Quatridme,

D'abord sa longuenr, enswite sa deasuté.

8i Fon veut tirer le bénéfice d'une notion telle que wlle de « groupe »,
it faut bien d'abord parlcr des lois de composition sur des exemples simples,
de leurs propriétés, ce qui est assez long,

11 faut ensuite « approcher les réels »,

La question, du seul peint de vue intuitif, ne présente pas trop de diffl-
cultés conirairement i ce goe Pon aurait pu croire, Mais la recherche d'enca-
drements par des décimaux est teds longue, car clic doit £tre faite sur des
exemples nombreux et vands.

11 reste ensuite & mettre en forme certaines régles opératoires dams R,
et étudier les applications-polyndmes,

Si fom a le sowd de ne pas trop escamofer les problémes, si Fon veut
&viter trop de dogmatisme, tout cela prend beancoup de temps.

Quant A Ia géométrie (dont la plus grande partie ne peut &tre abordée
avant 'dtude de R), en dépit d'une « étude économique », on ne pent tout
de méme pas la traiter en quelques semaines. Nows devony done meitre les
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colldgues en garde davantage contre cette longueuwr, que contre les difficultés
rencontries.

Thn travail assez lent, individualisé, avec fiches de travail ou autres docu-
ments, est trds bien adapté aux classes de Sixidme ot Cingeitme, Indiscutabie-
ment, on devra essayer d'aller plus vite en Quatridme.

Les documents de travail doivent Stre utilisés en géndral de fagon nouvelle
dans cette classe. Sans abandomner Findividoalisation, la recherche per-
sonnelie, le travail en groupe, #f faudra sans douts faire plias souvent un travail
collectif plus rapide,

On pourra faiee préparer certaines fiches A in maison, ou en devoirs,

Voici maintenant quelgues poiats de détail.

@ Les lois de composition.

Les dléves de Sixidme et Cinguidme, habitués aux concepis de « relations »,
« agplications », « graphes » n’ont pas de difficultd pour aborder les lois de
composition sur des ensembles finis,
Une loi de compogition dans E sera wune application de E X E vers E.
Le gualificatif « inserne » sembie inutile si Pon utilise cette définition :
x, yjrsxy
Exemples :

2. o

OETY 7 Lx 2

& ost une Toj de compotition dans L; £ n'est pes wne loi de composition{c'est une opdrazios dams L}

Autres exempiles de lois de composition :
Laddidon dans W, dans F, dang D,

La multiplication dans W, dans &, dans B.

r, U, A dans € (E).

Composition des bijections dans B (ensemble fini),

Contre-exemple :

Soustraction dans IV,
On insiste beancoup sur la doble de Pyrhagore, instrument précieux pour
Pétude des lois de composition ser un ensembie. fad.

N | J—
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Exercice:
Voici trois tables :
2¢ contposant 22 composant 2e composant
| a b]c Llaetd|ec via|b|e
g — = g
g;abbc a c|d Sinjale|b
R I 1 e T
g‘baaa gbac;a gl bibla
JPUWy NSRS, PN N JRRNOURIE JNUN QVRUSIN p— D ef e fom—
gggcb | b é"ccb}a é’#c_c‘aa

Lesquelles sont tables de Pythagore d’une loi de composition dans {a, &, ¢}?
Ti est intéressant de parler assez tof de carré lazin, table pour laguelle chaque
&lément de E figure une fols et une seule sur chaque ligne ot chagque colonne.

1l est absolument indispensable de présenter de multiples exemples, avec
des notations diverses, de faire exéoiter des calouls nombreux sur ecs exemples,
en ingsistant sur le role des paresthéses, gui est loin d’&tre évident pour un
enfant qui quitie Ia Cinguisme.

L'étude des propridétés sera grandement facilitde par ces nombreux calouls;
par exemple ceux dans lesguels on effectue (@ T ¥ Te et aT (B T ¢) ¢n irouvant
des résultats différents.

La commutativité et Pexistence tu newire ne posent pas de grands pro-
blimes, Il n'en est pas de méme pour Vasvociativité et 1z disiributivité d'une
loi de composition sur une auire; en effet, pour ces propriétés, la table n'est
plus guére utilisable!

B faut « tout vérifier » ot « faire une démonstration »,

Alors, pour &viter des calculs Jongs et fastidieux, on « admettra » souvent
Pagsociativits, si ke professeur sait, Ix, que 1a loi de composition est asso-
ciative. Et puis, on présentera des contre-exemples.

La notion d’éldments syméirigues ne pose pas trop de probidmes. On
pourra faire étudier, dans E, Ia relation.

¢ ... €5t dlfmem syméirigue de... » pour une loi de composition donnde,
et constater que cette relation est « symétrique » (). e gque dans certains cas
c'est une hijection}

Exemple. Loi s sur {a, b, ¢, d}.

Le neutre est b. seconsd composant
| e
premier * l a b € g
composant l a 1 B P b B
b a b f (4 d
¢ b e | & a
" Py d ) d [ i a
Rewtlon .., ast oymirique ... S, S S S S—
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Nous avons es quelques mésaventores de vocabulaire :

« spmétrie » de la table pour la commmutativitd,

« symétrie » en tant que propriété d'une relation.

« diéments symétrigues »,

C'est 1a raison powr laguelle certaing proposent « &lément newtralisant
de x » pour « éEment symétriqus de x »n... A usage, ce vorabulaire est hien
accepté par les enfants.

Nous avons aussi insisté sur « absorbani » pour une loi de composition,

Exemple :

¢ o5t absorbant pour Ia multiplication dans IV, dans 2.

E est absorbant pour la loi de composition v dans % ete.

Ce terme imagé est simple, commode et bien compris.

Omn arrive ainsi tout doucement aux growpes. Il n'est pas question d'en
faire une théorie, mais on y vient tout naturcllement; loin d'étre une compii-

cation inutile, cette synthése est {rés bien comprise, ¢t bien utilisée par la soite. .

H faudra bien sir illustrer ceconcept d'exemples et conire-exemples nombreux,
Et suriout s’en servir systématiguement pour résoudre des éguations.

Exemples :

ax == § dans (R®, Xk

@ %= 7 dans (U, @), groupe addiiil’ des vectenrs péométriques.
120t =fes dans le groupe des translations €5, o).

Z: Un pea de logiyue.

Cette rubrique ne figure pas au programme. H est pourtant difficile de se
passer de guelques notions rds simples pour bien comprendre cegfaines gues-
tions : propriétés de lois de composition, éqnations, raiscanement déductif, eic.

Nous avons traité, timidement et sans doute {rop vite (oar il faut traiter le
restel...) les questions spivantes :

— Roule & énomeds {en évitant « prédicat »).

— Connecratrs ¥, M, "l

— Partiz de E associde & un moule. Us&ge de cartes perforées.
— Rehation « .., entraine... » entte... moules. (Notation ).

- Eguivalence k;gfque.

Aprés bien (!) des discussions, nous n’avons pas voulu, pas pu, pas 0sé,
{comms vous voudrez) parler de quantificatenrs, ni du conneetent = . Y aucus
le regrettent, d'autres le déplorent; guelques-uns pensent que Pon aurait
pu faire ’économic de cetie « logique » En fait Texpérience montre que
c'est béndfique. Peui-étre méme n'en avons-nous pas fait suflisamment; en
particulier, on se paswe difficilement de la quantification dans de nombreux
cas simples.
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Le moule & énoncés

Lexpression n'est pas belic! Surtout lorsqu’on parfera de « relation
dans un ensembie de moules »! Mais au diabie ic purisme! Nos éléves en ont
retivd un bénéfice certain; mous nous en rendons compie chaque semaine :

{0+ AP == 3%+ A%+ 200A.

Equation daps R : 2[] —5=086.

Fquation de droite : 2u — 4y = 6,

Inéquations : & (O + &> 0. Ete.

E est un ensemble de natarels.

P ; « {7 est pair » n'est pag un énoncé : cette éoriture sert A fabriguer
des énoncés en mettant & iz place de [ des éléments de B.

« 8 est pair » est vrai : 8 wirifie e monle P,

i« | est pair » est faux 1 | ne vérifis pas P,

Le sous-ensemble de E dont les élments vérifient P est fa partie associde
P o:oest A
H eqt important, au début, de ne pas désigner Ia « letire muetie » {oun
2 case vide...) par ... one fettre, mais par un signe cabalistique queicongue.
Qutre ie pittoresgue de "doriture, on Evitera des questions du genre : « Mais,
Monsicur, quand vous derivez x 6 &, 2x == 5, celz ne veut rien dirg} Je sais
bien que x n'est pas &ément de Zl »
Les ponnocteurs seront introduits trés simplement, #n liaison avec fes
lois connues de ;.
P associé & 1a partie A de E
¢ associé & Iz partie B de E
P A g4 8ssocié A 1a partie AnB
pV g associé & 1a partie AUB
~1 p associé @ In partie A

Bien slr, dans les débuts, il y 2 eu des confusions... naturelles.

Deux moules p et g sont legiguement Sguivalents 5i, dans E, leurs pariies
associbes sont Epales.

Notation : p 1 q.
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La relation « entraine » p |— g signifie « tout élément qui vérifie p vérifie
aussi ¢ »

L4tde de cette relation est telativement simpk si, d’une part, E ast
fint et 8 d’auire part on considére un easemble fini de moules trés simples.

LExemple

r o« X est impgir n.
8 @« x est phus grand que § »,

4} G={I1, 4, 12, 17, 6, 2, 20}.
Dans {3, r entraine-t-i} 5?7
Dang (3%, 5 entraine-{-if r?

by Meémes questions en remplagant G par ¥
H=={3, 7, 6, 15, 2, 4, 23}

¢} Mémes questions en remplagant G par K
K =={2, 13, 6, 27, 0}

d) Inventer une partie L de ¥ telle que, dans L, avcun des desz moules
r, & nentraine Fautre,

Tout cela se complique — au point &#re inexploitable ou presque —
si E est un ensemble infini, Il faut alors un raisoanement avec la quantification
sous-jacente. Mais peut-on espérer towt faire & la fois? N'est-ce pas déja
préparer ie terrain que présenter une notion importante assez tHt, sur des
situaticns simples ... « 10t et progressivement », comme dit « gui-vous-savez »!

& Des décimanx xux réek.

Il pouvait sembler téméraire de donner, aux élves de Quatriéme, une
idée du corps (R, +, %), en court-circnitant les fameux rationnels, gu’une
habitude déja séculaire place « fogiquement » entre & ¢t R.

Les expérimentateurs soné & peu prés utianimes & reconnaitre gue ccie
innovation trds importante est excallente, Cette initiation aux récls est plus
facile & donner qu'on aurait pu le supposer, cela & plusieurs conditions

— DYabord bamnir absolument toute espéce de théorie de R plus ou
moins déguisée. Aprds une mise en ordre sur les décimaux, on fait prendre
conscience de la nécessité de nomthres non décimaux sur des exemples, puis IR
est introduit par les propriétés de (IR, -+, x, <}, qui prolongent et complétent
celles de (B, +, X, <}

— BEnsuite, uiiliser an maximom les structores simples {(ordres, groupss...)
dégagées peu 4 peu depuis decx ans sur des enserables finis,

— Digposer de temps ¢t de moyens (machianes 3 caleuler) pour effectuer
de nombreux galculs d’encadrements par des décimaux,
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Avaniages de veite présentation

- Réhabititation des décimaux, ontil de calcal par excellence pour le

physicien,
. — Réhabilitation dg la notion d'encadrement et ¢’approximatiou, totale-

ment négligée daog les « anciens » programmes.

- On redonne 3 @ sa juste place, non historiqoe peut-Etre, mais bien
normale en mathématiqus,

—- Motivations de caleuls numériques nombreusx.

— Présentation claire, rapide et efficace des rgles opératoires avec des

réels écrits sous forme fractionnaire, du type g ou ﬁ%’ en ytilisant systémati-

quement les propriétés admises de (R, 4, =}
—~- Possibilité d'niitiser R des le deuxiéme semestre de Quairidme, notam-
ment ¢n géométrie.

Problémes gui s¢ posent

— On ne soulévers pas de questions théoriques. Cependant, elles sont
bien présentes, et il n’est pas toujours facile d'en donner une idée méme simple
et concréte. ’

Exeraples © addition, multiplication de réels et emcadrements,

suite illimitée, décimaux non inversibles.

—- II faut besucoup de temps pour trouver des encadrements, sur des
exemples variés. Et, pourtant, I'éiéve doit faire ces calculs lui-méme! 1 n'est
pas guestion de les parachuter.

— On ne peut pas vraiment dire « ce quest un nowbre réel n,

Mais peat-on l¢ dire beauvcoup mieux en classe termingle?

H n’est pas guestion ick &’entrer dans le détail, mais seulement d*évoguer
quelques points particndiers,

Sur les notations et le langage

Jusquwen début de la classe de QQuatriéme, nous avons conservé, pour
Ies entiers, les potations 3%, ou 3, et 3. L'avantage de cetie notation, ou d'une
notation voisine, est incontestable, et sur ce point je ne suis pas d’sccord
avec les remargues de notre colidggue Loi (pour la tradition @ Bulletin, 277,
p. 92}, Pour avoir enseigné les deux notations (3~ et (~-3)), nous pouvens
affirmer gue l& premitre permet d’éviter de trés nombreuses erreuss.

Mais il fant bien reconnaifre que cette notation est génante pour certaines
Scritures et que, par aillenrs, rous devons faire en sorte que nos £ldves puissent
lire les ouvrages de mathématique, ob 'on derit {3} et non 3~

Feritures génaates : 26} qui risque de devenir (2% ...{37).q, qui
n’est pas plus simple que —34, et risque de devenir 32 (e passant par 37a4).

Pour cette raison, tout en antorisant encore 3~ pour opp(33, nous somes
progressivement venus 4 (—3), Cela n’a pas été trés simple dans les débuts,
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Apréz des flottements, les choses semblent maintenant claires et les denx
motations sont employées, selon les circonstances,

Nous tenions beavcoup A oppda): 3 fnvia) pour Minverse. Le « paralié-
lisme » des propriétés de eces opératenrs est trés précicux dans le caicul.

La notation a—* pnur% ou invig est faciloment admise ; i} semble cepen-
dant que son ufilité soif assex Iédnite

Le réel 0,2 peut s'4crire E ou 2 , qui sont des écritwres fraction-

5’ 52
naires différentes du méme rée[. Le mot fraction est pratiquement inutile.
Sont totalement inutiles des mots comme « rapport », « proportion »;
« gquotient de réels » soffit dans toutes les circonstances rencontrées.

¥2 est lu « radical deux » plutdt que « racine de denx ».

Son opposé est noté opp(f2) ou {—F2).

« B privé de O » est noté sans problime IR*,

Iesmoulestolsgque (g4 B%=a" L 5% 4 280  sontnoids dans un

premier fomps {1+ Oy =014+ 04200
Pavantage de cetie notation ¢st é&vident, nous Pavons constatd, par
3
exemple dang le passagede  {g+ 5T & (3;; e ..2) ,

Les polyndmes sont d’abord présentés comme dey applications de IR dans R
fixo2xt—4x+ 5

Par ta méme occasion, signalons quelques notations en géoméirie,

Le vecteur i, clagse de (A, B) est noté aunsei

Son opposé est noté opp(id), pnis accessoirement (—i) (qui n'est pas
trés bon).

Certains £Rves proposent déerire ¥ pour opp(d). Les maltres devraient
bien méditer cette proposition.

Le vectewr neutre powr Paddition est noté @ et non O,

Certes, bn a déjd beancoup parlé de notations; nous apporfons ici un
témeignage. 1! ne 2agit pas de ehenger pour le plaisir de changer, Mais incon-
testablement, certuines notetions sont dangereuses. 1 faut essayer déviter
ces dangers, donc essayer des notations mouvelles, mais cela avec dey éldves
qui n'en ont jamais vo d'autres : & cette condition seulement I'expérience est
probante. Il faut anssi que le maitre joue honnétement le jeu et se décondi-
tionne lui-méme. )

Enfin, signalons 3 FAP.M.E.P., dans les colonnes du Bufletin, que de
trés nombreux coilégues souhajtent que nous nous mettions d’accord au
moins sur les notations les plus courantes, sur l¢ vocabulaire. Le travail de
Chevallier et de Ia Commission du Dictionnaire st considérable. Ii faut absolu-
ment que chacun fasse effort de donner son avis sur telle ou telie notation,
puis accepte ensuite une décision unificatrice,
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@ Et lx géoméirie...

La géométric A olle scule mériterait dewx bulletins. 11 y a tellement & dire!
Idées, critiques, suggestions, axiomatigues, vectoriel, suppression... Nous
n'allons pas nous engager daas cette voie, déji trés fréquentée.

Aprés bientdt deux ans de titonnements, d’cssafs, de dizenssion, nous
sommes arrivée sensiblement aux conclusions suivantes :

— Le pouvean programmme de géométrie de Quatribme n'est pas
enthousiasmang, :

- I constitue cependant un proprés sur Paneien,

~= L3 @ liberté du choix des axiomes » ¢st une trés bonne chose, mais
compie teno des nmotions présentées, 1 libertt de mancuvre est-¢lic bien
grande?

— La partie « axiomes d’incidence » ne préscnts qu'un intérét limitd.
Elfe peut éire iraitée trés simplement ¢t trés rapidement,

- Aprés avoir présents « I"énoncé de Thalls », avec la bijection du plan
sur /R on peut trds vite arriver au plan vectoriel, aux translations, et utiliser
ee vectoriel comme outil mathématiqus.

Lorsqu’or en est 13, tout dovient simple. La présentation initiale présente
seuje, ou presque, quelgues difficultés, Les éléves sont relafivement i J'ajse en
algébre linéaire.

On objectera que certaines guestions ne sont pas traitées de maniére
intrinstque... Mais que signifie « intrinséque »?7 Le physicien, qui otilise la
géométrie euclidienns, fait-il des ehoses inteinsdques?

N.D.L R 12 pilan suivi par nos Loliégues, pour ta présentation de la géoméirle, sst présentd
o1 developpe pages 350 & 378,

Information :

TRAVAIL DES COMMISSIONS A P.M.EDP. (année 1971-1972)

Le Bureaa de VA.P.M.E.P, réuni le 12 juin 1971 & proposé le calendrier
suivant :

- 2} novembre 1971 : Comsnission Second cycle;

— 19 décembre 1971 : Commission Premier cycle;

— 19 mars 1972 : Commission Beole élémentaire ot EN.;

— 19 avril 1972 : Commission Enseignement technique.

Les Régionales sont invitées & préparer ces diverses réwnions,

Pour chacune de ces journdes, la irésorerie de PAPM. prendra en
charge jes frais de déplacement ¢'un d€idgud par Régionale,
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En marge
des programmes

de Jond

La simple rédaction des nouveaux programmes ne peut pas résoudre fots
les probldmes; elle en résour certains, mals en pose d'autrey. Nowus proposony
maintenant une série d*articles moins scolaires qud, nous le soukaitons, engendre-
ront un débat fructuenx,

D'abord Louis Dwvert explivite les questions posées par Papparition de
démonstrations en classe de Quatridme, Jacques Chayé fuit ensuite des propo-
sitions pour U'apprentissage de la déduction et de la rigueur, puic 3m™e Motte
montre comment créer les conditions affectives favorables 4 cet apprentissage,
Enfin Jacques Bastier livre ses réflexions inspirées par la Recherche Pédago-
gigue mende dans I Académie de Bordeoux; cat articie servira de conciucion
au Bulletin car, en dehors des contingences du moment, il souldve leg probldmes
pasés par Penseignemeni de la Mathématique dans le premier cycie, dans les
anndes & venir, et suggére quelgues réponses,

Paraissant égulement dans le Courrier de la Recherche consecré aux nou
veaux programmes de Quatriéme, les articles de J, Chayé et Afme AMotte sont
publids avec les autorisations de M. le Directeur de PIN. R.D.P, et des autews,

Sur lexpérience en 4°

Louis DUVERT,
Lyon.

La classe de Quatritme est marguée par 'apparition des « démonstrations »
et par le début du « calcul algébrique ». Les difficuléds habituelles subsistent,
mais le travail sur fiches permet av maltes de micux les étudier, de voir les
erveurs « & Détat naissant »,
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@ D’abord, quel est I sdns du mot « démontrer »? T serait ambitieux de
prétendre en Quatritme en douner wne définition irréprochable!

Un premier efforl, important, consiste 3 faire prendre consciense aux
éléves de la ndcessité logique de démontrer, au lieu de se fier 3 quelques cas
particaliers :

g) En géométrie, c'est délimiter le role des figures, c'est faire la diffé-
rence entre une constatation expérimentafe (et, par 13-méme, souvent approxi-
mative) ¢t une démonstration, indépendante du « cas de fgure ».

Les « paradoxes géométrigues » pevvent nous y aider, En voici un exemple,
propre 3 ébranler une confiance excessive en la loyauté des figures :

Un carré de ¢Oté 8 (Lunité étant Vinterligne d'unc feuilfe quadrillée)
est subdivisé en guatre surfaces A, B, C, D, Son aire est &4 {carreaux),

M mmm a2y
.

On découpe cos quatre surfaces of on les dispose de la fagon suivante ;

Elles constituenit un rectangle, dont I'Rire est : F3 x 3, c'est-d-dire 65.
- D’ols vient lI¢ « carreay » supplémentairs?

(Extrait de : Northrop. Fantaisies ¢t paradoxes mathématigues.)

"]

=
fmdm e nmwh

&  En slgtbre, certaines propriétés des lois de composition se prétent
bien 2 des réflexions utiles :

12 Pour démontrer gu'une loi est commutative, il ne suffit pas d'exhiber
quelques exemples. On risque de fausser leurs idées en laissant écrire ou dire
aux éléves, méme jeunsy :

€ 345 =543, dome Yaddition des naturels est commutative »
ou shcors !
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« L’addition des naturels est commubstive; en effez, 11 -+ 4 = 4 4 11 »..
Il faut distinguer entre des exemplas qui illustrent Ia commutativitd et une
démonstration de la commutativité.

8%l sagit d'un ensemble fini E, une fagon de la démontrer consiste A
contrbler « en extension » que chague &élément de E % B vérifie lo moule
aw b= baa, par exemple par un exemen complet de la table de Pythagore.
Maiy i} peut exister d'autres sortes de démonstrations, méme poor un ensembile
fni.

2* Pour démontrer qu'une loi est non-commutative, auy cosntraire, un
seul « contre-exempile » suffit; Ia définition de Ia commutativité comporte un
gquantificatenr umiversel, dobc sa mnégation comporte on  quantificateur
exigtentic]. Une crrevr se rencontre fréguemment : « non-commuiativité »
signifierait quavcun élément de E X B ne vérifie sob=4ea...

Ce qui 2méne A poser un certain nombre de questions :

A quel niveau introduire les guantificateurs? Tes neotiens logiques de
négation, de déduction, de comfraposition? Peut-on s'en passer dans INini-
tigtion 3 lx démonsiration? Quel sort réserver aux « petits mods » conune :
«or», « dong », « il vient », « on a », etc. T Queles sont la validité et 'efficacité
pédagogique des « organigrammes » (on « déductogrammes »7) tels que le
swivant

- i—rlu-cbé n‘l-»-%-vlus.cb I

[2€8 |—st-8 € w |qe-4)e n
d..$ dans |} de x sur 4 dea@ dans A

@ Une fois Péléve & pen prés convaince de da nécessité des démonstra-
tions, comment Paider & comprendre les démonstrations qu'on lai présente
et migux encore & en faire Iui-méms? ’

Peut-tre est-il bon, au cours de cetts initiation, de sérier les probldmes;
par exemple de distinguer entre la découverte, ou plutdt la construction, d'une
démonstration, et sa rédaction; de proposer des exercices « spécialisés »

Les uns o& on ne viserait que la construction,

D’autres 0% la construction serait donnée, ou préalablement &laborée
en classe collectivement, et oft Peffort de 1'8léve porferait uniquement sur
la rédaction, : - :

Dantres encore of on laisserait & Péléve le soin de rédiger I'énoncéd {qui
n'aurait pas £té donné par Sorit dans les formes requises).

On peut aussi proposer des « puzzles mathématigues » : lo maitrs rédige
soigneusement une démonsiration, puis fa dédooupe en morceaux tels que ia
reconstitution da « bon ordre » soif possible éventuellement de plugieurs
maniéres}; st c’ast cefte reconstitution qu'on demande aux éléves.

Exemple : L'axiome A, s'énongait, cette année-t&, de Ia fagon suivante ©
w L équipollence est transitive »
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et 1a proprifté 4 de Ja fiche G6 (4dition cxpérimentals),
« Si M, N, P sont les milieux respectifs de (A, B), (A, O) et (B, C),
(N, M) og (P, B)
et (N’ M} eq {C! P) B
« Une démonstration & £t¢ découpée en freize morceaux gquon &
mélangés :
(1) Paxiome Ay permet de déduire :
(2) Pour cela, on introduit le milieu M de (A, O).
€3) On comgidére dang le plan quatre points A, B, C, D.
{4 On veut démontrer que (I, J, X, L} est un paraliéfogramme.
() « (@, K) eq (A, M) » entraing < (A, M) eq (L, K) »,
{6) Donc {1, J. K, L} est un paraliéjogramme.
{7 Onappelic 1, 1, K, L, Ies milicox respectifs de (A, B), (B, OL (C, D),
(D, a).
(8) Comme la relation « ...est équipollent ..., » dans Tensemble
des couples de points est symétrique.
@) 4, 1) eq (A, M).
{10) De {1, J) eq (A, M) A (A, M) eq (1, K),
(11} D’aprés la propriéié 4 de Ia ficke G6
{12y et (L, K} eg (A, M)
03 (L3 e L K.

En les remettant dans Ie bon ordre, retrouve cette démonstration ».

@ L'éldve de Quatridme gui a compris ce gu'exige une démonstration
exige & son tour du professenr une précision plns grande dans Je vocabuladre,
Par excmple, H repousse le mot « montrer », dont on ne sail jamais 5’8
requiert une démonstration on s°H signifie simplement... simplement guoi?
Démontrer, montrer, établir, Hinsirer, contréler, vérifier, admetire, sup-
paeser, poser comme axiome, déduire, . .. & 3 nous de clarifier toute cette termi-
nologie si nous ne voulons pas ageroftre inutilement les diffieultés de nos éléves.

Apprentissage de la déduction

Jacques CHAYE,
Poitiers.

Un regard un pen rapide sur le rencuvean actuel de "enseignement das
mathémsatiques dany fe premier oycle pourrait laisser croire que non senlement
les méthodes ef les contenus, mais encore les objectifs de cet enseignement
n’ont plus godre de points communsg svec ceux d'autrefois. Certes, il ne faut
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pos minimiser les « révisions déchirantes » qui ont d& ot qui doivent encore
étre faites, mais il serait abusivement simpliste de prétendre par exemple que
Papprentissage de la déduction est tombé en désuétude! 11 est vrai que les
clichés sur « la géométrie, école privilégite de la déduction » ou sur « ka classe
de Quatridme, Sz du déductif » sont passés de maode, mais Péducation du
saisonnement n'en demeure pas moins ene des préoccupations de l’euscigna'
ment modernisé de la mathématique.

Le présent article se propose, sams indication précise de niveau ou de
classe, de montrer comment une préparation logigue e one préparation
psychologigue étroitement méiées peyvent contribuer 3 former chez le jeune
éldve le podt de In déduction et fe sens de la rigueur; pour des raisons de
commadité nous utiliserons ure ceriaine progression éclainée 3 chague étape
d’exercices pratigués en 1969-70 dans une classe du premier cyele : co découpage
un peu artificiel est & interpréter avec beaucoup de souplesse.

« Indépendamment de tout enseignement mathématique, Venfant minwe
tris jeune est capable dune certaine déduction lorsqu’il se trouve, A Poccasion
d'un jeu par exemple, amené A opérer un cheix ol imagingr une stratégie;
mals habituellement il n’en prend pas conscience ¢ar il est uniguenent motivé
par l¢ résultat & atteindre et ses « raisonmements » plus ou moins explicités
e lui apparaissent pas comme une aide dans ga recherche,

Certains « casse-téte » sont, assez précieux i o¢ sujet, ¢ax pour fes résoudre,
la sgule intuition est insuffisante, ce qui conduit Fenfant & procéder par &limi-
nation; il le fait souvent de fagon tods « locale » et désordonndes: i est alors
opporten de lui faire découvrir les avantuges de Ix réfexion.

7

On trouve par exemple dans le commerce, des boltes constitudes de
sept plaguettes représentées ci-dessus, A Paide desquelies it est demandé de
reconstituer certaines figures comme fes suivantes
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Immédiatement, des incompatibilitds, des impasses spparaissent; Ie
joveur en déduit gue scules certaines positions sont possibles et de proche en
proche il obtient la solution ou les selutions,

s genre d'activitds encourage 1'étude méthodique eof réfléchie; ce ne
sont pas encore des mathématiques, mais i n'est pas mauvsis que Penfant
soit passé par ce stade pour apquéric le golit de ka recherche raisonnée,

DP’un niveau plus élevé, la pratique du jen de dames ou cefls du jeu
d'échecs est dans cetie optique trés recommandable, mais elle n'a pas poar
tous J¢ méme attrait.

= Sans vouloir tuer Dintuition il est néoessairs d’apprendre aux jeumss
£leves & se méfier de Pévidenee, A oot effet, de nombreux paradoxes pourront
épisodiquement leur éfre présentds; ils consfitueront une mofivation supplé-
mentaire au raisonnement; citons, parmi bien d'aatres, Mexemple swivant :
une bouteille et son bouchon cofitent ensemble 11 F, Ia bouteille cofite 10 F
 de plus que le bouchon, combien codte la bouteille? (réponse irréfifchie :
10 F; réponse exacte & laguelie permet d’aboutir un petif raisonnement :
10 F 5 centimes).

« Dang le méme ordre d'idde, on peut remarquer gne Penfant se satisfait
sonvent de quelques vérifications petr Stublir une Jol générale; des oxercices
de mise et garde seront d’un grand profit.

Exemple ; soit fAn) ~ ¥ —n - 41

Calculer £(0), A1), AD, A3}, /M), ete.

Les nombres obtenus sont-ils premicrs?

On trouve : i =41, A1) =41, A2 =43, A3 =47, J{#) ==53,

Tous ces nombres sont premiers et la propriété « marche » jusqu'a 40
compris; pourtant il est immédiat de vérifier gue f(41) n'est pas premier.

A oe propos it faut veiller & ne pas donner aux éidves impression que
pour ceriaines questions, comine par exemsple associativité & une opération,
on se contente de quelques contrdles avant d'affirmer une rigle dans toute
sa généralité; il est important de préeiser que Ies sondages ne sont faits que
pour faire découvrir la propriété ou pour donner bon espoir quant b sa vahidité,
ils ne dispensent pas, soit d'nne preuve par exhaustivité dans Je cas fini (pas
trop grand!}, soit d’une démonstration & I"aide de variables. Si on est obligé
d’admettre la propriété parce que e niveau de la classe ne permet pas d’en
&ablir la preuve il faudra le dire expressément; si enfin 1a « propriété » est
en fait choisie comme un axieme de la structore &tudide, fe cas est totalement
différent puisqu’il n’est pas guestion de coutrdles & Pintérieur de la stractwre
elle-méme, mais ¢’expériences portant sur le domaine concret 2 mathématiser,
elles ront aveun caractire de preuves. Cest bien 14 que réside la plus grande
difficulté des présentations aziomatiques de la géométrie, ciar malgré les
précautions oratoires qui pourront étre prises il m'est pas sir quo les élives
saisissent la difrence entre les Yois de la géométrie physique constatées expéri-

— AR —
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mentalement et les sxiomes choisis dans Ja théorie pour mathématiser fa
situation {choisis non parce qu'ils ont €té prouvéds, mais paree qu'ils consti-
tuent une description assez adéguate du support concret).

» La Inssiinde oa Pesmat que peut procurer Iz démonstration par exhaus-
tivité d'une propriété dans um cas fini méme peu flevé foumit Voccasion de
rechercher ome preuve plas économique of Slégante.

Prenions par exemple le cas de Passociativité de 1'addition ou de la mul-
tiplication daps les entiers moduio 3 ou modulo 4; Vépuisement de tous les
cas nécpssiterait le contrdle de 27 ou 64 égalitds, alors que la démonstration
classique ou ume préfiguration méme approximative de celleci apportera
un soulagement indéniable et I'impression de disposer d"un outil trés fort.

+ Avant tout exemple de démarche axiomatique des excrcices prépara-
toires seront wtilement proposés, pour lesquels Pwilisation systématigre de
cexialaes rigles permet une étude rapide ¢ complite.

Exemple : soit E == {4, b, ¢} un cosemble de trois éléments; soient x et ¥
les deux bijections de E représentées ci-conire ¢t soif 7 ks bijection identique
de E; construire la table de composition des six bijections : 4, x, y, xo ¥,

PRI, X0 ¥e X,
‘ @y

La construction des 36 diagrammes sagittaux n'est pas de tout nécessaire;
In sitoation est complétement décrite par exerple par les régles suivantes :

- 'opération est associative (propriété démontrée aut&wuram&nt d'sne
fagon générale),

- Télément 7 est neutre,

- Xo X == yay==]

— XopeXxmmpeXa¥.

Les enfants ne découvriront pas immédiatement le réscitat tel qu'il
vient d’étre énoncd, mais i est poseible de les amener & uviiliser an moins
particliement ces régles pour la construction de Ia table; on peut ensuite Tevenir
sur Pexercice ou sur mn cas isomorphe,

» Un polné de vue plos abstrait consiste & ¢'imposer les quatre r'egles
ci-dessus pour Pénsemble @ {i; x; y; xey; yox; xo yo x} muni d'un
Joi notée o, soit & partir d*une situation ui en donne Pidde, soit an contrmre
avant d’en; chercher une interprétation. .

Détaillons dane cet esprit un avtre exercice (qui dailleurs conduit au
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méme groupe S,) : soit G un ensemble de six &léments ¢ une opérauonodans
G; on suppose que ;

— Vopération est associative,

— l'élément { de G est neutrs,

- les éléments g et b de G virifient :

awmgwg =i babw=i, bBea=uawasbh

— les trois autres éléments de G peuvent s"écrire respectivement :
asa, ash, baa,

Construire In table de Popération = dams .

Léy rdgles sont aisées & appliquer et les enfants se pigoent au jew; par
exemple, pour « calculer » le composé de b par a = @ ou celui de b » g par g,
on éorira, en fenant constamment compte de Passociativitd :

brasrg=—aegebag
=gegrgrged
=isand
= qwd

Ii, contrasrement au cas de {a glométrie, le caractére axiomstigue apparait
settement, ce qui n'empéche pas que les intorprétations concrdtes de cette
strucinore soient multiples, citons par ¢xemple la suivantc .

Line « mouche sevante » s¢ déplace d"un sommet & un auire sur le prisme
ci-dessous, en suivant les instructions gui iui sont données :

Insiruction a: quel que soit Je sommet ol elle se trouve, la mouche doit
se dépacler horizontalement en décrivant une seule ardic dans le sens de Ia
fléche.

Instruction b: la mouche doit changer do nivean en décrivant une aréte
verticale,

Pour aller d’un point & wn autre, plusisurs sujies dinstructions sont
possiblea, on peut chercher les plus simples puis constater que la suite de

— AR —
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deux instructions simples peut souvent clieméme dixe simplifide, Finalement
les instruetions réduites sont as nombre de six o leur « succession » est dderite
comme dans le groupe précident par des rdgkes qui permettent de construire
Ja table de Pythagore, de résoudre des « équations », de « simplifier o des
instructions, ete,

Y& passage sifuation concréte-mathématisation ot le passage dans Pautre
sens sirpeture mathématique-interpritation sont toujours possibles et souhai-
tables dans de tels exemples.

» C'est donc & apprendre & appliguer la régle du jev et 3 en donner
le goiit que tendaient les exercices précédents mais, conjointement, Vappren-
tissage de la déductivn doit comporter 'scguisition d'un certain bagage logiqee
propre 4 garantir le bign-fondé des raisonnements formulés ; insistons seniement
sur trois points :

1° ke langage et 1a pensde emsamblisten sont de précisux auxiliaires pour
cette formation logigue; soit P= {x/xeBfpix)} et Q = {x/xeEfq(x)},
rappelons le paraléiisme :

xe [:;P 1 .P(x)
xePnQ Pix) A gix)
xePUQ PEV gix)
xelPuQ 2x) = g(x)
xe (s AQ) Px) < 4ix)
P=E ¥x, p(x)

F# o 3x, p(x)

P Vx, pix) = ¢(x)
P=Q Yx, p{x} < q(x)

2* les notions de conséquence, de réciprogne, @ équivalence, sont & inculguer
dis que possible. Tl est important gue I'éldve sache faire la distinction entre
I cas ol une proposition est une conséguence d’une autre, sans qu'il v ait
réciprocité etle cas ol il y a équivalesice. On objectera que Ie discours, Pécriture,
Ia lecture, Peffectuent dans le temps « en sens unigue », mais précisément,
plus on attendra pour apprendre A raisonner par équivalence (lorsgue ¢est
possible) ples Pétape sera difficile & franchir et les rébarbatifs raisonnements
par analyse et synthdse {7) sont de ce point de voe de pidtres serviteurs. I}
est faux de dire qu'vn enfant de Cinguidme ou de Quatribme ne peut pas
faire la distinction entre les deux cas

« X -+ 2> 3 revient au méme que x> 1 »
asix-+2>3 slors x> 0 »;

de méms, il sait frés bien ¢ue A == B n’est pas synenyme de A < B,
— 4GS
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3° Pusage de propositions guantifites ¢t de lears mégations’ cat wn  aspect
important de cette formation logique; les propriétés éventucties des relations
dans uxn ensemble (réflexivité, symétrie, afc.) ou des lois de composition interne
{commautativité, associativith, ete.) sont auntant d'occasions de se familigriser
avee ces notions par 1s recherche d’exemples et de contre-exemples.

#*
* &

MNous avons essayé d’amalyser les moyens d’amener progressivement
Penfant de la déduction primitive, inconsciente, fragmentaire et inorganisée
i Ia déduction marhématique proprement dite. Une préoccupation dont nous
n’avons pas encore parié ef qui, quoique un pen en marge du sujet, est pour-
tant une des composantes non négligeable de Purt de la démonstration, est
1z mise en furme du ratsoncenent: celle-ci est nécessaire 2 Ia communication
et elie contribue en outre & clarifier la structure de fa déduction efle-méme.

Lorsque pour la premidre fois les éidves ont A prouver une propriété
dont la démonstration est un peu ramifiée, il pent dtre utile pour les guider
de keur soumetire un schéma visualisant 'orgacisation du raisonnement.

Exemple ; pour démonizer que, guels que scient les décimaux o, b, ¢, 4,
«siase e bgLd  alors, ag-tbLcetdr»

sachant déji que :
1. quels que soient les décimsux x, v, 2,
sixsy, alors, X4z y4z

2. Paddition des décimaux est commutative.

3, Ia relation < dans 'ensemble des décimaux est transitive, On demande,
de compléter I¢ schéma swivant en indiquant dang Jes cases rondes le numéro

de la propriété utilisée :

sec b d

L
¥ boc € #ay
]

2T B A Y co bk & Fod
1 )
Y
e d 4 €4

N 7 A
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Cependant, il faudra 16t ou tard que I'éléve sache de lui-méme, exposer
clairement les tenants et les aboutissunts d’un probléme mathémutique.

Utitisera-t-il alors les symboles logiques des comnecteurs ot des guantis
ficatcurs dans sa rédection? Pen mmporis, pourva que, 5'il s'en sert, il le fasse
A bon escient et que, $'1 ne ¢'on sert pas, s& pensée soit juste ot Hmpide,

Dans ees conditions, Penseignement des mathématiques aura atteint un
de ses buts : contribuer cfficacement & édncation du jeune citoyen en hui
apprenant A formuler des jugements réfléchis, rigoureux et compréhensibles.

En marge de lapprentissage de la déduction

M. Mor1s,
Lycée Bonaparte de Toulon,

M. Chayé ayant évoqué Ic probléme de Papprentissage de la déduction,
je m'sttarderai volontiers, pour ma part sur des préocoupations voisines
Iz création des conditions affectives favorablezs 3 cet apprentissags.

On voit que les grandes lignes de I'apprentissage gue décrit J. Chayé
peuvent inspirer notre travail diés la classe de Bixitme. I’y vois an moins
deux avantages sur Ia situstion antérienre :

» L'initiation est trés progressive: les mots « hypothése », « conclusion »,
« prouver » ne sont plus rencontrés avec lo brutalité d auirefois ; on &vite ainsi
des madentendus.

Ec méme temps on & davantage d'ambition : on cssaya de faire com-
prendre ce gu'esi un objet mathématique; comment i naif d¢ nos décisions
inspirdes par le modéle qu'on vent décrire; comment des conséquences en
découlent qui ne doivent rien 3 Pobservation du modile.

Et 'expérience meobitre que cette ambition est payante : elle, aussi, doigne
let malentendus.

s Une autre cause dinkibition disparadt: Iz ligne de démarcation entre
fes éléves qud trouvaient les démomstrations gdométriguss et les autres, Clest
¢ que j"observe dans ma classe expérimontale (Troisidme); mais & oe prix :
que les problémes proposés en Quatritme ot en Troisidme restent de types
variés et ne se placent pas tous dans le cadre d’un édifice axiomatique
important; que le professeur ne wmarque pas, par son aftitude, une plus
grande estime pour e travail de déduction formellc que ponr les activitds
d'observation, de classement, d'organisation.

Je me suis demandée s'il n'oxistorait pas d'mutre « préalable » au suceds
de Papprentissage de la déduction. Nous voulons amener nos &ives &

e BT
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démontrer. Mais quand et pourquet démontrons-nous? Quand cherchons-
nous aver achamement une démonstration?

La réponee & cette guestion est complexs; mais un de ses termes est
certainement « lorsque le probléme nous intéresse ».

Le gofit de ln recherche, de la découverte, préciderait ainsi celui de Ia
démonsization, ot pousserait tot ou tard nos jeunes ehercheurs vers jes moyens
les plus puissants.

C'est bien ce que Pon observe.

L’éveil et la préservation du potlt de fa recherche cher nos éléves ne ppuvent
donc éire laissés au hasard ~— co qui risque ¢'€tre le cas si nos préoccupations
sont polarisées par le contenu des  programmes et son découpage en tranches,
ou si nous nous laissons enfermer dans le cadre de tel ou tel manue! — et ils
ne doivent pas éire subordoneds & I'intraduction des enfants dans des domaines
formalisés,

1l g’agit donc de metire nos apprentis devant des situations leur posant
des questions suffisamment excitantes, auxquelles ils soient cependant ious
susceptibles de donner un début de réponse,

Actucllement chacun de nous n'est pas trés riche de felles sitnations
«~ ¢pt dehors de la combinatoire «—. 1 est probable gue ces situations existent
&t que nous finirons par les découvrir ¢ leur recherche est un travail de longue
haleine A laguelle nous devons tous nous afteler car il ne fauf pas espérer
qu'elles vont étre trds nombreuses dans les nouveaux manuels.

i} ne suffit pas que la situation soit intéressante ¢ il faut que le jeune ééve
soit convaincu gu'il peut la maitriser. H le sera 3'il obtient rapidement des
bouts de réponse qui Pencourageront & aller plus loin; plus générelement
51 la situation lui suggdre une action. Souvent ce serait unc erreur que de vouloir
le guider vers une démarche : il né sait pas encore se laisser guider. Au coniraire
plus la situation permei des atiaques différentes misux efle convient,

Les problemes fermés, directifs, ne conviennent pas 3 ce stade.

Voici quelques exemples de situations répondant 4 ces préoccupations,
toutes ~— saul une — wutilisables 4 partir de Iz Sixigme,

Pour Ie travail em équipes - ol le probléme pout étre plus difficile.

1, On propose d'éerire un entler naturel, puis les entiers qu'on peut
obtenir en le divisant par un nembre premier ot en itérant eetfe opération.
On peut suggérer la représentation sagittale ol Ia fléche signifie « ... divisé
par un nombre premier donne.., », autrement dit I*$bawche du treillis des
-diviscurs du nombre considéré (of. fiches « Relations » de 2. P. Dienes), De
nombreux problémes se posert gu'on peut laisser les enfants formuler, en les
aidant : organisation des schémas dans le plan et dans Pespace; compacaison
des schémas; recherche des nombres pouvant habiller un schéma donné, ete.

2. Quels nombres peut-on atteindre & partir de 3 £t 5 en ajoutant 3 ou §
autant de fois gv'on veut? Ou : quelles sommes pourreient-on payer si on
possédait uniguement des pidces de 3 F et de 5§ F?

e 4E8 e
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3. Dénombrement des cheming entre deux fiwnds d'un quadriilage (cf.
fiche « Problémes ouverts des Documents de 1a R.T.8. et article de M. Rou-
manet, p. 88 dans « Actes du Ief Congrés international de Enseignement
Mathématique »).

4. (Dus a L. 1. Fletcher.) « Dans une machine sont disposés en file, trois
gobelets. Quand on appuie ser ¥k bouton C la machine retourne Je gobelet
de gauche et échange les deux sutres sans les retourner. Quand on appuie
sur le houton D la machine retourne e gobelet de droite ¢t échange les denx
auires sans les retourner. » Tel éiait ke début d'une fickie dont j"avais longue-
ment médité la rddaction pour arigner, en six questions, des éldves de Quattibme
& explorer complitement cette situation. Je ne sais pearquol jo n’avais pas vu
que je tenais une situation en or pour Ia libre activité des éléves. Je m'en suis
henreuserment avisbe A temps ef, lorsque le moment m’a paru favorable a
Pintreduction de cette étude, jai lu deux fois le paragraphe reproduit ici
et dit : a Voild ; je crois gue vous pouvez yous passer d’une fiche mais si une
équipe préfére étre guidée la fiche est préte, qu'clie la demande! »

Une trés helle activité 2 suiv @ £°i] m’a toujours éé possible de m’entre.
venir avec toutss les Squipes qui désiraient un avis par contre je n'ai pu « photos
graphicr » la démarche ot Ies titonnements des huit équipes.

¥oiti ce que j'ai noté

18 novembre : « Trois équipes s'intéressent spontanément & un arbre
donnant tous les états gu'on peut atteindre & partir d'un état en agissant
sur les boutons. Deux ou {rois autres équipes vienaent un peu plus tard &
set arbre. »

21 novembre : « Plusteurs équipes déceuvrent qu'a partir d'un état on
oec peut pas atteindre n'importe quel élat et réorganisant fenr travail avec une
représentation sagittale des bijections :

« .devient, en appuyant sut 1D », « ,devient. en appuyant sur C, »

« Une éguipe a étudié toutes les transformations que peut séaliser la
machine jz me demande si elles ont cherché tous les couples de chaque
composée. »

ie 25 novembre, une dernidére sdance est consacrée A ce travail, en mon
absence. Le 28, de Yavis général « personne o'a plus d'idée », il faut faire ane
synthése. C'est alors que I’équipe qui avait établi dés e 21 la table de compo-
gition nous apprend que « c'sst exactement pareil que pour le dictionnaire
vénusien raduit {*) : les régles de simpiification sont les mémes. »

Les éléves nattendent nuilement de mol que je leur tévile fa solution :
je n’ai donc aucune difficulté 4 m'en tesir A 1a ligne de conduite que je me suis
fixée : ne rien révéler, laisser les enfants aller leur chemin.

Au fond je ne sers générelement qu'A activer une prise de conscience
ou A les rassurer sur Jeur audace.

£ Un traveii & partir du wmonolds snpendeé par a, A.

— 49— ;
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Voild, lorsqu’une éguipe m’appelle, oo que je puis entendre ; « Madame
nous pensons nous donmer comme bhut de secherche toutes les dispositions
des gobelats que pent dopner la machine. Est-ce que vous pensez que ¢’est
une bonne question? » ou bien ; « Joélle a eu Pidée ¢'un tableau cartésien
on était d’accord, mais ga ne marche pas trés bien ». Moi: « que devrait-i]
donner ce tableau? » efe. « Oul, ¢est ¢a on sentait bien fue 42 n'allait pas,
on va chercher antre chose. »

Pour le travall individoel & la madsen

1. (D'aprés Rosensthiel ot Mothes : Mathématiques de Paction.)

On considire quatre points disposés en carré ¢f, an centre, un cinguidme
point. Entre ces points on a le droit de tracer quatre segments A conditien :
'~ — dé pe pas former unc ligne brisée fermée,

— e ne pas laisser un point isolé,

T faot :

a3 Trouver toutes les figures possibles.

b) Etudier, sur Pensemble des figures trouvées, 12 relation « on pent
passer de 1a figure x 3 la figare y en déplagant un seul segment ».

Devoir trés bien accueilli {Sixidme) : bien entendu Iensemble des figures
est remis sans commentaire mais of peut lire, dans la présentation méme,
ie reflet de préoccupations de recherche méthodigue.

Les copies ont des physiosomies trés varides la question 5) ayant suggéré
des initiatives et recherches inds différentes. )

2. Parties de Z stables pour Paddition {(Quatridme).

g) Cherche une partic F de & tolle que Paddition soit une loi de
composition interne sur P.

#) Cherche d’antres parties répnndmrt 4 cette condition : de tellos parties
de Z sont appelées « patties stables pour Paddition ».
. Astu trouvé des parties stables fimies?

¢} Pour chague pariie stable P trouvée, examine si (P; +-) est un groupe,

L2 formulation des questions 4) et #), ol une seale question parait suffire,
vise & rassuper Péfdve ~— qunn sujet qu'il pressent vaste cffraie, non sans rai-
son — ¢t & fixer son attention sur la définition Jd une partie stable avant que
son imagination soit entrainée vers {a recherche d’astres parties, Cette formu-
lation n’Sie ancune liberté aux jeunes chercheurs; d'od les remarques et les
initiatives trouvées dans les copies. Quelqoes-uns se proposent de prouver
qu’il a'y a pas de partie stable finie autre que » et {0} ot il ne manque & une
de ces démonstrations gue gueiques... raffinements pour dtre Iz ndtre, Certains
affirment « Vensemble 2. Z des multiples de o est une partie stable, guel que
soit a »; trés peu explicilent le raisennement; mais n'est-ce pas suffisant pour
guforiser & penser qu'un pius grand nombre a fait co raisonnement mais a

— A0
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jugé inutile de V'exposer? Dans un prolongement de ce travail, sur les parties:
de # stables pour Ia soustraction, je demandais :

a) Tu as trouvé des parties de Z stables pour Paddition : sont-clies
stables pour la soustraction? ’

5 1l {e reste done A chercher des parties de Z stables pour la soustraction
et non stables pour Paddition,

¢} Récapitule dans un tablesu

Po Z P stable pour + | P siable pour — | (P, +) groupe

J} En tc limitant 3 Pensemble des parties examindes quels énoncés peux-tu
faire?

Volei gueigues réponses

C. C 1«8 P c Z,sai ¥ est stable pour 12 soustraction, alors P est stable
pour 'addition. »

F. F. : « Toote partic de Z stable pour Ia sousiraction st stable pour
Paddition. »

F. M. : « Dsas & toute partie stable pour la soustraction estunsons-
groupe de {Z, -+). »

1. V. 1 « En me Imitant aux parties étudides je vois quune partie P
stablg pour Paddifion est stable pour 12 soustraction si et seulement & la partie
P munie de Popération addition est un groupe. »

Ainsi se {rouvent atteints certains objectifs : les éléves se sont posé des
guestions; ils ont pris linitiative de démonstrations; iis ont formulé correcie-
ment des observations en utilisant les connectewrs « si... alozs v, « s et seale-
ment gi. »

o Eveiller et préserver... » Eveiller sera Yaffaire des classes de Sixidme
et Cinguidme... en afttendant micux. Mais préserver ce goiit et iz confiance
de {enfant dang ses possibilités demandera toute notre attention pendanr
In période assez longue oii la sevsibilization et Paptitude 4 Iz déduction fometfe
Féveiliant et se développent rés inégalemert dans la classe. .

Yai parlé plus haut de 'imporiance de comtinuer & admettre dams les
classes de Quatridme et Troisiéme des exercices de types variés sans privilégier
la péométric déductive. On en trouvers plusicurs exempies. Les deux
premiers se placent dans le cadre de Pexploration intuitive des permutations
d'un guadrillage ou d'une tapisserie : les suivants sont consacrds 3 Pintro-
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duction de la notion de distance. Dans cts demniers on pent remarquer des
situations ailant d'une démonstration [& vérifie : S{x; 3 + 3 (v, 2} < 8 {x 2)]
que '&dve pourra établir aussi bien avec un arbre épuisant les cas possibles
pour les valeurs de 8 {x,; ») ot & (¥ 2) que par lo raisonnoment économique
interprétant le premier membre comme la longueur d'un chemin de x & 2~
4 Pétude d'une somme

=30 ’
‘E; (la —Bi{ 412 —c))

¢n pasaant par fa manipulation de refations ternaices, de « lieux gdoméiriques »
et

Corrélativement {"attitude du professenr ne devrait pas conduire Penfant
4 Pidée qu'il ¥ 3 des activitds mathématiques nobles ¢f d*avtres moins nobles.

11 faut ajouter & cela Fimportance de continuer pepndant cette période
iz pratique du travail en équipes. Je n’ose m'étendre dof sur ce qui est use goes-
tion de méthode dasns i conduite de Ia classe, Pourtant le teavail en équipes
nous raméng aux conditions affectives ; je vois que ce mode de travail permet
d'entretenic chagque enfant, quels que soient les accidemts de sa scolarité
(santé, problémes familiaux, baisse momentanée de Pintérét) dans la conviction
qu il peut faire des mathématiques; permet de propeser des travaux plus
diffiviles, dong plus intéressants ou plus proches des vrais problimes; permet
3 Penfant des ewdaces qu'il n’aurait pas toujours senl : il s'enhardit & dire
« nous avons essavé de prouver », & combiner astucicusement les ézalités,
4 crifiquer... exactement comme, avee des camarades, il appprend 3 grimper
aux arbres ¢f & sauter des ruisseaux méme $°H est un pen ohétif ou dun nature]
un pey tanoré.

Pour conclure : les inhibitions, ¢u: ont pesé si lourd dans "apprentissage
de la déduction, devraient disparalire,

s Les programmes de Sixitme et de Cinquiéme nous offrent un cadre
favorable & 'apprentissage de la recherche et de la déduction — objectifs
qui doivent nous préserver de réduire ces programmes & Pacquisition d’un
vocabulaire et de quelques techniques sur les décimaux relatifs,

= Lo programme de Qnatridme en préparation n'a pas tenu compte
des observations et avertissements des expérimentateurs sur les inconvénients
qui résulieraient d'une place privilégide donnée i Ia géométrie; A « "approche
des réels », « dont I'étuds est pécessairement directive, il juxtapose un pro-
grainme de gfométrie asser imporiant FPespére que, malgeé tout, les maltres
trouveront lo moven de préserver dans ces classes Fesprit ot les méthodes
des classes précédentes et que ces queigues lignes les ¥ aideront tant soit peu.
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Quelques réflexions

Iascques BasTiER,
Bordeaux.

Nous proposons ici quelques réflexions suggérées par la recherche péda-
pogique que nous menons, ou observons, dans FPacadémie de Bordeaux et
qui touche, depuis au moins treis ans, plus de 20 classes d'€léves non sélec-
tionnés d’origine soit urbaine, soif rurale.

De Pimportance relative des programmes.

13 n’est pas possible de chamger brusquement &f profondément Iss pro-
grammes car, pour les malires comme pour les éléves, le présent de chaque
jour se situe toujours enfrs un passé et un avenir dont on ne dispese pas,
ou pas totalement. D'aillenrs, la seule réforme véritable sa fera avant tout
dans les classes et par ume évolution progressive des methodes et de Uesprit
d¢ Penseignement. Flie sera possibie 3 la condition gu'on admette, dans
Texdeution des programmes, une certaine souplesse sur le fond et une grande
souplesse dans ia forme. Ce principe semble admis en géndral mais ia réussite
de la réforme dépendra en définitive surtout de Iz Hbered réelle des maltres
qui est cenditionnée, d’une part par les aptitades développées en eux par une
information et un recyclage appropriés et d'autre part par M pression du
milien socio-professionnel, Or, sur ces derniers points Ia tiche A accomplir
est immense ¢t ¢st 3 peine commencdée.

De Pambition de Penseignement traditionnel.

Admettons que, passé I'ige de 11 ans, n'importe qui puisse apprendre
w'imports quoi, avec suffisamment de temps ef des méthodes approprifes,
8'il en a vraiment o ddsir. Cela expliquerait que "enseignement {raditionnel
des mathématigues ait survéee ¢f longtemps sans que 'on constate une faillite
totale. Congu en partie pour une élite et en pritie pour la foxmation pratigoe
d'un certain fype de citoyen, les maitres ont éssavé en vain de concilier I'in-
conciliable, en cherchant & appuyer les pratiques sur les theories, Ja réflexion
et le raisonnement, Motre expéricnce actuelie nous permet d affirmer, contraire-
ment peut-Btres aux apparcness, que nous tentions d'expliguer Pamtomobile
avant la brouette, ou si 'on peéfere la strucixre suclidienne sur les véels avant
la structure de grompe! A quoi abontissait en fait notre enseipnement? A
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apprendre A se servir d’une automobile 4 des gens qui n’auront jamais I'ocea-
sion d’utiliser autre chose qu'une bicyclette! Remarquons bien dailleurs
que cet enseignement fondé sur le pewrquod n’aboutissait le plus souvent
qu’A une réussite sar le comment : conséquence inévitable de la complexité
des notions considérées.

Enseignant, dernier artisan,

I ne s’agit pas ici de dénigrer Partisan, mais de gonstater que eelui-ci
est pratiquement condamné dans notre société qui invente ehaque jour des
techniques plus rentables que les siennes. Or, si nous n’y prenons pas garde,
la partie la plus importante de notre enseignement et celle qui est 3 premiére
vue la plus efficace, est I"apprentissage de techniques que nous qualificrons
d’artisanales, abandonnées partout, sauf & I'école et par certains bricoleurs
peu évolués durant leurs loisirs! C'est, par exemple, le eas pour un certain
genre de calcul numérique que les calculatrices mécaniques ou électroniques
rendent caduc. Il ne faut pas d’ailleurs en déduire que le calcul numérique
sans machine doive disparaitre de notre enseipnement mais seulement qu’il
faut le concevoir tenant compte de cette évelution.

De la vanité des programmes en général.

Nous ne contesterans pas quactuellement les programmes comme les
examens scient un mal nécessaire au miveau de toute formation spéeialisée.
Au niveau de la formation générale du premier cycle ne serait-il pas possible
d’évoluer vers une suppression de ces maux et de leur nécessité? Observons
qu’'a ce niveau précisément, il devient trés difficile de trouver des critéres per-
mettant de choisir avec quelque certitude les connaissances ou les techniques
qu’il conviendrait d’apprendre en priorité. Comment déterminer ce qui est
vraiment fondamental ou le plus utile au plus grand nombre? Quant 2 la
culture elle va résider sans doute beaucoup plus en mathématique, dans la
capacité de Phomme de se servir des machines et surtout de réaliser ce qu’elles
sont incapables de réaliser que dans son aptitude a faire plus lentement et
moins sirement le travail des machines. Peut-8tre nos éléves pressentent-ils
eela micux que nous lorsqu’ils montrent si peu d’enthousiasme 4 apprendre
par ceur ce qui est dans les livres ou les mémoires d'ordinateurs, ol ils savent
pouvoir le trouver si un jour ils en ont besoin pour une tiche séricuse. De
méme lorsqu’ils oublient si vite ce qu’il fallait apprendre pour I'interrogation
du lundi. Peut-on leur reprocher aussi de s¢ désintéresser de I’apprentissage
dune technique lorsqu’ils constatent que, quoiqu'ils fassent, ils resteront
dans cette technique beaucoup plus lents que plusieurs de leurs camarades
mieux doués, ou qu’ils ont conscience que cette technique est déjd dépassée?
Mais alors que faire?
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Des nombres ot de la géométrie comme base de Penseignement
général. _ '

Dans jes anndes qui vienneat nous constatorns que Ieés programmes du
premier cycke ne seront pas profondément bouleversés. Les nombres et {a
glométrie en constituent apparemment toujours essentiel avec une timide
apparition des ensembles et de quelques notions de logique ¢f sur les gronpes.
La mathémstique daviousd’hui s'applique ua peu dans tous les domaines
et se trouve aussi presque parfout, mais { faut reconnaitre que nous sommes
pen habitués & la voir ailleurs que dans ls domaine traditionnel. De plus,
sans faire appel 3 un matériel cofiteux ou encombrant ou & des connaissances
spécialisées, peut-dtre est-il difficile de trouver des domaines aussi favorables
4 Tlenseignement, méme réformé, que nous souhaitons mettre en ®uvre.
Mais, dans ces conditions, i conviendrait de ne plus considérer les nombres
¢t la géoméirie comme des buts, mais comme des movens dont le privildge
t'est plus absolue, s lors de nombreuses régles, de nombreux thiorémes
ou définitions devienment relativement accessoires of peuvent ne plus ére
appris, ou oubhibs sans inconvénient; il en sera de méme pour la plupartdes
techniques. Paradoxalement un probléme ne sera inféressant que dang ia
mesture ol son étude rend Péidve capable de résoudre ceuz qui ne lui res-
sembient pas! Paradoxalement aussi il sers soubaitable d’abandonner en
général Papprentissage d'un méeanisme au moment o "éléve commence 4
le maitriser et, devenant une machine, n'a plus & réfléchir, Bicn siir cela n'est
guére compatible avec les examens de type traditionnel qui jugent essentielle.
ment de Paptitude du caadidat 4 résoudre rapidement quelques problémes
types dont Pintérét géndral parait aujourd’Imi trés douteux, Comme les maifres
Jouent un rdle essentie]l dans le choix des sujets €t la correction i doit dépendre
d’cux que cela change progressivement.

Perspectives d’avenir.

Phutét que de faire ici un exposé, fastidieox pour tous, de réussites ou
d’échecs déja observés dans nos tentatives beaucoup trop particlles pour &tre
trés probantes, essayons d'indiquer les dangers qui guettent le maftre et les
avantages qu'fl peut espérer exploiter dans I'évolution amorcée. Il peut en
effet sortir du meilleur ou du pire de ces nouvesux programmes de Quatridre
et de Troisidme. Du pire, si oo s'engage inconsidérément en Quatridme dans
fes nombres sans se fixer de Hmites précises. L’apprentissage des techniques
du caleul, co effef, se sera jamais fini, Certains éRves retombent pendant deg
anndes et périodigquement dans les mémes confusions, d'autres restent mal-
habiles, lenis ou étourdis. Si oo insiste trop, on peut décourager des éléves
suscaptibles pourtant d¢ bien réussir en mathématique par la suite; & on
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s'attarde et si on répdie ¢'est une perts dhun temps précieux pour fa plupart.
Dans le domaine du caleul numérique ou litbéeal, ontrouve 4 1a fois des justi-
fications de régles et des théozdmes qui se prétent bien 3 Pinitation aux démons-
trations raisonnées mais de nombreux antres gui ne 'y prétent pas du tout.
Or, i semble également fachenx d’intarcaler constamment, au milien d’énoncés
démonirés, des énoncés adinis parce quon ne peut §'en passer et que lenr
démonstration gst trop compliquée pour nos éléves. Mous pensons méme
qwil faut absoloment éviter les pseudo-justifications intvitives ou partion-
litres de tels énonods car les £léves nont dé&ja que trop tendunce & v faire appel
ou a s'en contenter. Du pive aussi, si la géométrie devient essenticiloment de
fa géométrie analytique. A premiére vue celz ¢st pourtant trds sédvisant car
fes &ldves parviennent 3 résoudre ainsi de nombreux probimes avec un ming-
mum de connaissances, d'effort cérébral «f de réfiexion. Cefte économis ot
cette facilité ont apparemment un grave revers : les &ldves perdent le plius
souvent de vue I'origine du problidme, les démarches logiques ot 1a signifi-
cation des réanltats, éiéments qui semblent pourtant les plus importants pour
ceux, les plus nombreux, qui ne se spécialiseront pas dans un fel domaine.
E& medlienr peut en sortir, par contre croyons-nous, si on profite duchangement
pour retenir surtout les hignes de force des nouveaux programmes, Indépen-
dgmment de Phabiliage relativement classique qui & étd conservé et de toute
signification concrite exclusive trop particulidre. Ces lignes de foree sont
les bijections, les groupes, fes corps ordonnés, et certains espaces vectoriels,
affines et ewclidiens de dimension 1 ou 2 essentieflement. T se s'agit pas de
rempiacer dtode d'une thforie particulidre par l'étude des théories plus
générales qui la contienneat, mais d’élargic "horizon de nos €léves en faisant
appel souvent 3 J'autres exemples, généralement pius simples & embrasser
dans leur ensemble, des structures 2o guestion, irés souvent des structures
finies. D iels exemples ont comymencé & &re découverts et utilisés avec un
grand profit ces dernidres ansées. Comme lour intérét est surtout pédagogique
et limité sans doute & on niveau bien déterminé un travail important de
recherche reste & faire dans ce domaine, Usne collaboration étroite entre des
spéeialistes de ces structures, parfois encore en vois d'élaboration actueile-
ment, et des maitres du premier cycle ayant quelque imagination pour trouver
et mettre au point des exemples adaptés aux éléves paralt, soit dit en passant,
une ticbe d’un intérét certainement considérable.

Formation du raisonnement logique
et & Pesprit de In mathématigue contemporaine.

La véritd mathématique est une weritd hypothético-déductive de structure.
I>'une certaine fagon, cela signific que la certitade mathématigue porte davan-
tage, sinor essenticement, sur les relations d'inférence enire diverses pro-
positions A l'intérieur d*une théorie déterminée que sur Is vétitd, toute relative,
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de ces propositions. Ce fait parait primordial pour une formation fogique et
mathématique vraiment moderne. Or le rdle histotique de ia proposition
d’Euclide montre déj2 que les domaines traditionnels se prétent mal A com-
prendre ce fait; il a fallu prés de depx millénaires, en effet, anx mathématiciens
pour découvrir les péométrics mon euclidicnmes et, ainsi la refativité de la
véritd de Ia famense proposition. H et bien évidénit que ce test pas par cet
intermédiaire que nous pourrons faire comprendre & nos Sléves du premier
¢ycle ce qu'est un axiome ef une théorie on une structure, ou simplement
une vérité dans la methématigue contemporaine, ¢t comment on Is démontre.
Pour y parvenir il faet trouver et utiliser ¢ autres familles de structores, appa
rentdes comime les diverses géométries suclidiennes et non euclidiennes, mais
beaucoup plus simples et dont on pewut avoir une vae d'ensemble en guelgues
heures. Novs pouvons affirmer qgoe ces stroctures existent et sont utilisables
AU niveau qui nous occupe, si on aceepte, 1 anssi, d’ovvrir notre horizon sux
strochires finics en particulier. Id ne s°agit que d’appliquer aux structures un
vieux pringipe pédagogique qui veut gue, pour micex faire comprendrs I'énoncé
du type : ia conjonction de &, & ¢t ¢ entraing 4, on donne dez exemples ol
a, b, ¢, ne sont pas simultanément vérifiés, et o on oheerve Pisfiuence que
cela peut avoir sur 4 A notre dpogue, ne vaut-ii pas mieux, au nivesu du
premier cycle, former nos éléves A situer une rigle ou va théoréme dans le
contexte of ils sont valsbles et & ne pas les considérer comme des vérités
absohues, méme si, en contre-partie, nous devons les entrafner moins biea
3 uptiliser certaines e ces régles on théordmes dune fagon mécanique ot
réflexe?

Mous demandons an lectear de nois exeuser §'dtre autant restd an niveay
des généralités; cela est, avouons-le, en partie volontaire et en partie une
nécessitE. Volontaire, car le principal probléme gue devront résoudre les
maltres, dans les anndes qui viennent, sera le probldme de choix de ce qu'ils
retiendront pour constituer leur enseignement parmi wne documentation qui
deviendra progressivement vaste ot varide | manucls scofaires, émissions de
wélévision, fiches d'éléves, publications pédagogigues diverses. En effet, ce
probléme a d&ja &té le probidme principal dany noire expérimentstion, alors
que nons ne disposions pourtant que J'une documentation redativement
beaucoup plus réduite. Essayer de dégager guelques critdres pour un tel choix
aous a semblé, de ce fait, aussi important que de contribuer & acoroitze "em-
barras de ce choix en enrichissant la dife documontation. Nécessité aussi
car les documents les phus réussis que nous avons pu réaliser ont d&ja été
publiés ouv diffusés voire repris et améliorés par d'autres. Nous indiguerons
gependant quelgues thémes qui méritent notre atiention et que nous avons
déja utilisés avec succds, on regretsé de nie pas I'avolr fait davantage eb plus 81,
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Quelques thémes qui méritent d’étre exploités.

A puetie de In Sixidme : en laison avec les diagrammes de Veon et
de Carroll tableau (vrai-faux ou 0-1) d’eppartenance des &léments d'un réfé-
rentiel & diverses de scs parties; illustration par des cartes perforées; démons-
tration de quelques égalités ensemblistes par ces diverses méthodes, Exemples
de compositions d’applications et de bilections ¢ de groupes de bijections
{A & $iéments au plus pour fizer les idées). Exemples de classification des
objets d’'un référenticl selon certaines de lenrs propriétés, cas des partitions,
en utilisant des tableaux rectanguiaires ou des arbres.

A partir de I Cinquidme : notions ser ks connectewss logiques par
les tables de wérité et sur les gquantificatenrs; propriétés et classification de
certaines relations par les propriftés ensemblistes de lvors graphes (cela pent
conduire A utiliser des définitions inhabituelles). Exemples de groupes opérant
dans des ensembles 4 partir, en particulier, de machines engendrant certaing
changements d’états d’nn systéme physigue. Exemples d’annezux d'endo-
morphisme de groupe commutatif 3 partic de télécommande avec relais, ds
telles machines. Par ce procédé il semble que I"on puisse introduire de fagon
trés concedts les anneaux o corps A 2, 3 ou 4 éléments ¢t peut-Stre quelgues
espaces vectoriels ou modules trés simples (les endomorphismes du groupe
de Kkein semblent trés intéressants 3 ce sujet). Préparation 3 la géoméirie
affine par un premisr contact avec les plans 3 4 ou 4 9 points et les axiomes
comuns avec ceux du plan usuel

Remargue. — Contrairement 3 c2 qu'on pourrait penser ou dtre tenté
de faire, il est préférable de placer, le plus souvent, ces exemples de structures
finies avant Pétude des stroctures classiques apparentées car efles sont plus
simples, plus concridtes et permetient de comprendre la signification etPin-
trét ces axiomes commums, comme principes de base indépendamment
d’une signification concréte particuliére. C'est un tel procéddé qui peut per-
mettre de partir en Guatridme sur la potion de nombie en admetiant essen-
tiellement qu’il existe un corps commutatiil ordonné « contenant » les naturels
ou les entiers, ez éldves étant préparée 3 comprendre une telle affirmation
sans gu‘on ait 3 Maceompagner de justification dounteuse ou génératrice d'idées
fausses, -

¥an Qmatritme : =2 ¢lle a é¢ préparée suffisamment on pevt exploiter
assez systématiguoement la notton de groups en pboméirie comme en alptbre;
centrer Fétude de la géométrie autour des groupes de transformations {dilata-
tinns, homoihéties, translations, bijections affines d'use droife) semble possible
et présenter des avantages sérisux. Introduire ke corps des nombres d'une
geométric afine A partir des homomorphismes du groupe des trauslations
conservant les directions, on si Pon préfére des homothéties vectorielles,
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procédé que nous avons utilisé aver succds, permet de développer efficacoment
Vessentiel du nowvean programme en équilibrant la part do numérigue et
de Ia géométrie sans réduire cette dersidre A I géométrie analytique. Cela
permet aussi des analogies entre ane ou dsux géométries finins et la géométrie
affine usuelle. Cela donne beaucoup de cohérence & P'ensemble tout 2n limitant
les propositions admises & un petit nombre, les premidres irés simples 3 forme
geométrique et les dernitres 4 forme plus algébrigue gui n'interviennent gue
forsque les éidves ont acquis i maturité suffisante. Malgeé les fAtonnements
ct pertes de temps indvitables d’une premidre expérimentation, nous constatons
que dans les classes gui ont utilisé cette progression, 2 Ia fin du second trimestre
de 1a classe de Troisiéme, I'étede du nouveau programme du premier cyele
est presque achevée. Poarfant, nous avons utilisé des méthodes assez lentes :
fe travail des éi2ves en classe, par groupe de 4 ou parfois de 2 selon des dires-
tives plus ou moins détailiées présentées souvent sur des fiches remplagant
fréquemment e cours niagistral,

En froisiéme senlement : la géométric métrigue sclom un procsdé trds
proche de celui indiguéd daps le nouveau programme.

Conclusion,

Nous avons conscience de laisser lo lectenr sur sa faim, Mais il est
impossible de renouveler un enseignement modsié au cours de plusiours siécles
aprés une oxpérimentation d'un an dans chaque classe menée par quelgues
dizaines de professeurs. Nous espérons simplement gue wvotre travail aidera
nos colldgues dans les orientations et les choix des années qui viennent. Nous
croyens & Ia mathématique moderne pour fous parce gue nous somNes pes-
suadés anjoerd’hui que ¢o qui est général 25t plus simple et sera plus formatenr
et plus utile su pius grand nombre sans &ire obligatoirement plus abstrait
que ce qui est particulier. Mais la mathématique moderne ¢5t née ot s'est
développée danis wa milieu trés spécialise et on trouve, maintenant ensore,
plus facilement des théories des enserbles ou des groupes pour étudiant
bien dond gue des situations familidres ot des progressions propres 4 faire
saisir, 3 de jeunes léves, ces notions sans les dénaturer. $’adapiation néces-
saire A chague nivean va dépendre, pour 'essentiel des professeurs gnseipnant
A ce niveay, Nous pensons que la tiche de chacun d’eux sera facilitée si elie
peut s’accomplir & Pintérieur de petites &quipes elles-mémes en relation dans
ia cadre d’organisme plus vaste comme FAP.M.E.P.
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Indications bibliographiques

Remargqaes préliminaires.

Par sa conception, ce Bullerln spécial est ceniré sur 1a mise en application du
pouveau programme de Quatribime tel que polémiques, oppositions, avitars ¢t
conciiation finale 'ont fait, Cela ne signifie pas gue les maitres enseignant dang
cette classe doivent s'en tenir sirictement 4 cette documeniation, Daberd, il ¥ a
beancoup de manuels of il y en agra Q'autres, Ensuite il ¥ & des ouvrages de toutes
sortes dans lesquels chacun puiscra Jdes iddes. Nous tentons de rappeler ci-dessous
coOUX gqui nous pargissert susceptibles de rendre sarvics aux Colldgues.

Tout choix est arbitraire; ROUS en sommes conscients. Aussi bien I"omission d'un
Htre ne signific aucunement jugement réprobatif,

D méme, toute classification a sa part darbitmire. Nous distinguerons
cependent les ouvrages par dos signes

1. Owyrapes divers.

) Considérations génédrales sur enseignement ou lez principes de la réforme,

YV Duvrage dang lequel Ie Jecteus tronvers des suggestions pour la rénovation
de son enseignement.

7] Manuel {pour telle classe indiguée).

* % Ouviages pour la formation mathématique des maltres (* fes pluy dlémen-
{aires, *** d'un niveaw dlevéd),

ADLER,
1* Mathématique Paforrd hei (Q.C.D.1.) Promidre initiation; exercicss avec
corzigds; ivaduit de américain,

ALEXANDROLE

2% Durcduction & I thégrie des groupes (Dunod). Une présentation Slémentaine,
flustpée do pombreux exemples, par up grand mathématicien gui & su étre
simpke; traduit du russe,

Bouwvier

¥* L théorie des ensemnbles (PULF.). Sous fe petit volume dun « Que sais-jo »,
notre Collégnes de FIRE M. de Lyon doasie un exposé « nalf » mais irés
complet allant jusqu'a In démnition des cardinsux ¢t donmant poar finic
des apergus sur 4o axiomatiques de Ia théorie des ensembles,

Carroit (Lewis)
4*  Logigue sans peine (Hermann), Par Vauteur d'Afce aiw Pays dex Merveilles,
s clagsique recomrandé,
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¥

Caoguer {(Gustave) “

L’enseignement de ln géombtrie (Harmann} Pr&sen:atim #une ammmqm
qui a inspivé, de plus on molns prés, les rddacteury du progranuse 1971 de
Quatrié

CoLomp et GLAYMANN

Logigue, enserbles ez cartes perforées {O.C.D.L.). Nombieuses ausgcsnuns
dexercicoes.

CoRNE et ROBINEAY

Les mathématigues nouvelles dans rotre vie guotidierre {(Casterman-poche).
Dies exsimples suggestifs.

DecaiLior {A-M.)
Cahiers marhémutigues (Mouton et Gauthier-Yillars), Ioux volumes d'exer-
cices avec corrigs; suggestions pour des exervices.

DEDRON ot ITARD

Mathdmarigues e: Mathématiciens {Magmard), Des idées précises sor Phis.
toire des mathématigues de base & partir de I'apalvse de texies Driginaus.

Diznes (Z. P)
Comstraction des mathématigues {P.U.F.).

Comprendre la mathématipee {0.C.D.L.). Dans ces deux ouvrages, auteur

sxpose sa théorie de 'apprentissage mathématique of Pillustre d'exem
e particulier, dans I Z& é&dition frangaise du premier Hvre, on lira ce: qui
concortie Penseignement de Iz géomdéiric of on le rapprochera deo

DiENEs ef Goubing
Liy pométrie par les transformations.

Damsonx M)

Etude intuitive des ensembles (Dunod).

Algébre (Dunod). 1es deux ouvrages sont &crits pour der jeunes éiéves tsls
que ceux du promicr oxcle secondaire,

Dueoerr (Evariste)
Apprentissage mathémarigue (Sudel), Ouvrage spécialement éorit pour fa
formation permanenie des mailres.

Duvskt, GAUTHIR, GLAYMANN
Travaux pratigues de mathématiques (0.C.DL} Trois recucils de fiches
contenant de nombreux exercices.

FAUVERGIE ¢f BRIANQON
Initiation & la movhématique moderne (Hacheite), Proux volumes pour la
FPM,
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Frercrer (T)

L'apprentissage de la mathématigue aufeurd*hui (O.C.D,L.). Oumg eo!lectzf.
graduit de Panglais, spécialement recommandé pour la richesse des aparvus
4v’il propose.

Gavion (B}

£Le langage mathématique (OC B, L) Ouwage collectif sur an sujet qui est
au centre des préoccupations des pédagogues.

GLAYMANN ef JANDOT
Apprentissage die calcal numibrigue (O,C.1.1.), Bien gu'une circulaire miniss
t&nclle récente sur lo sujet préte, selon Io lecteur, & sourire ou A phwrr,

tous les Colldgues apprécicnt les ouvrages kur proposant, comme ces
60 fiches, des exercices utifisables.

KAUPMANN

" Des poinis «F des fleches.,. Ia t#énrfe des graphes (Dunod),

KInayrsManN

Méthodey nurérigpes (Hermann), Avec nombrenx exercices corrigés; livre
recommandsd pour la FP.M.

LABDRDE
TFables randriguss de fonetions Slémentaivey (Dunod). Les plus complites

© et les plug récentes.

3V

%.
e
26%

I

28

%0

0V
) LAvS

Lucas
Rberdatlons mathématiques {Blanchard), Quatre volumes,

Pary (G)

Groupes {Dunod).

Groupotdes {PILE).

Le premigy enseignement de Punalyse (Eyrolles),

PicaRD (N.)
Mwmthématique o jeux d'enfimts (Lasterman-poche).

PoLes {R.)
Notions de mathématigue raoderne (Delagrave).

Revoz {A.) )
Muthématinne moderne, mathématigue vivante {0.C.D.L)

STEINHALUR

Mathémuatigues en ingtanyandy (Flammarion).

Lant probldmes (Gauthier-Viilars).

Teux ouvrages traduits du polonais, riches en sugRestions.
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WarLusivska (G.)
Pourguoi une mathématigue moderne (A. Colin).

WaRvsFEL (A.)
Les nombres et lewrs mystdres (Le Seuil).
Les mathématiques modernes (Le Seuil),

2. Pour [a formarion permanente des maltres.

A des ouvrages déjh cités plus haut, nous ajoutons, sous la mention spéciale
F.P.M.,, soit les publications de I'A.P,M.E.P. dont ¢'est le premier but, soit quelques
ouvrages spécialement recommandés (méme s'ils sont d’'un niveau élevé.

LAY

6V

37

B’ O

39#‘

40+

419

42 0

43+
44.

Bulletin de I'A.P.M.E P., parait ¢inq fois par an. Organe national de 1’asso-
ciation ouverte A tous les maitres de I"enseignement public « de la Mater-
nelle 4 I’Université ». Rappel : n° 269-270 de 288 pages, « la Marhématique
en Sixiéme par ceux gii lenseignent » (prix de ce n® spécial, 10 F),

Chantlers de Pédagogic Mothémotigue, six cahiers de 32 pages par année
scolaire, bulletin de la Régionale Parisicnne de I'A.P.M.E.P.; I'abonncment
10 F, C.C.P, Paris 25-108-63 au mom de la Reégionale Parisienne de
I'AP M.EP. En préparation : un numeéro spécial sur « préparer la réforme
de I'enseignement du premier cycle ».

La mathématique parlée par cenx qui Penseignent, dictionmaire sur fiches
élaboréss par la Commission du Dictionnaire. Edition 1967 (A) : 25 F.
Suppléments ; Millésime 1968 (B) : 4 F; Millésime 1969 (C) : 5 F. Edition
1969 (AU BuUC) ; prix 32 F.

Charte de Chambéry, 1969, 1971, 1973, 1976, 1980, ... Etapes et perspectives
de la réforme, octobre 1968, 32 p.; prix 2 F.

A. et G. REvuz : Le Cours de I'A.P.M., tome III, Eléments de topologie,
250 p., pux 27 F.

L. Guerser et P.-L. HENNEQUEY

1° Initiation & la siatistique (240 p.; prix 25 F, cartonné 30 F);

2° Imitintion aux probabilités (232 p.; prix 25 F, cartonné 30 F),

J. ItanD : Metérianx pour Phistoire des nombres complexes, 32 p., prix 3 F,

Premidre étape... vers une véforme de Penselgnement mathématigue dans les
classes élémentaires, 48 p., prix 3 F,

F., FRENEEL : Angles, 32 p., prix 3 F,

1. Aopa et W. Favee : Eldmenis de logique pour servir & Penselgnement
mathématique, 52 p., ptix 4 F.

N.B. — Pour toutes les publications de I'A.P.M.E.P. (u** 35 et 37 & 44)
utiliser le virement postal Paris 5708-21; envoi franco.
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Anyx ouvrages précédents, édidy au peix cofitant par PAPMEP. sont venus
s'ajouter des ouvrages 4 so procurer daps les librairies. Malgré levrs prix souvent
plug Slevés, nous citons ceux qui nous paraissent spécialement dignes de figarer dans
kes bibbothdgues des professeurs (et en particulier celles des étabiisserrents).

ARTIN
45%%%  Algddve plomeirigue, 212 p., Gaunthier-Villars, &dit,

CaRocper (L)
46***  Cours danalyse, tome I Topologie, 318 p., Masson, &dit.

DasUDONNE (1)
47%**  Elments damafyse, 1 volumes, Gauthier-Villars, édit,

AB*S  Alzibre Bndaire et péoméirix dlémentaire, 224 p., avec ds nombreux exercices,
Heemann, &dit.

Dooser (1)
49*%%*  Cours du premier cycle, 2 volumes, Gauthier-Villars, édit.

GLARSER {(5) .

50%%  Moathématiques pour P'édve professenr, 204 p., Hermann, &dit. [Ouvrage
spérialement congu pour les maltres do second cycie secondaire mais pou
vant étre fort utile pour ceux du premicr, Sommaire ; 'activité mathéma-
tique; t¢ langage mathématique; stience de la démonstration; théorie deg
ssembles; questions métrigues of topalogiques.)

Gooesert (R
%% Cours d'algdbre, 664 p., avec de nombreux cxerckwes, Hermann, &dit,

Mac LANE ¢t IMREHOFF

S2eew  tiedbre, Tome 1 ¢ Structures fondementales (308 p.). Tome 2 © Les graads
théorémes {344 p.), Nombreux exercices, Teds bomne traduction de Paméri-
cain par J, WEL gui & 3u ajouter des notes fort utiles au lecteur franguis.
Gaunthier-Viliars, &dit.

Scawartz (L.)

s3ver  inalyee. Denxidme partie : Topologie génfrale et analyse fonctigmmelle,
432 p., Hermann, 4édit. {Développement et nouvelle rédaction du Cours de
Polvtechnique qui intéressera les majtres.}

Zicron (R}

84%*  Vopr Jes struciures, nouvelle pédagogie des mathématiques, un volume de
200 p. environ & paraitre en 197§, rédigé par des animateurs de LR EM.
de Lyon, Hermanp, édin

o GBS e
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3. Revues.

Pour finir, nous donnons les titres de quelques revues intéressées par Penseigne-
ment des mathématiques et gui pomront 8re consulides dans jes bibliothdques dex
établissements (2 condition de les y faire abonner). Pour celles qui intéresseront
spéciafemont e lecteur, nous sommes & sa disposition pour Ini donner des réfdrences
plas précises dont i anrait besoin. ’

I

IL,

1,

VIL

VEL

.

Les Cublers Pédagopiques &lités par la Fédération des C.R.AP. somf ks
héritiers directs des « closses nouvelles ».

L' Educatenr ost Ia tovue mensuclle de PLC.EM. Pédagogie Freinet, Nom-
breux ¢ahiers spécinlisés, BT ou BTS, dont certains directement inspirés par
Ia piforme au premier cycle.

. Ediwationgd Studiey in Mathematics, &dité par Je ¥ Frovpenmaal de 1"Uni-

versité d'Utrecht.

I’ Enseipnement mathématigee &&ité par Plnstitut mathématique de PUni-
versité de Genéve.

. Mathematical Gazette, 4 numéros par an, éditée par the Mathemnatical Asso-

ciation de Grande-Hretagne,

. Meatkematica ef Paesdagopia, revis trimestrielle de la Sociésé Belge de Pro-

fesseurs de Mathématiques.

Mathématiues et Sciences humuines, tevue trimssicielle édifde sous la direction
de nos Collegues M, Barsot ¢ G. Th. Guaosaup.

The Mathematics Teacker, revee mensucile du Consell national des Profes-
seurs de Mathématiques dez U.8.A.

Mathematics Teaching, revoe trimesirielle de I"Association of Teachers of
Mathematics (A.T.M.) de Grands-Bretagne, Une des meifleurss revues du
gonre,

-5, — Je receveai wolomtiers touwtes observations sur cetie bibliegraphie

mcompiéte et partiale. 1) faudrait tout lire, mais un lecteor 0’y suffit pas. 11 faudrait
tout citer, mais une revye n'y suffirait pas.

G. W

Prinied in France Le Dirccteur de la gublicaiion: P. ViIS810
FD - Imp. Alenconnslse, BB, 57, 61-Alesgon - DEpat i8gal 1971 ; 9.457 - CR.P.E, 35.9%
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