
• • 

Direction d'un vecteur non nul.  
Multiplication d'un vecteur par un nombre réel. Propriét<ls.  
ExercilleS de cak:uJ _toriel : médiane d'un triaogle.  
Deux vecteurs de directions distinctes étant donn<!s, tout _teur est d'une  

maniére et d'une seule combinaison linéaire de IleS vecteurs . 

• 

Les réels en Quatrième 

Expose de B. DEHAMl! 
(stage des expérimentateurs en Cinquième. Poitiers, 11-12 mars 1970) 

l, Pourquoi introduire les réels en Quatrième. 

1.1. Si on envisage le premier cycle comme un cycle d'initiation, comme une 
preparation aux études de second cycle et aux études supérieures, il importe de Cami-
liariser  les  élèves  de Quatrième avec  les  structures  matbématiques  dont  ils  auront 
besoin  à  partir de  la  Seconde  tant  en  mathématiques  qu'en  physique.  C'est  dans 
cet esprit qu~on peut concevoir rapproche intuitive des réels en Quatrlême; il ne s·agit 
pas d'une  théorie des  réels,  mais d'une série d'exercices destinés à développer chez 
les  élèves  une  intuition  correcte  de  IR. 

Les difficultés  pédagogiques  de  l'introduction  des  notions  d'analyse  dans  le 
second cycle  (notions  de  limite,  de continuité,  de  borne  supérieure)  sont  dues  non 
seulement  à  un manque de  familiarisation a_ les  notions  logiques  sous­jacentes 
(quantificateurs)  mais  aussi  à  un  manque  de  familiarisation  avec  l'e1re  mathéma-
tique  (IR ou  JR') auquel  s'appliquent  IleS  notions. 

Un enseignement préparatoire à l'enseignement de l'analyse ne peut pas se borner 
à des exereices de logique pure et à des études de structures finies; un contact intuitif 
avec l'infini, sous ses différents  aspects, est indispensable. Dés la classe de Quatriémc, 
les élèves peuvent manipuler des suites infinies et distinguer entre deux  suites égales, 
deux  suites  égales  jusqu'à un  certain  rang,  deux  suites  èga!es  à  partir d'un  certain 
rang;  ils  ont  maintes  fois  l'occasion  d'utiliser  la densité  de  If) dans  IR (ou  de  fJ 
dans!V), de se rendre compte que dans mou dans IR un élément n'a pas de successeur 
immédiat,  etc ... Tout cela  se  fait  sans  théorie  (donc  sans  vocabulaire  spécialisé)  : 
ainsi, dans cette initiation à l'analyse, la difficulté conceptuelle apparaît seule, séParée 
de  la  difficultè  des  notions  logiques  sous­jacentes. 

1.2.  Si OD  pens. aux élèves les moins doués pour lesquels le premier cycle débou-
che sur la vie active, le calcul numérique doit occuper une place importante dans 
l'enseignement  des  mathématiques  jusqu'à  la fin  de  la Troisième,  L'introduction 
des  réels en Quatrième motive,  dans cette classe,  la poursuite des exercices de calcul 
DUIl1érique  (à  la  main  et  il la machine)  entrepris  dès  la  Sixième. 

Aux exereices traditionnels mettant en jeu « Jes quatre opérations ) s'ajoutent 
des  exercilleS  d'encadrement,  de  calcul  d'erreur,  aptes  à  développer  cbez  l'él~vc le 
sens  du  numérique (ordre  de  grandeur,  préeision  d'un  résultat). 
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2. DéfIoitioos axiomatiques de IR. 

Bien que l'introduction des réels en Quatrième ne soil qu'une approche inlllitive, 
il est utile de savoir sur queUe« théorie des réels » déboucl!e œtte introduction. 

Les constructions delR (à partir des suites de Cauchy ou des coupures de Dede-
kind)  peuvent  être rése<v6es aux  spêcialistes.  Pour les  utilisateurs  de  IR (analystes, 
physiciens, probabilistes, etc .•.), une définition axiomatique suffit  : les axiomes 1 et 2 
ci­dessous  permettent  de  démontrer  toutes  les propriétés  de  IR, le  seul  théoréme 
que les «non spêcialistes » doivent se résigner à admettre est qu'il. sont DOn contra-
dictoires  et  qu'ils  définissent  une  structore  à  un  isomorphisme  près. 

:z.I.  Une  déllnldon  axiomatique  COIJIIIII)de  an  niveau  du  seeoIId  cyde. 

1 Axiome  1 1 IR, muni des lois internes notées + et  x, et de la relation binaire 

notée <. t est un corps commutatif totalement OI'dolflté. 
Cela signifie que (IR, +,  x) est un corps commutatif, que la relation';; est une 

relation  d'ordre  lotal  dans IR. et  que 

~EIR,~EIR.~elR. a';;b~a+e';;b+e 

Va eIR, 'lb ~IR, 'le -IR, a';;betO';;c~ae';;bc 

Co1lS6qlltlnœ. de l'lJJC/ome 1 • 
. TfJUI carpI CDmt1IUlO1Ijtota/e""'nJ ordDnné K cont/enJ lOI sous-corp./somorphe Il f2. 
Le principe  de  la  démonstration  est  le  suivant 

1)  le  c::an'6  de  tout  élément  est  positif  : 
En effi:t,  si  a ;;. 0,  aS  ;;. 0 

si  a ;;'0, aS  = (-a)' ;;'0; 

2)  l'élément  unité e est  strictement  positif  : 

e = e";;'O 

Or,  dans  tout  corps,  e,* O.  Donc  e > 0;  

3) "H'" (= e + e + e + ... + e) est  une  injection  de Z  dans  le corps K.  

En effi:t,  " 
3e > le,  etc•.• , 

et  finalement, 
..• -2e<-e<O<e<2e<3e< ... < ...... 

4)  En particulier,  V.. E  Z", ... est inversible dans K. K contient donc l'cmsemble 
f2' des  éléments  de  la forme 

(pe)(qe)-I p _ Z, q.Z. 

5) On démontre que si  ~ =$ alors  (pe)(qejl = (p'e)(q'e)-I et que l'appli-

cation de  f2 sur  fi' définie  par!
q 

H (pe)(qe)-I est  un  isomorphisme  qui  respecte 

la  relation  d'ordre. 
Si  on convient d'identifier  les éléments  de  If à  cewt de  f2 au moyen  de cet 

isomorpbisme,  on peut con.sIdéter f2 <»mIne l1li soru-corps ordonné de IR. 
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1 Axiome 2 ! Pour toute suite de segments emboîtés [a•• bJ telle que 
1 

Vp elN", 3n _lN; b. a. < p' (1) 

il ""iste un niel x et un seul tel que 
Vn • lN, x e [a., bJ 

(autrement dit, l'intersection de toute suite de segments en:tboités vérifiant la condi-
tion  (1) est  un singleton  de  1R).  .  . 

Remarque. On. peut rempiaœr l'axiome 2 par l'axiome 2' obtenu en Ie\Dplaçant 
la condition  (1)  par  . 

VpelN,  3nelN,  b.-a.<W
1 

(2) 

2.2.  Autres  défillllions aXiomatiques  de  IR. 

Les  propriétés  suivantes  sont  des conséquences  des axiomes  J  et  2  
a) fa propriété des segments emboltés  
Pour  toute  suite  [a.. bJ de  segments  emboîtés  telle  que  

V~elR·1 3n€JN, bll-D,,<I:, 

Il  existe  un  niel  x et  un  seul  tel que  
Vn • lN, x E  [a., bJ  

b)  la propr/i.té d'ArchimMe ,  
Va _ IR!,  Vb E  IR:, 3n E lN, b < na  

c)  la propriété de la borne supérieure :  
Toute panie non vide el DII\ÎOnie  de  IR admet une  borne supérieure dans IR.  
On  peut  remplaœr  les  axiomes  1 et 2  par  

Axiome  1  )  Axiome  1 
Propriété  (a)  ou  par  Propriété  (b)

)  Propriété (b)  Propriété  (c) 

IR sera  introduit comme une extension  de l'ensemble ·D des décima .. x  (les  lois 
de  composition, d'ordre, dans  IR prolongeant les lois  de composition et  la relation 
d'ordre  dans  D) satisfaisant  aux  axiomes  1  et  2', 
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Autrement dil, la définition théorique des riels en quatriême serait la suivaote 
(mals ce n'est pas sous cette fonne qu'on la pnlsentera aux 6Ièws) : 

IR est un ensemble muni de deux lois internes +, X el trlllJe relarÛ1n binaire <, 
satisfaisant à 

(Axiome i) : (m, +, x, :» est un cotps commutatif totalement ordollllé, 
(Axiome s",abondant) : (m, +, x, <) est un sous-anneau ordollllé de m. 
(Axiome 2') : Toute suite de segments enbollés [a., b.l de m vérifiant 

1 
VPElN, 3n ElN, b.-a. < ïO" 

a pour intersection un singleton de m. 

3. Les décimaux en Cinquième et en Quatrième. 

:U. TIIéoriquemeot, on peut eoostraIre 1'_11 m des dkimaux de la façon 
suivante : 

On cberche un sur-anneau de Z dans lequel toute équation de la forme 

1000x = a (n .lN, a oZ) 

a une solution (notée 16-).  
. . . a IDa lO'a  

On est condutl à Identifier 10'" 10"+1' ... , 10-+' ... et à définir sur ces élé-

ments  les  lois  de  composition  : 

a b 10'0 + 1000b 
10"  +  10' =  10"+' 

a b ab 
10"  + 10"  = 10'" 

On vérifie que l'ensemble mde ces éléments, muni de ces deux lois, est un anneau 
commutatif unitaire  contenant  un  sous.;mneau  isomotpbe  à  Z  (l'ensemble  des 

classes  de  séléments  1~)' dans  lequel  toute  équation 

10"x  = a (n .lN, a oZ) 
a  une  solution. 

Cette  construction  théorique  n'a  qu'un  intérêt  mathématique  assez  mince 
c'esl une partie de la construction de  fi. 

Mais~ si on s'adresse, comme ctest  le  cas  actuellement,  à  des élèves  déjà fami.. 
liarisés avec les décimaux et  peu expérimentés  sur les  fractions,  cette construction 
a  sur celle de  fi l'avantage 'de  la simplicité  : 

les  décimall~ sont DOtés  avec  une  virgule  (122,SI7  au  lieu  de  1~.t.17 par exemple) 

et les  règles de calcul sur les  nombres  il virgule reçoivent  ici une justification théo-
rique  très simple, qui débarrasse  le conœpt de décimal de ses artacbes avec  la gé0­
métrie  et  le  système  métrique, 

­4Si-

Bulletin de l'APMEP n°275-276 - Automne 1970



3.2. En ~ de ChIquième (011 de Quatrième). célie construction de 1) ne peut 
pas être pJisenIée 00_ une définition des décimaux (que les élèves croient déjà 
connaltre) mais peut servir de ligne directrice à une série d'exercices de révision sur 
le calcul des décimaux : 

Soit par exemple à calculer Je prodUit ces Mrirnoux  
a 2,13 b ~ 0,017  

Par définition,  
1000=213 10001>= 17  

d'où 100000ab=213 x 17=3621  
et ab= 0,03621  

L'ordre tImu 1) peut être défini par : 

x<y si et seulement si y-xEI)+,  
c'est~â--dire par :  

" < y* 3neJNllfI'(y-x)ElN, 
ou encore par :  

\ 1000y et 1000"<iZ 
" < y * 3n<iJN, 1 1O"y < 10""  

Par exemple, pour comparer 7,322 et 7,325 l, on compare leurs produits par 
10000 : 

73 220 < 73 251 
donc 

7,322 < 7,325 1 

Dans l'introduction des réels, la structure ordonnée de 1) jouera un rôle pri-
mordial. li est donc nécessaire de pousser assez loin son étude  : 

­­ compatibilité de  l'ordre avec l'addition dans  1) : 

a < b* a + c < b + 0  et  ses  conséquences 
a<betc<d""o+c<b+d 
a <b"",,-I> <-0 

­ compatibilité  avec  la  multiplication  par  un  positif  : 

o<betO<c"""ac<bc 
et  sa  conséquence 

O<o<betO<c<doO<ac<W 

­ exeœlces faisant  intervenir l'ordre large et l'ordre strict, 
­ encadrements  de  décimauJ<  (on  peut  introduire  à  ce  propos  la notion  de 

distance  de  deux  décimaux  : 
d(o; b) = la - bl). 

4.  Motivation  d'une  extension  de  1). 

Les équations  
ax = b (uE1)., b.l)}  

x' = a (a.V) 

n'ont  pas toujours  une  solution  dano 1). 
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On peut seosibiliscr les ~ à 00 problàne en commençant par étudier de 
telles ~ticma dIms le cas où elles ."""'"et des soluticma dIms 1) : notion de 

quotient exact (la solution de tu = Il est nOI6e~) et de mcine cam!e (la solution 

positi... de x' = a est notée 'fi et s'appeUe« radical de a»). 
L'équation 3x = 1 n'a pao de solution dans 1) (si elle en avait une, il existerait 

un entier 11 tel que l'équaiton 3x = 10" ait une solution entière, 00 qui est faux puisque 
10" = 3 x 333 3 •.• 3 + 1) 

~ 

L'équation x' '2 n'a pas de solution dans 1)+ (si elle en avait une, ce semit 
un décimal non entier: x = l, .•• , Col. quel que soit Je cbi:ff:re "=1: 0, Xl semit un 
décimal terminè par l'un des chiffres l, 4, 9, 6, 5). 

Pour donner des solutions il ces équations, on introduit de nouveaux nombres 

(notés ~, V2) que l'on encadre (sans justifioation) par des décimaux : 

0,333 ... 3<: :31 
<: 0,333 ... 4 

1,414 <: V2 <: 1,415 (calculs il la machine). 

Cet encadrement non justifié correspond à l'introduction tacite d'une partie 
des axiomes de IR (IR est ordonné, ct la relation d'ordre dans IR Prolo_la relation 
d'ordre dans /D). 

On remarque que les valeurs approchées par défaut figurant dans les encsdre­

ments de ~ s'obtiennent toutes en tronquant une même suite illimitée de chiffres, 

0,333 333 33~ •.. 

Cette remarque conduit à introduire la IlOtion suivante. 

S. Suites décimales ilHmitées. 

n est facile de donn.... des exemples de suites périndiques :  
17,4293293293293 ... (la période est soulignée)  

et non périodiques :  
1,202 002 000 200 002 000 002 ...  

On admet que toute suite décimale illimitée définit un nombre x et un seul. 
Ce nombre est encadré par des décimaux de la façon suivante : 

a) cas d'une suite non précédée du signe - : 
x 1,202002000200002000002 ... 

Par définition, 
1 <:x<:2 d(I;2) = 1 

1,2 <: x <: 1,3 d(I,2; 1,3) = ïô1 

1
1,20 <: x <: 1,21 d(I,20; 1,21) = 100 

etc. 
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h) cas d'mie suite p~ du .- - :  
y = -1,202 002 000 200 002 000 002 •••  

Par définition,  

-2 <;y<;-1 <1(-2;-1) = 1  
1 

-1,3 <;y <;-1,2 <1(-1,3; -1,2) = ID 
1

-1,21 <;y <;-1,20 <1(- 1,21; - 1,20) . = 100 

ek:•••••••••••••.••• 

DifféNnts types de &e:hétna.s permettent de rendre plus mtuitive eette introduc.-
tion  des IéeI.  : 

- 8ché_ à _  échelk détermÏllie (avec agrandissements ._ifs) 

1,1  1,2  1,3 1,4  1,5  1,6  1.7. 1,8  1,9  2  2,1 

12  1,3 

'~--------_:::::::::=:=--. 

- Schémas sons éCMl1e 

1,2 
,20 

1,202 
1,2020 

1,203 

1,3 

2 

- Suites décimales illimitées définissant un déci_l. 
Si on berit  les encadrements  délinis  par les suites décimales  illimitées. 

l,782oooooo~ '" 
et 

1,781 999 999 992 ... 

on CODState que ces encadtements délillissent le m&ne nombre, qui estnn décimal  : 
1,782 (les scb6mas sont  tris parlants dans ce cas). 
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On admet que ce cas est le seul où deux suites décimales illimitées distinctes 
définissent le même nombre (mis à part le cas de Q "'" 0,00 . .. ~ -0,00 ... }. 

Les nombres définis par des suiles décimales iIIin"îitées s'appelloot des réels. 
Un réel est donc, soit une paire de suiles décimales illimitées : 

{I,782~ ....... ; 1,781 992 ....... .} 
{O,~ .......... ; -",~ ...........} 

soi! un singleton de l'ensemble des suiteS décimales illimitées ; 

{0.333333 ..........................} 

Malgré cette distinction subtile entre les suites et les ensembles de suites. il esl 
commode d'utiliser le signe = ; 

x = 1,782 ~ 1,782000 ... = 1,781 ~ ... 

y = 31 
~ 0,333 333 .. , 

6. Ordre dans IR. 

Jusqu'à présent, on sait comparer les d6cimaux entre eux; on sait aussi comparer 
un réel à ses valeurs décimales approchées. On pourra comparer deux réels. quel­
conques en postulanlla transitivité de la relation < dans R ; 

SoIt à comparer 2,732 ... et 2,732732 ••.. 
On sait que ~ -

1,732 ~ ... .;;; 2,7323 
2,723 3 < 2,7327 
2,7327 .;;; 2,732 732 ... 

On en dédUIt que 
2,732 ~ ... < 2,732732 ... 

En somme x < y si et seulement s'il existe des décimaux a, b appartenant aux 
encadrements canoniques de x et de y respectivement, tels que x .;;; a, a < b et 
b ';;;y. 

Remarque. - On ne peut pas intercaler de décimaux entre 1,781999 ... et 
1,782000 .... on trouve ainsi une autre motivation de l'égalité de ces réels. 

7, Addition des réels, 
1 

Si deux réels x et y sonl encadres par.des décimaux dont la distance est l, 10' 

1~' .. "1~' leur somme est encadrée par des décimaux dont la distance est 2, 

2 2 . 2 1
W' ... , 10'" .PUlsque 10" < 10"-1' on peut trouver les encadrements canoniques 

de x + y aussi loin qu~on veut~ 
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Remarque. - On postule ici l'existence de l'addition dans .IR, le fait qu'elle 
prolonge celle des décimaux et qu'elle J!(JSIlède vis-à-vis de l'ordre les mêmes propriétés 
que dans 1). 

On peut aussi admettre sans démonstration les propriétés de groupe abélien 
de (.IR, +) et le fait que l'opposé d'un niel défini par une suite décimale (non pré­
cé<Ue du signe -) est d~fini par la même suite ~ du signe -. 

Les cas Ires simPles de l'addition d'un niel et d'un d<!eimaI, et de la soustraction 
de deux r{oeIs de même partie décimale peuvent faire l'objet d'une étude particulière. 

8. Multiplication des réels. 

Des encadrements de deux niels positifs x, Y. on ~uit des encadnoments du 
produit xy. Pour les niel. négatifs, on admet la règle des signes (on adIœt que (.IR, 
+, x) est Wl anneau). 

Le cas très simple de ta multiplication par 10" peut faire l'objet d'une ~tude 
particulière. 

Signalons l'application suivante ; 
Montrer que x = 7,fJ29029 •.. est le quotient exact de deux naturels. 

1 000 x = 7 fJ29,029 .. . 

x = 7,\119 .. . 

999x =7022 
7022 

x=-­
999 

La même méthode permet de retrouver l'égali~ des niels définis par 

1,78199!) ... et 1,782 00() ... 

9. Inverse, qllOtieot exact. 

Pour achever cette étude, ill1lUdrait montrer que les oxignncos du paragraphe 4 
(donner une solution à toute équation de la forme ax = b avec "'" 0 et à toute équa­
tion de la forme x2 Il avec a > 0) sont satisfaites, non seulement si a et b sont 
des décimaux, mais aussi si a et b sont des rêel. quelconques. 

Une partie de cette étude (assez longne) peut être repo~ à la classe de Troisiéme. 
En Quatrième, on peut se contenter de faire quelques calculs sur des fractions 

simples; par exemPle pour calculer 

on utilise la définition ; 

x = '12 
signifie que 7" = 2 

Y = 
53' signifie que 3y = 5. 
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On en déduit :  
2b = 6, 21y = 3S  

d'où 
21(x + y) =  41 

41 
x+y=n 

L"existence d~un inveru pour tolll réel non nul peut faire l'objet d'un axio~ 
IDais cet axiome ne présente d'intérêt pour les élèves que s'il est aœompagné de 
eal<;uls numériques conduisant à ('encadrement de l'inverse d'un mol défini par une 
suite décimale illimitée. On est conduit, pour cela, à utiliser des propriétés telles que 

1 1
O<a<b""O<ïi<;; 

dont la démnmtratiOD n~ite une certaine habitude du maniement des ftactiooo 
littérales. 

n D'est peut-être pas mauvais de réserver pour la Troisième ce genre d'exen:ice, 
de façon à assurer la continuité de l'enseignement du calcul numérique au cours 
du premier cycle. 

10. Conclusions et commeotairei. 

Les nombres œels sont introduits progressivement au cours des quatre années 
du premier cycle : 

- d'abord les naturels et les décimaux. positifs en liaisoD avec la mesure; 
ensuite, de façon plus algébrique. mais en faisant encore appel à des jeux, 

les entiers relatifs et les décimaux relatifs; 
- en Quatrième les nombres connus sont déharrassés du support concret qui 

avait servi à les introduire, et J'extension de JI) à IR est motivée de manière purement 
algébrique. La pratique f~uente du calcul numérique doit permetlre aux élèves de 
s'intéresser aux nombres pour eux..mêmes. Vintuition de « la droite nu.rn6rique n, 
c'est-à-dire de IR, doit se développer petit à petit chez l'é!m., ce qui ne serait pas 
possible si la notion de nombre restait attachée aux mesures physiques; 

- da!lS le même esprit, mais avec un recours plus f~uent aux calculs littéraux 
et aux démonstrations, l'étude de IR (et de son sous-<:orps f/!J sera poursuivie en 
Troisième. 

Si. comme tout le laisse espérer jusqu'à présent, cette expérience réussit, les 
ëlèves sortant de Traisièree auront une assez bonne connaissance de IR : 

pratique des calculs numériques et littéraux; 
- connaissance de certaines propriétés fondamentales correctement énoncées; 
- idée intuitive d'autres propriétés fondamentales rencontrées seulement sur 

des exemples (propriétés des segments emboltés par exemple). 

Les œeIs devront étre pour eux des étres familiers (comme les naturels pour les 
enfants qui entrent en Sixième), et les notions d'analyse rencontrées en Seconde 
et en Première (Intervalles ouverts ou fermés, limites, etc.) devront com:spondre 
chez eux. à des concepts déjà acquiS de façon intuitive. 
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Mais il ......it contrairO 1:_... :1.. p6cIqosiqIIIJ d'inIroduire préroaturé-
ment des notions  I~: ... . 

- il n'y  a· pas de  c:oœtriOAÎOll  ~ en  Quatriimo,  mais  seulement 
des ex=ices  préparaIoites  li une c:oœtrlll:tion  .wnmatiqe qui  sera  d~ ulté-
rieurement (en Socoode. .... doute); 

- il n'est pas ~ de limite  ; il  faut mler CC  mot, ainsi que les locutions 
« tend  vers ". « atIiitrairemoot pètIt ...  Mais les  ~ ota la notion de limite est 
sous­jacente <!ohmt cbDduIIlr> li _latuition COl:'RICIe de.­ notion. 

Par exeIIIflIe. il ne faudrait pas laiaG"c:roire aux 6IiNes qu'en ajoutant des nombres 
de plus en pl". petits (qui teDdom YIn 0). la _  tend \'111:8 un r60l : c'est vrai pour 

t  t  t 
l+ïii+too+"'+Ul"+'" 

mais c'est faux pour 

C'est pour éviter cc daIIi\II!c  que .les riIeIs SOIIt toQjoun  définis  au  ll\Oyen d'un 
encadrement. 

Laboratoire Mathématique ASCO 
ASCOBLOC 

Matériel  d'lnltlatlOl\ à l'étude des ensembles.  
Blocs logiques  en  plastique  massif.  In$Onore,  Incassable,  
4 formes,  3 couleurs. 2 grandeurs,  2 épaisseurs.  

MATCUB 
Matériel structuré permettant la  réalisation 
de réglettes. plaques ou cubes 
­ constitution d'ensemble 
­ correspondance terme à terme 
­ Étuôe de la  numération 
une "",chure  explicative accompagne  choque el<pédltion 

MATRICA 
Plaques souples avec  100 trous 
Pions  ronôs en 10 couleurs assorties 
un  matériel simple. attrayant. facile  à employer 
­ abaques de numératIon ­ Jeux ô'organlsation 

Catalogue  gn:1luil  _  demande  à  ASCO. 78-JUZIERS 
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