Les réels en Quatriéme

Expost de B. Drname
{stage deas expérimentatenr: en Cinguitme. Poitiers, 11-12 mars 1970}

Pourquoi introduire les réels en Quatridme.

1.1, 53 on envisage le premier cyele comme un cycle d'initiation, comme une
prépanition aux $tudes de second cycle ¢t anx dtudes sopérienyes, il imporie de fami-
Hariser les Aldves de Quatridme avec Jes structures mathdmatiques dont tis auront
besoin: 2 partic de la Seconde tant en mathd$matiques qu'en physique. £est dans
cet esprit qu*on peut coneevolr Papproche infuitive des réels en Quatridme; it ne s"agit
pas d'une théorie des réels, mais d'uoe sbrie Pexervicss destings 4 développer chez
les dldves une intuition correcte de M.

izs difficultés pédagogiques de Vintroduction dey notions d’analyse dang Ie
seeond cycle (notions de limite, de continuité, de borpe supérieurs) sont dues non
seuleient & un mangue de familiarisation ave: les notions logigquss sous-jacentes
{quantificateurs) mais sussi 4 un mangue de familiarisation aver "dgre mathéma-
tigue (IR ou JR* apguel sappliguent ces notions.

Un enscignement préparateirs & enseignement de I'analyse ne peut pas se bomer
3 des exereices de logique pure et A des études de stractures finies; un contact imtuitif
aves I'infini, sous ses différents aspects, est mdispensable, Dis fa classe de Quatridme,
fes dlkves pawvent manipuler des suites infinies et distinguer entre deux suites dgales,
deux suites dgales jusqu’d un certain rang, deux suites tgales & partir dun certain
rang: s ont maintes fois Poceasion d'uiiliser la demsité de D dans R (ou de @
dans IV}, de se rendre compte gue dant D ou dans R un dlément n'a pas de successeur
inmédiat, ete.,. Tout cela se fait sans théorie (donc sans vocabulaire spdcislisé) :
ainsi, dans ootte mitiation A I'anaiyse, la difficulté conceptuelle apparait seule, séparic
de 1a difficultd des notions logiques zous-jacentes,

1.2. 5i on pense sux &léves lea moins douds pour lesquels te premier cycle débon-
che sur la vie active, le calout munérique doit occuper vne place nportaste dans
DVenseignement des mathdmatiques jusgn'd la fin de la Troisidme. L'infroduction
des rbels en Quatriéme motive, dans cotie classe, fa poursuite des exercices de caleul
numérique & la main ¢t 3 la machine) entrepris dés la Sixiéme.

Aux exercices traditionnels mettant en jeu « les quate: opérations » s'djoutent
des exercices d'encadrement, de caloal d'emeur, aptes & développer chex Uéldve le
sens du numdrique (ordre de grandsur, brécision dun résultag).
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2. Définitions axiomatiques de K.

Bien que ’introduciion des réels en Quatridme pe soit gu'une approche inhiifive,
il eat utile de savoir sur quells. « théorie dez résls » débouche gette introduction.

Les comstructions de R {& partir des suites do Cauchy ou des coupures de Dede-
kind) peavent Stre réservées aux spécialistes. Pour les utilisatewrs de R (analystes,
physiciens, probabilistes, ete...), wne définition axiomatique suffit ; les axiomes 1 e 2
ci-dessous permettent de démontrer toutes les propriébés de R, le send théordme
que les « non spécialisies » doivent se résigner & sdmettre est gqu’ils 308 now contra-
dictoires ef gu'ids Jdéfnissent vae structure & un isomorphisme prés.

21, Une définition sxiomatigee topuwode an pivesw da second cycle,

- IR, muni des lois internes notées -+ of X, ot de ka relation hinaire
notde <, a8t un corps eomenaatif totafement ordonné,

Cela signifie que (R, +, x)est un mrpsoammmtnf nue la relation < est une
relation d'ordre total dans R, ¢ que

VaeR, VoelR, YeeR, a<b==atesb+e
VaelR, YoeR, Yeell, o<betO<e» a

C’améqﬁencu de Paxiome I,
- Tout corps conurutatif iovalement ordownéd K contlent un sous-corgs twnmrpﬂt ae.
Le principe de la démonstration est le suivant :

1) Ie carré de cout élément est positif :
En effet, 4 ¢ >0, a® 20

_ sian0, o ={—a >0
2) "tlément unité ¢ est striciement positif :
e=et>0
Or, dans tout comps, e52 0. Dong ¢ > O;

Hmorna(=¢-+e-+e+ .., -+ £)ess une injection de & dans Ie corps K.

n
En effet,

et finalement,

Mg e 32 = 22, vic..,,
seer o< —eg<O<e<e <3 <., <pE.
4} En particulier, Y € £*, ne eat inversible dans X X contient donc P'ensemble
g des $léments de 1a forme
(peMgey? p=Z, qcZ*
5) On démontre que si 2 =% alors (peXaey! = (peXg’el? et que Iappli-

cation de £ sur @ définie par~ M(pe){qe}‘“‘est up isomorphisine qui respecte

ia relation {ordre,
Simmvmzd’uhnnfmlmﬁémmtsde-ﬁ’émde $ ou moyen de cet
womorphisme, o peut considéver § comme un sous-corps ordonné de IR,

— A5 ——
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‘ Axiome 2 | Pour touts qiite de segments emboités [a,, b} teile que
Ypelv*, InelN, b, —a, {;-. ()

H existe un réel x of un seul el qus
VaelN, xsla,d,)

(sutrement dit, Pintersection de toute svite de segments emboités vén&mt la condi~

tioh (1} est un singleton de K).
Remargue. On peut mmplam Paxiome 2 par Paxiome 2 oﬁtmu en mml:]aqant
la condition (1) par :
VpelN, Basﬂ, b,*—ma,-qw @)

2.2, Aufres définitions axiomatiqgnes de R,

Les propriétés suivantes sont des conséquences des axiomes § et 2 ;

a) fa proprifié des segments emboliés
Pour teute suite [o,, b,) de scgments ¢mboftés telle gque

YeciR*, dnelN, by—a, < g

Th existe vn réel x ¢t un seul wl que
YeelN, xela, bl

) la propriété 4 Archiméde :
Yaec iR, YhelRY, dneiN, b<m
c} la propriété de lo borne supdrieure :

Toute partic nen vide ¢t majorée de IR admet xoe bome supéricwre dans R,
On peat munplacer ey axiomes ) et 2 par

Acxiome 1 Axiome 1
Propriété (a) ou par | Propriété {b)
Propiété (b) Propriéts {c)

2.3. Axiomatigoe sous-jacente & Pintroduction des réels en Quatridme.
R semn infroduit comme une extension da Penssmble - des décimaux (fes lois

de composition, d'otdre, dans K pmzanmt lea lois do composition ot la relntion
d'ordre dany ) satisfaisant aux axiomss I ot 2,
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Autroment £it, la définition théorique des réels en quatsidme serait Ia suivanie
{mais ce f'est pas sous cette formw gu'on la présenters aux éitves) :

IR est un ensemble muni de dewx lois internes -+, X ot d'une relation bingire <,
satisfaisant &
(Axfome ) @ (R, +. X, ™)} est un corps commutaiif totalement ordonné.

{Axiome swobordanty : (B, +, ¥, <) ¢t un soms-anncan ordonné de R,
(Axipme 27 : Toute suite de segments enhoitds {a,, b} de R vérifiant
i
YpelN, 3nelN, b,—g,< 1o
2 pour intersection un singleton de R,

3. Les décimaux en Cinquiéme et en Quatridme.

3.1, Théoriquemment, on peut construdre Panpesw ¥ des décimspx de 1a fagon
subvanie : .
On cherche un sur-anneaw de & dans lequel taude équation de la forme
Py = neclN, ge &)

. [r}
a nne solution (notée iﬁ)' ]
On est conduit & identitier 155, T o ;&%

ments les tois de composition :
a b 108g 4 1078
TR T
a b ab
R T

et 4 définir sur cos #k-

On vérifie que Vensembie B de ces &léments, muni de ces deux Jois, est un anneaw
comenitatil usitaire contenant un sous-koneau isomorphe & & {Uensemble des
classes de séléments i%a) dans lequel toute équation

W =q (ncl¥, aedl)
a une solotion.

Cette construction théorique n'a qu'un intérdi mathématique assez mince :
c'est une partie de la constraction de @,

Mais, si on s'adresse, comrne ¢'est fe cas actuctiement, 4 des &éves déji fami-
liarigés aves les décimaux ef peu expérimentés sur kes fractions, cette construction
a sut celle de @ Pavaninge de la simplicité : 122 317

tes décimauX sont notés avee une virgule (122,317 au Heu de —joF par exemple)

et o régles de caloal sur les nombres & virgule regoivent ici une justification théo-
rique trds sionple, qul débarmsse I concept de décimal de ses attaches avec la gho-
métrie of le systdoe méirigue, .
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3.2 En dissse de Cloguidme (on de Qualridme), cétte construction de I e peut
pas &g présontée comme une difnition & décimaux (aue los Sdves crojent dbjd
connadire} mais peut servir de ligoe directrice A une séric d’exercices de réviston sur
le caleut des décimanx : ’

Sejt par exemple & caleviar b produit ces décimaux
a=213 b = 0,017

Par définition,

100a=213 - 10006 =17
d'od 100000 b = 213 17 = 3621
o ab = 0,036 21

L'ordre dany B pent &tre défini par
x & ¥ si ot seulement si y— x e P,

x & y <> Inel¥ 10y x)elN,

10y et 10"
10y < 10"x

Par exemple, pour somparer 7,322 et 7,325 1, on compare leurs produits par
10000 -

c'est-A-dire par :

OU EnCOre par |
X 3 InclY,

73220 < 13 251
donc

1,322 < 7,32%1

Dans Vintroduction des réels, la structure ordonoée de B jouera un rdle pri-
mordial, H est doae nécessaire de powsser assez Toin son Stude
— compatibilité de "ordee aver Uaddition dams B

o S b=>a-+c b+ 0 el ses consdquences
as.betedrate<ht+d
G %m b b & —g

— compatibilité aves la multiplication par an positif ;

g betdgemar g be
€t sa conséguence :
DebeteSd>0Saes bd

-~ exereices faisant intervenir 1'ordre large et "ordre strict,
- encadrements de décimeux (on peut iniroduire 3 ce propes la notion de
distance de deux décimaux
dla; B} = ja b,

4, Motivation d’une extension de ».
Les &quations
ax = b (acD®, beD)
x? =a (pel0t}
wont pas toujours une solution dans .
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On peut sensibifiser ks &éves & oc probiéme en commengant par &udier de
telles équations dens fe cas ol elies admettent des solutions deas D ; sotion de

quotient exact (Ia solution de ax = & est nothg) et de racine cazrde (s solution

positive de 2! uantmv;eis’amﬁie«ndhaldeq»}.

L'équation 3x = | v'a pan de solution dans B (si clle en avait ume, §l existernit
un entier 2 tel que I’équaiton 3x = 1OF ait une solution entidre, o qui 2st faux puisque
0F=3 % 3333, 340D

a chiffres
Léquation x® == 2 n'a pas de solution dans B (si ollo an avait une, c& serait
e décimel non entier ; x =1, ..., =; quel que soit Je chiffre = 7 0, x* seruit ua
d&cimal terming par 1'un des chiffres 1, 4, 9, 6, 5).
Pour donner des solutions # ves dguations, on introduit de nouvesux nombres

(uows %. Vi) que I'on encadre (sans justification) par des décimaux :
0,333 ... 3«;%-;:0,333,.,4

1,414 < ¥2 < 1,415 (calculs 3 Ja machine).

Cet encadrement non. justifié correspond 4 I'introduction facite d"une partie
des axiomes da J (IR est ordonné, ot 1a relation d’ordres dang IR prolongs 1a pelation
d'ordre dans 9.

On remargue gue les valewrs approchées par défaut figurant dang les encadre-
ments de é s"obticnnent toutes en tronguant une méme suite llimitée de chiffres,
0,333333333 ...

Cefte remargue conduit A introduire la botion suivante.

LY

5. Suites décimales flimitées.

11 est facile de¢ donner des exemples de suites périodigues :
17429329 329 3293 ... (Ia période evt soulignée)

et non périodigues :
1,202 (02 000 200 00Z 000002 ...

On admet que foute suite décimalke itlimitée défioit v nombre x ¢ un soul.
Ce nomhbre ost encadrd par des décimanx de la fagon suivante :
) cas d'une suile non précédée du gigne — ¢

% == §,202 000 00G 200 092 006 002 . ..
Par définition,
1 < x 2 dil; Y ez ]
1
12 sx<1) 41.2; 1,3 =18
i
1230 < x < 123 a(1,20; 1.21}=3m
M. ..., feeier raaas hene e g,
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&) cas d'ane suite précadde du signe -
y == = 1, M2 002 005 200 002 006 002 . ..
Par définition,
—2 wya—1 d—2;— 1) =1
: H
—13 QrL—KL #1353 - B

i
=12 <y €120 d— L2, 1,20) = 355

Différents types de schémas pennettent de rendre plus intaitive cotte introduc-
tion des réeks :
— Schémar & une échelle déterminde (avec agrandissements succesvifs)

1o 42 13 14 15 16 47 e i 2 2

\N-»-—_ ’ _.-———"“"/
L S 3
‘i.,__ —
e Schdmar sanc dchelle =

1] _ [2]
iz [
302 [121]

1,2020 133

— Suitexs décimales illimitées définizsar un décimal, -
$i on éerit les encadeements définis par les suites décimales illimitdes.

1,782 000 000 000 . . .

et
1,781 999999999 .

on constate que ces encadrements définissent le méme nombre, qui est un décimal
1,782 {Jes schémas sont trds pariants dans ce cas).

— L
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On admet que ce cas est le seul ol deux suites dicimales illimitdes distincies
défipissent le méme nombre (mis  part fe cas de O = 0,00 ... = —0,00...).

Les nombres définis par des suites décimales illimitées s"appeilent des réels.
Un réel est dong, s0it une paire de suites décimales illinsitées

{r,782000. .. ... 3 L781999........ 1
{0,000 ... .......; —8,000 }
soit un singleton de Pensemble des suites décimales illimitées ;
{0333333 ... }

Malgré cefte distinction jublifc enire 168 suifes ef les ensembles de swifes, if st
commpde d’utiliser fe signe «

*= 1,782 = 1,782000 ... = 1,781 999 ..
1
pomy=033339 ...

6. Ordre dans R,

Tusqu'a présent, on sait comparer les décimaux entre eux; on sait aussi comparer
un réel A ses valeurs décimales approchdes. Oa pourra comparer deux réels quel-
conques en postulapt Iz trasitivité de Ya relation < dams R :

Soif & comparer 2,732 ... et 2732732 ... .

Om zait que
1,73222 ... <2,9323

27233 <2727
2727 <2IRMM ..

On en dédut que
2720 ... <22 ...

En somme x < y & et scolement 5°il exisie des décimaux a, b appartenant aux
encadrements canoniques de x et de y respectivement, tels que x o, a < b @t
by

Remarque. — On ne pent pas intersaler de décimaux entre 1,781 995 .
1,782 000 ... Cun frouve ainsi une autre motivation de I'épgalité deo ces récls.

7. Addition des réels.

1
8i deux réeds x et y sont encadrés par des décimaux dont la distance esé 1, B

T’lﬁ'ﬁ’ ,1—:‘—, leur soname st encadrée par des décimaux dont la distance est 2,
Z i . 2 i .
TR ﬁ,._Pumqua i < T on pout Trouver &8 encadrements m_nomq:._lﬁ

de x -+ pauss: loin qu”on weut.

e G2
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Remargue, — On postule ioi Pexistence de laddition dans IR, fe fait qu'elle
prﬁla;f:s c!fl‘;’e des ddcimsaux ot Quislle possdde vis-A-vis de I"ordse les mimes propriétés
que A

On peut aussi admettre sans démonsization Jes propriétés de groupe abélien
de (IR, +) et I fRit que "opposé dum réel défini par une suite décimale fnon pré~
cbdte du signe —) st défind par la mbme suite précédée du signe —.

Les cas trés simples de Paddition d’un réel ot d"un décimal, ot de L soustraction
de deux réelz de méme partie décimale pervent faire Pobjet d'une &tude particulidre,

8. Multiplication des réels.

Des encadrements de deux réels positifs x, y, on déduit des encadrements du
produit xy. Pour les réels négaiifs, on admet 1a régle des signes (on adnmeet que (R,
3, X yest un annoau).

1Le cas wéu simple de fo multiplication par 10° peut faire Pobet d'une étude
particulidre,

Signalans Vapplication suivaiste :

Moatrer que x = 7025029 ... est le guotient exact de deux naturels,

1000 = 7029009 ...

X == ?,(_12_?..
995 x = T 022
7022
= 5e9

La méme méthode permet de retrouver 'égalité des néels définis par
1,781999 ... et 1782000 ...

9. Inverse, gquotient exact,

Pour achever ¢ette étude, il faudrait montrer que les exigences du paragraphe 4
{donner uue solution A toute équation de la forme ax « & avee o2& O & A toule équa-
tion de Ia forme =* = g avec o > 0) sont satisfailss, non seulement si o et & sont
des décimaux, mais aussi si @ ¢t b sont des véels quelconques.

Uns pastie de cette Stude (asser longue) peut dtre reportds A s classe de Troisibme,

En Quatridme, on peut se contenter e faire quelques calculs sar des fractions
gimpley; par exemple pour calculer

2.3
jty
on utilise Is définition :
xw; signifie que  Tx =12
ym'é signifis que 3y =45

— 4B3 —
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- Om en dédudc :
d’od -

2ix =6, Up=135
21{x ~+ ) = 41
41
X+ ¥ tzz—l‘

L'existence d’un inverse pour towr véel mon nu! peut faire Pobjetr d'un axiomse,
muls cet axiome ne présente d'intérét pour les éléves que 5'if est accompagné de
calculs munétigues conduisant A Pencadrement de 'inverse d*un réel défini par upe
site décimale illimitée, Un est conduit, pour cela, 2 utiliser des propriéeés telles que

I . -

H
Gﬁc<b$0<5<a

" dont la démonstration nécessite une certaine habitude du maniemsnt des fractions
fittérales.
H n'est peut-8ire pas mavvais de réserver pour 1y Troisidme oo genire d’eosrcice,
de fagon & assurer la continuité de Penscignoment du caleul numérique au cours
du premier cxcle.

10. Conciusions et conumentaires.

Ley nombres vk somt introduits progrewivement ao cours des gquatve anndes
du premier cycle :

-— d*abord les naturels of Jeg décimaux positifs en liaison avec Ia mesurs;

— enspite, de facon plos ajgébrique, mais en faisant encere appel & des jenx,
les entiers relatifs et les ddcimaux relatifs;

- i Quatri¢me les nombres connus sont débarrsssés du support concret gui
avait servi & Igs introduire, ¢t extension de ) & X est motivée de maniére purement
algébrique. La pratique fréquente du caloul numérique doit permeitre gux &dves de
s'intéresser aux nombres pour eux-mémes. L'intuition de « la droile numérigue »,
c'est-d-dite de R, doit se développer petit § petit chez Péléve, c& gui ne serait pas
pessible si la notion de nombre restait attachée aux mesvres physiques;

— dans le m8me esprit, inais avee un recours plus frdquent aux calouls littdrax
et aux démonstrations, Pétude de R (et de son sous-corps ) sera poursnivie en
Troisié

Si, comme tout le laisse espérer jusqu'd présent, cetie expériemce réussi?, les
&idves sortant de Troisidnie auront une assez bonne connaissance de | :

— praligue deg calcnls muymériques ot litkfraux;

— connsissance de certaines propriétés fondamentales correctement dnonobes;

- idée intuitive d*autres propriéiés fondamentales rencontrées sculement sur
des exemples {propriésés des ssgments emboliés par exemple).

Les péels devront 8tre pour sux des #res familiers (comme Ies naturels pour fes
enfants gui entrent en Sixidme), ot les notions d’analyse menconteées en Seconde
et en Premidre (intervalles ouverts ou fermds, limites, cic.) devront comespondre
chez eux A deg concepts déji acguis de facom intuitive,

s 463 e
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Mais il serait contraioe & mm p&dmﬁm dintroduire prématuré-
ment des notions thiorigques -

mﬂn'yamdsmmﬁmaﬁmﬁqnmqmm mais seulement
desmmm@wﬂnﬁuimmmqﬁmdmulw
rieuremerit (en Secomde, sans doute);

~— if n'ext pus guestion de limie 1lfau:&nh0em,nm1quslnmnom
¢ tend vers », « srbittairesnont pmit ». Mais fes axercices ob 1a notion de Iimite ost
sous-jacente dodvent conduire A ume intuition comecte ds cotie notion.

Par exemple, il ne fandrait pes Inisser croire aux $éves qu'en ajoutant des nombres
de plus en plus petits (qui tendent vers &), la somes tend vers un véel © olest wrai pour
1 1 1
I+fﬁ+ﬂ'—ﬁ+'“ +i"5.+...
mais o'sst feux pouwr -
: 1 1
l+z+3+4 + ... +;+..,.
C'est pour éviter ¢ denger que ies néeis sond towioms Jbfinis ao moeyen dun
encadrement,



