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Sur quelques points de terminologie

J. DANTREVAUX,
C.5.U., Mulhouse.

Dans cette courte note, je voudrais attirer I'attention sur deux questions rela-
tives & la terminologie & utiliser en Algdbre, car ceci ne semble actucllement pas trés
net ni parfaitement clair, car il amive de rencontrer cette terminologie imprécise
dans des cuvrages fort sérieux ou dans des comptes rendus polycopiés de Faculté.

1° Anpeaux, corps.

Dans bien des cas, on rencontre une distinction artificielle entre ANNEAUX et
CORPS : cette distinction m'a pas A &tre faite au niveau élémentaire, car un corps
p’est en somme gqu'un anneau particulier (d’ailleurs 1’étude des sous-structures le
prouve), dont P’étude n'est a priori pas plus privilégiée que, par exemple, celle des
anneaux principaux ou celle des anneaux noethériens. On sait d*ailleurs qu’au niveau
élémentaire, & part les propriétés de défimition c’est-d-dire Pintégrité et 'existence
d*un inverse pour chaque &é&ment non nul, un corps n'a que fort peu de propriétés
simples en plus des propri¢tés générales des anneaux, tout au plus puis-jc citer le
fait qu'un corps n’a pas d’autres idéanx que les idéaux triviaux.

Par conséquent, de grice! ne séparons plis, au stade élémentaire, les corps (qui
sont des anneaux particuliers) des anncaux en général

20 Les sons-structures.

Ici, les incohérences renconirées sont plus graves, car la terminologie utilisée
peut impliquer des conséquences fausses.

La littérature mathématique semble d’aillcurs assez hésitante sur ces guestions
de terminologie; je n’ai trouvé nulle pari de définition générale des sous-structures,
Bourbaki parle seulement, sans préciser de génominations, des structures algébrigues
induites. Les auteurs consultés (Dubreil, Godement, Bourbaki) posent d’abord un
groupe (G, puis définissent les sous-groupes de G, un annean A, puis définissent
les sous-anneaux de A, ...etc., définitions parfaitement correctes du moment que les
prémices ont ¢té bien pricisées, mais A mon avis incomplétes, c¢ qui ne va pas sans
embarrasser quelque peu les autenrs Iorsqu’il a’sgit de domner la définition précise
d’un sous-corps d'un corps K : Godement n'hésite pas 3 &crire, ce qui va bien dans
le sens de ¢et asticle, qu'une partie A d’un eorps K est un sous-corpssi, premiérement
A est un sous-anneau de K, ...ete. T} est vrai que la seyle structure importante est
celle &’ aNNEAU, |a structure de CcOrPS &tant pour ainsi dire un accident pouvant survenir
4 un anneay, et par eonséquent 3 n’imporie quel sous-anneau.

Une erreur couramment répandue — et elle est encore entretenus par la Iecture
de certaines publications — comnsiste 4 croire un peu rapidement qu'un Groupe ne
saurait avoir d’autre sous-structure qu'un soUs-GROUPE, QuU’un anncau me peut avoir
d'autre sous-structure que des soug-anneaurx et qu’un CORPS des SOUS-CORPS: oM v
voir qu'il n'en est rien, et ¢’est pourquoi le proposerais que la dénomination des
sous-structures soit comprise dans le sens suivant ;
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Soit 5 uoe stravhre quelcongue (groups, demi-groupe, anneay, cOTpS, Space
vectariel, module, algébre, efc...) : C'est un ensemnble muni d'une ou plusienss lois
a8 composition nterneg, et peut-Btre atssi dune opdration externe.

Si U est une partic de S stable par tout, oy partis, des lois de composition
fet éventueliement des opérations externes), ¥/ ¢st une sous-structore de 5. 5i 17 est
un groupe pour une des lois de composition de §, on diza gue U est un sous-GROTPR
¢ § pour cotte loi de composition; si 17 est un anpeaw on un corps pour denx lois
de composition inteime de S, on dira gque ¥ est un SOUS-ANNEAU Ot Gn SOUS-DORPS
de 8; ... et ainsi de smite,

En régle gindrale : Bi 5 o5t une structure algébrigque quelcongue, U et un sous-
e de 8, 51 10 U est unt sons-eesenble de S ef 2% 5*H existe des fois de comiposition
{at éventuellement des opdmmtions externes) de S qui, restreintes 3 U, donnent 3 UJ
la sitroctire de « TRUC ».

Ainsi, en se limitant aux ¢ing structures classigues de demi-groupe, groupe,
anneay, corps, espace vectoriel réel, on pourra donner Jes cwemples suivants,

Groupe ou demi-groupe ; il wexiste gu'mne seule loi de composition intome;
les sous-structures intéressantes possibles seront done des sous<cmoures et des
SOTI-DEMI-GROUPES.

Z est un groupe additif, N est un sous-demi-groupe de Z (Sous-demigroupe
dvn groupe);

Z est un demi-groupe multiplicatif, { — 1, 4 1} en est un sous-groupe.

Anneau ou Corps : il existe deax fois de composition interge, done nous pourrons
rencontrer &5 SQUS-DEMI-OROUPES et des sousmourss additifs ou maltiplicatifs
fes dewx lois de compaosition d*un annean sont le plus souvent pommdes Paddition
et la multiplication), des SOUS-ANMNEAUY o dis SOUSCORPY

On oo donpera que des exemples non friviaux

Deps un anpeaun guelcongues, Pensemble des diviseurs de Punité est un sous-
GROUPE MULTIPLICATIY : 00 peut chercher par exemple celui de Z /152, {Ce soms-groupe
est e « Groupe des unités)} noté IHA), de 'anneau A)

R est un corps; Z est on SOUS-ANNEAU do R.

M) — annean des matrices carrées 2 x 2 L dldments réels — est un anneau
(unitaire, mais qui n%est nf commutatif ni intigre).

On peut en exhiber facilement deux SOUS-CORPS gui sont @ Pun Pensemble dey
matrices de ia forme (g g) ol 2 ¢ R; oest un sonscorps Bsomorphe & R; Vautre et

1'enwnbledesmatriwsﬂelatbrm(z w#} ot a et beR, goi est un SOUS-COrPs

iscmnorphe au corps C des complexes; ves deur sous-corps sont, au surplus, cornma-
tatifs.

Ewpare vectoriel: il existe une loi de composition interne (addition) of ume
opération de R sur B; par consiquent on ponrra rencontrer, dvidemment, des sous-
ESPACES VECTORIERS, mais ausel des gimpled SOUS-GROUPES ADINTIFY.

Par exeniple, dang "espace vectoried des vecteurs libres de 1'espace, rapportd
& unc base orthonormée, qui st un espace vectoriel sur R, 'ensemble da tous ies
vecteurs dont les trois composantes sont des entiers {ou méme des nombres rationnels)
constitue senlement m sous-groupe additif, la siabilité par les homathéties de rapport
réel p'Stant pas assunée,
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