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Fondements mathématiques
de la reconnaissance des structures

Monigue Paver~-{IIVENS

Mative de Conférences 8 la Foculté des Sciences de Clermont-Ferrand
chargée &un cours & la Faculté des Sciences de Paris

1. Introduction.

1.E. Difinitions du grobiéme,

Reconnaitre un objet (image) / doané et de catégorie inconmue, c'est
associer par son inspection i { une des ¢lagses (données davance) Py, Py, ... P

1.2. Délimitation du domaine.

La reconsaissance automatique des structures couvre actucllement un
domaine d’applications assez bien défind, essenticllement :

a) reconnaissance des caractéres écrits {chiques bancaires, caries de
crédit, etc.);

5} reconnaissance de la parole; -

£) autres domaines tels que : recherche dans un fichier dempreintes
digitales, tri de plaques photographiques provenant d'expériences de physigue
puciéaire, analyse photométrique de Ja cellule sanguine, exploitation des
phetographies de reconnaissance aérienne, ele.

Cette liste est loin d’8tre exhaustive; i faut cependant remarguer gue
présque toutes lea applications ont pour but de résondie 'un ou Uautre de
ces deux probiémes voising gue sont la suppression du poulot d'éeangiement
gue constituent les entrdes des calcnlateurs ef Pexploitation de -docnmenis
non codés lorsque lenr volume devient intolérable.

Nous nous intéresserons en particslier aux caractéres dotits,
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1.3, Génération et analyse dax stynctures,

a) invarianis

Tes structures les plus éMmentaires que 'or rencontre usuellement
sont les figures gfométriques. Elies peavent £tre caractirisées par leurs pro-
priétés intrinséques, ie, par la constance de certaines fonctions i travers
diverses transformations. {’est au reste le but des géométries, définies par Ja
donnée d’un espace topologique et d'un ensemble de transformations de cet
espace, que d'ttudier les sysiémes invariants pac rapport A cet ensemble,

~ Une structure sera domc initialement caractérisée par des invariants
— que nous appellerons structuraus — ¢ qui pourront &ire algéhriques oun
topologiques.

Lorsque les membres & uoe alasae différent un de Vautre wniguement
par une transiation deo 'axe des coordonndes, une des approches les micux
conmucs consistc A utiliser ios mesures invariantes par rapport aux iranse
iations, ¢t Ia classe la micux conone de mesures de iranslations sont les fone-
tions d'autocorrélation. I auires fonctions invariantes par rapport anx trans«
iations qui ont été utilisées pour caractériser les structures sont les transformées
de Fourier ¢ les moments tentraux d’ordre supéricur. Malheureusement
elles n'ont pas la propriété désirdn dunicité {par exemple, Ia premidre fong-
tion d'autocorrélation n'est pas wne transformation biunivoque; plusicurs
structures qui différent I'une de Pautee par autie chose qu'une translation
ont la méme fonction d’autocorrélation},

On peut aussi déduire dos invariants pour des changements d’échelie
ot des rotations,

5 Approcke descriptive

Si les invariants permetient de définic les formes ghomdéiriques simples en
Tabsence de bruit, o avec une certaine approximation en présence de bruit,
ils peuvent devenir infcomomigques d83 que celles<i deviennent complexes
{voir, par exemple, Jes caractires manuscrits de Falphabet latin, les empreintes
digitales, c1c.),

On les définit alors descriptivement. Prenons Pexemple de M, Epew
qui décrit les lettres manuserites de Palphabet latin A Paide des quatre didments
ou signes suivants !

| ol B |
d” |
{1 Lo} e)] )

que I'on combine par concaténation of par un certain nombre de régles pré-
cisaat Pemplacement des signes an sein d'une lettre et 1a fagon de Jes joindre
{conditions aux lmites),

— 386 —
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Exemple:
= itiny.
- | Vil
\*/ . l | \“J|
"/ J
4 fbcribong de
Séqnenco des ﬂté:ﬁ’ W e 1 Bsephnlamn hmngpmw“m

On est ainsi conduit & Pidée d"ane analyse et donc d'une reconnaissance
grammaticale des images. Précisons néanmoins que Pon doit combiner une
définition prammaticale do 'ensembie et vae définition gfométrique de chacun
ides éléments.

H se pose un double probléme, d'une part de définition grammaticale
des structures, d'auntre part de reconnaissance des struciures, et pour preadre
wne image commaode, d'une pamt de génération d'un langage, d'autre part
de reconnaissance de o langage.

2. Un modéle mathématique de génération et de recounaissance
des stractares,

D''un point de vue formel, ¢ modeie que nous prisenterons est inguistique

en o2 qu'il s'attache & oréer un formalisme permettant de déorire et &
Bns structure, non pas simplement #n énumérant des propriftds, mais en
mettant I'accent sur la génération des objets que nous obeervons, L.e. en spéci-
fisnt des rigles de géndration o de tramformation par similitude dope en
liant les différentes parties 4 une inage. Cetée approche est fondamentaicment
celie des grammaires générutives.

Les premiers auteurs qui, dans Ia pratique, oat effectué une analyse gram-
maticale sont R. A. KikscH sur des figures géoméiriques, R. NARASIMHAN
sur des chambres & builes, LiwkiN-WATT-KIRsCR sur des images biomédicales,
M. Boen sur des caractéres manuscrits et GRASSELLI sur des empreintes digitales,

L'idée de concevoir up modék mathématigue do probléme en partani de
T'anaglyse prammaticale est due 4 1), GRENANDER; nouE nous ¢n Sommds
inspirés dans ceite diude.

- -
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Al Exgmople : Us modile pinératif pour les letires mamuscrites anglaizes
{Mazagimphan ot Reddy).

Nous commencerons par wn exemple avant de déwelopper iz théorie
mathématigue pinérale, en espérant qu'il montress ce que cefte théorie so
propose de formaliser, dans quelle mesure olle vy arrive et guels sont les pro-
bidmes de recherche qui restent ouverts.

Llarticle présenté donne un moddle génératif pour les letires manuscrites
anglaises et Ja simulation sur calculateur de ce modéle,

Le modtle décrit fait pantie d'un moddle plus général, appelé syntactique.
Une grammaire & structure de phrase pour un langage L est spécifide en termes
dun vocabuolzire fini V et d'un ensembie fini B de régles de production de
réberiture; V ost composé de deux parties digjoinies ¥ = LuS, EnS = ¢,
appelées respectivement vocabulaire terminal et vocabulaire non-terminal;
nons appellerons les éléments de £ mots, ou signes, et ceux de S phrases
- Geg derniers permettant ’exprimer les régles de R. S contient un &lément
difick ¢,, appelé axiome. Chague régle de réécriture est de la forme

aAp—ayB

ol AeS, o, ve¥ = ELuS. Les riples de rééeriture spécifient que dans le
contexte o, 12 phrase A pent 8tre rééerite sous la forme v. Une grammaire
dans laquelle Ja part du contexte est nulle dans toutes ses régles de néécriture
s"appelle grammaire context-fres, sinon ¢’est nne grammaire context-sensitive.
On peut done dire qunune gtammaire (context-free} G pour un langage L
est un quadruplet,
G= <8, I R, S>>

Chague rdgle &t une fonction S—+3x X, et une régle est terminale si
c’est une application S~ I (respectivensent non-terminale si c’est une applica~
tion S-+Sx Z).

La grammaire G dun langage L engendre les propositions de L en partant
de 54 ot en appliguant d*une fagon répétéc lea rigles de réderiture de R 4 des
phrases appartenant 3 des chafnes déid engendrées A ce moment-1d. Chaque
chaine de signes qui peat 8re dérivés de 5, de cotte fagon est une proposition
de L, ot tontes les propositions de L sont dérivables & partir de s, de cotte
fagon. Cette prockiure de dérivation attribus, d"une manidre naturelle, une
strocture syntaxique & la proposition dérivée. Cette structure syntaxique peat
#tre exhibée zouws forme dhun arbre étiqueté,

Example
L= {25}, S = {A,B}, o= {A}, R == {A-+aA, A—bB, B—+bB, B-b}.

On peut alors construire par exemple
AgA-vghB...

wn 3ER -
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ou
A gAeraqA -+, 3% A -2 g"DB g * 5B

.. A "FBagmprt
G) = {a'8™; m >0, n>2},

Avant de pouveir appliquer wo modéle de structure de phrase de ce
genre & va langage bi~dimensionnel, on doit résoudre deux probimes, On
doit redéfinir la notion de « contexte » d'une fagon appropriée pour I'appliquer
au cas hi-dimensionnel, 2t la notion de « composition », Qui se véduit A la
concaténation dans le cas lindaire, doit 8tre gfnéralisée convenablement 3
deux dimensions. La grammaire donnde ci-dessous est context-free et résout
le premier problémse d'one fagon friviale; 1a pénératisation de fa ccomposition»
a denx dimensions implicite dans les régles de rééeriture n'est pas triviale,

af

La figure 1 indique les mots (signes) gui constituent le vocatrlaire terminal
L de la grammiaire; les phrases qui constituent le vocabulaire non-terminal §
apparaissent dans les membres gauches des rigles de réécriture de la table [,

TET 15 7
3 3 4
hoii 23 ¥ j}z !?“;\?

3 ! .
' ixe o [, oYy
S ELG ) IR=
Fig, 1.

Tabie 1

LETER-|A|B|C|D [E[F{H]...|Z|

A-INVE.A (L, 23,)! IMVH. B (11;23;)

INVE(l, 2)—r 1115 2: ) r v (113 2; 2} r 18 2: 2
INVH (1, 2)»S8GMMA. 13, 1; 1: 3

SGMMA (1,2, 3)—r. A (11;2,3: )

B-s

Z~+SEVEN. & (11;){ SEVEN. ¥ (11;)
SEVEN (I)-hr (31; 3)| #.r (31; ; 3)

Nous ne donnerons pas les définitions (empiriques) générales concernant
Ia table I; disons seulement que les régles de réferiture doivent spécifier :

1) quels deux phrases fmots sont composés,

7 les liens des sommets spéeifiant In composition;

3) la corresporndance entre ez sommets de 1a phrase résuitsnte et ceux
de ses composantes,

— 389 —
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Exemple: un mode de génération de 1a Jetive A,
SCMMA (1, 2, 3)—-r. ¥ (11; 2, 3; 3)

3
¥ SGMMA 1, 2, 3)
i E 3
INVH {1, 2)»8GMMA. I1{(3,1; ;2
3
SGMMA 1
2
1 1 2 INVH 1. 2}

N

A-INVH. A (11;2, 3)

INVH {1, 2)
1 2

R
1 2 3

A o& mode de génfration de la letire A correspond Parbre
LETER

INVH h

Y

SGMMA

/N

r Iy
o 3O e
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2.2, Grampaaires de stracturer (Dures).
2.2.1. Signes ot configurations.

a) Signes.

Les éldments premicrs goi permettent de former les configurations, les
imzges eb les strnctures s'appellent signes, sont désipnés par s, et Pensemble
fini 8§ == {¢} contiendra le signe vide £ (absence de signes).

Dans e modéle géndral, 8 n'est sounts a priori 3 auvcune condition.
Pour nous readre compte des lads de composition qu'il faut postuler sur 8,
et aussi pour azriver 4 classer les éléments de 5, prenons I'exemple des carac-
tdres majuscules imprimés de Palphabet latin

1° On pout considérer des sipnies composites —— éléments de cereles com-
posés avec ééments de droite — et considérer ces derniers comme signes
Elémentaires;

2¢ On pent prendre comme signes des diéments de droite ot des &Sléments
de cercles; }

35 On veui considérer comme semblables des lettres qui ont &té obienues
Pune de Pautre par rotation, iranslation ou dilatation par czxemple;

4° Par juxtaposition et superposition de ces gignes on peut former les
caractires en question.

Cn postulera donc : uae idée Fordre {particl) exprimant Ia différence
de complexité des signes; une premiére notion de classification en différents
ivpes; un ensgmble de {ransformations qui conservent ceite classification en
t¥pes; finalement nee loi de composition inderne sur S, loi qui découlera de
celle que nous définirons sur les configurations.

o) Pans fa mesure oll Yon eonsidére des signes composites, on peut
établir une hiérarchie entes Ies signes élémentaires et les signes composites,
¢'ost-A-dire munir § d'une strocture d'ordre partiel. Un signe €iémentairs
aura poar € complexité » |; ua signe composite awra pour compiexité lo nombre
des signes Elémentsires dont il est composé,

B) On désignera par ¥ easemble des types {ou classe) o, auxquels pouvent
appartenir les signes s=8

s=o{siel, YseS,

Lz sous-ensemble de § constitué par fes signes obtenus 2 "aide du type gy
sera désigné par B,
Soq == {#68; seads), o,s L}
¥) Définissons mainienant une Joi de composition externe -sar S. On
désigne par G un groupe de transformations définies chacune sar 8 entier :
G:8-8;

— 351 —
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A

Les opérateurs geQG seront appelés trangformations de similitude, Deux
signes §,, 3¢5 seronit semblables 8'i existe une transformation geG tefle gue
5, = g5, ¢t on écrira §; = 8y (mod G

Les hypothéses relatives 3 Ia refaxation existant enire la classification
en types et Ia similitade seromt exprimées par le

Postular 1 {sur les types) :

L’ensemble § des sigaes est divisé on sous-ensembles S, 0,€E, lts types,
S=ul,, et:
i

(i) Sﬂlﬁsﬂj = ga T # Ty Gy Uﬁz;
@  si S, alors g, VseS, Yged.
() 82 = &, Vgeli.

La relation de similitude définie par le groupe G est une telation d"équs-
valenee qui défindt une partition sur 8 @
3 =}:§J» S,nS == A, I Sy=in}= {Ss; 5, = g5y},

On appelle sifhouette {on masgue) un représentant dhune classe d"équi-
valence,
On a S/GSS/X.

Probléme de la recomnaissance des signes ¢ tout signe =8, 5 % 5, est
de la forme s-»(i, g), ol ¢ est une sithouette, et s = g, g=G. Reconnaltre le
signe 5 revient 4 trouver fa sithouette r; le probidme 2 une solution anigue
si g est donnd.

b} Configurations,
On appelle configuration ¢ une suite finic ordonnée de signes @

&= (%), ceip 5p), BVEC Xy, ..., 558,

les composanies 5, de ¢ pouvant apparienit & des types S, différents.
On définit sur Peasemble des configurstions une foi do composition
intemne, notée 4+ Sl ¢ =0(F11es S Tmr 1 -oes By ON Serit

€ == Oy-Cyy BVEC O3 == (81, 100y Sy €8 = {Sunpns vr0s Sudy

c'est la concaténation (cela peut représenter, par exemple, la juxtaposition
ou Iz saperposition). Cetie loi est associative. L ensemble des configurations
et dore un semi-groupe libre avec unité (fa suite vide ¥ est I'éiément unité),
done un monolde libre sur S.

QOn restreint Pensemble ainsi défing de toutes les confipurations & Yen-
semble C des configurstions grammaticales (ou significatives, ou admissibles)
en imposant un ensemble R de régles resirictives et des conditions suppié-
mentaires par le

Postuias 2 (s les configurations grammuzticalesy :

392 a
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L’ensemble C des configurations grammaticales, défini & aide de R,
doit avoir les propriétés suivantes :

(@) 81 ¢ = £5y, ..., s26C, alors ge == {g5,, ..., 25.)eC, VgeG.

() 8i ¢ =={8,, ..., 8)eC, alors &= (s,, 845, ..., 5)EC pour I<x <P,

Si toutes las suites finies formdes & partir Jun ensembls § de signes 5
sont grammaticales, nons disons qoe "ensemble des configurations 23t oo
ensemble de configurations Hhres.

En réqumé :

Définition 1.

L'easembie C des configurations grammaticales ¢ engendrées par ene
sembic S des signes est un monolde libre engendré par S, & opérateurs de
similitade get5, qui satisfait les trois groupes de propriftés :

L w1 e44eeC, Voo, 280,
2. (eytcayd-cy = e H{egtea), Yoy, £5,¢ C;
3, e e P-boe= e, Yeel.
4, e == (5 o SECE = {5y, Saptn oo, 520 I SE P
II. — G est un groupe défini sur C entier.
I, — 1. cellmrgoe, Vpe(, Yoeel;
2. 2dge) = (§:85)e, Vg 566, YeueC;
3. glerteg) = goy-tge, Ve, Yoy, o

Définition 2.

On appelle nombre runimal de signes une configuration ¢ le plus petit
nombre naturel n tel que la configuration ¢ pnisse &ire éerite sous Ix forme
€ = (%4, vy J); C¢ nombre se désipne par Nie).

Définition 3.

La complexité dune configuration est 1a somme des complexités de ses
signes.

Définition 4.

Deux configurations sont fdentigues si clles ont le méme nombre de
signes et si leurs signes sont identigues deux & deux,

2.2.2. Tmages.

a)} Définitions et premicrs résultars.

1/ne image incorpore "information et ia « signification » gue lvi acoorde
Pobservatenr qui peut identifier deax configurstions ¢ et ¢’ gui n’ont pas le
m#me snombire de sipnes et dont les signes no sont pas identiques; dans oe cas
on dita que ¢, et ¢, ne sont pas identiques mais ideneifids ot on éorira ¢, Ry,

— 393 —
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Exemple.

8i Y'on considére Ies classes S, comsistant en des arvs cirpulaires of s
Von prend pour (G le groupe de transformations euclidiennes du plan, on peut
identifier les configurations comme suit. 8i ¢ == (5, ..., 5,), on part de Porigine
dans ie plan {x, ¥) ot on trace um arc 3; ayant une extrémité en x == ¥ == 0
et ayant sa tangente dans la direction des x positifs. Oa place 3 Pautre extré-
mité 'arc 5y, ¢n lui demandant d’avoir 12 méme tangents que #, en c& point
particulier, 8i Pon prend comme régle R la condition gue des arcs voisins sont
refids par des tangentes continues, on obtient ume courbe planc consistant
&0 & arce circulaires. Deux configurations seront identifiSes ¢, Rey si et senle-
roent si Ies courbes représentatives sont identiques. Par exemple, les configu-
rations (différentes) (g} et {#)} doivent &tre identifiées mais ne sont pas iden-
tifies aven Iz configuration {c).

W Ja ).

Pastulat 3 {sur I'identification),

La relation d'identification R doit tre telle que :

{7) 81 ¢cRe’, alors geRee’, VeeG, Ve, d'sC

(i) 83 ¢ == c;Fcy ¢ == 0oy e Refi == 1, 2), alors ¢Re” (B est une
congruence sur C};

(i) R est une relation d*équivalence (d"indice fini};

{i) Si ¢ et ¢’ nont ancun type en commun, alors oy bien cRe’, pu bien
gows pf e N,

On démoentre alors :

Théoréme 1.

Soit C un snsemble de configurations libres et & Pensemble de toutes
les classes d’équivalence I engendrées par Ia relation &identification R défini
sur C:J = C/R.

On peut alors d&finir sur J wne loi de composition externe

(2, D—gl, geC, Ied,
— 304 —
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et une loi de compasition interne
(Fy, 1)1+ 1 1y, 1463,
telien gque 3
(f} J soit un monolde pour la loi interne;
() la propriété de distibativité ait leu : ({410 = gl 4gly;
(i) la propricté J'associativits ait lien : g(edd) = (gagy)l.

Les classes T seront appelées imager ef Pensemble J des classes I une
grammuaire image. '

Remarquons que Tapplication d’identification R : C—] s pas zn
général un inverse unigue.

En prolongeant la définition de ls similitude, des configurations aux
images, on obtient la

Définition 5.
Yes images I,, Y27 zont semblables ¢'il existe une transformation de

b} Opérateur de réduction (ou de simplification, Représentation des images.

On peut aussi introduire un opérateur de réduction (ou de simplification}
g sur C, en supposant Pexistence d™un ordre partie] ot une propriésé de treiflis
pour les ensembles d¢ configarations identifides en une méme imags. On
démontre alors le

Théoréme 2.

Lz conditinn nécessaire of suffisante pour qu'il existe sur un ensemble C
de confignrations libres :

«) une relation d’ordre particl « < », qui peemette de comparer deux
configurations ¢ ¢ ¢ apparicnant A la méme image;

&) une propeiété do treillis, en vertn de Iaquelle toat sous-ensembie KeC

de configurations ¢ apparienant & la méme image posséde zu moins un élément
et tel que e9<e, VoK, ot

<) vn opérateur R qgui identifie ¢ of ¢ si elles appartiennent & la méme
image, est gu'il existe un opdrateur de réduction {ou de simplification} pde C
dans C qui vérifie les conditions suivantes :
(D) ple) = pfe)==pifge) = ulpc);
weg = ple, i = 1,2, =pfe{+eg) = pley+cy)
(@) u(pc)) == pley;
Gy we)<e (*);

(v} n{c) posséde ax moins un fype en commun aver ¢}
On a alors cRe'espi{c) = pic.

mwh’mmmmmml‘m&mmhmahwicm
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¢) Oéndrarion et décomposition des emsembles d'images et des images.

St ane image était décomposée on une somme d'images démentaires, ce
serait un principe de simplification que de vouloir Pidentifier en procédant
(orsque ¢'est possible) composanie par composante.

51 on définit, par analogic avec les espaces vectoriels, Ies notions de
dimension ¢t buse d'vne grammaire Image, celle d'indépendance des mages
et de minimalité d'un emsemble d'images, on est en mesure d'exhiber des
conditions nécessaives el suffisantes, ou tout au moins suffisaaies, de mini-
malité des sous-ensembies d'images, ¢t ~— en ajoutant la condjtion supplé-
mentaire pour fa grammaire image 3 d'étre commutative — de décompeosition
{unique) des images en images types {i.e. en sous-ensemblesf, ¥, chaquel,
étant engendré par les signes d'un cerfain type o).

2.2.3. Siroetures (pures)

Comme il est habituel, los structures ne retiendront gue les queigues
propriétés fondamentales qui suffisent A caractfriser un ensembie d'objets,
en I'ocousrence les images. Dewx imagea différentes peuvent véhiculer la méme
« signification »; ]a structure ge veut retenir que oette signification en élimi-
nant la redondance et en ne gardant que dos propriétés générales, comme
par exemple Jes diffévents types qui constituent I'image ou (o) les différeantes
transformations ¢ qui ont &4 utilisées pour passer des silhoueites aux signes,
On pose alors Ia

Deéfirition 9.
On entend par soructures (pures) une familieP de sous-ensembles P,,
Py, ooy Pa, ... disjoints ot stables par (G d’une grammaire image J,

Probléme de la recommcissance des structures {pures) ;

Trouver une application {ou fonction de recomnaissance) de 3 dans P
qui classe Uimage Ie3 suivant la stracture P,eP {5 ¢n existe une) b laguclle
clie appartient.

Définition 10.

Soit T uz ensemble de transformations ¢ appliquant J en uj-méme; le
prototype !, L'une structure P, est ane image telle que #, parcourt ane fois
et une seule tous les &léments de P, lozsque ¢ parcourt T(TI, = P,).

Lo prototype joue, pour la structure, Je rdle de ia sithouette pour le
signe.

T doit cantenir le groupe G des transformations de simgfitude, mais
n'est pas obligatoirement un groupe. Lorsque T = G et lorsque Fon pout
trouver dans chague structure un prototype, le classement de Pimage I donnde
et de structure inconaue consiste simpiement en Panalyse umque | 3
Dans ce cas pavticolier ot important, on éerit P = J/G,

— 0% —
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Déyinums 1.

Les images appartenant & une méme structure P, s ap«pelﬁent des images
synonmymes, O &cxit encore I == F4B),

8l existe un prototype 1, et 38 T est un groupe, on a I, = 11, 1, = 1,
cest-d-dire I, = 11, avec 1, ¢, wT.

H résulte des définitions 10 et 11 que lorsque P = J /G, ¢'est-a-dire lorsgue
T = G, la synonymie se réduit & wne similitude,

Définition 12.

On appelle sondage ane fouction f, définie sur J, et telle quesi I, ef I,
sont synonymes, alors f{I,) = {1,

Un ensemble F = {f} de sondages est appeld compiet 8'il sépare 12z struc-
tures : fI1,) = f(1,), Y/EF, impligue que I; et I, sont synonymes.

%, cofin, on pent apalysér I'mmage & parfir de ses corpposanies types,
c’est-f-dire si I'on pent décomposer ¥ en

Y= Il-]“.[a*'}“u.

et gue la reconnaissance de [ 6P, permetie d'en déduire Ia structure de 1,
on aura segmentd le prabitme.
L'ensembic & auquel on est arrivé jusqu’d présent :
8=(8,3GP

s'appellera une grammaire de structures (pures).

2.3. Grammaires de sirectorey déformies.

Les tmages de ta vie réelle poovent rarement Sire déerites 4 Paide d'une
simple grammairg de structures pures. Nous considérerons done que 3 repré-
sente seniement Ia premifre étape de Vanalyse et I'appelierons grammaire
pure, avec des images et des structores pures. A I'étape suivante nous ajoute-
rons & § un mécanisme de déformation (bavures, mauvaise impression, etc.),
correspondant aux images déformées que 'on rencontre dans Ia vie réelle.

On a alors le processas de génération suivant

Pal ; | LA

On a donc d'un cbié les images pures qui sont donpées {elles ont pu
£tre obtenues & la soite & 1a fois d*observations portant sur une grande quantité
d'images réelles — d’oll une image moyenne, une photo robot — et & Ia fois
dun processus d'abstraction) ot un autre cdté des images observables qui
sont des images ayant une structure déformée. Les probRmes sont :

1) d’analyser ce mécenisme de déformation,

2) de reconnaitre yne image déformée (i.e. de hu attribuer 1uné structure
évidemment pure, puisque ce sont les structures pures que1"on veot reconnaitre),
avec l¢ maximum de vraisemblance, .

— 35T -



Bulletin de TAPMEP n°275-276 - Automne 1970

3.1, Détinitions,

Moug difinirons dans ce pamgraphe les déformations et feurs rapports
aves les tois de composition déih définies dans I'ensemble des iages,

Définition 1.
On appelle grammaire de structures déformées (ou grammaire de déformao-
tion) ¢t on désigne par Gur I tripiet

ol : 9 est une grammaire donnée de structures pores 8 == (8, €3, 3, P): D est
un domaine donné d’applications d, appelées déformaiions, définies sur 3;
32 est 'ensemble dont les éBments, appelés images déformdes, sont obtenus
en appliquant les déformations deD anx images pures Ied :

I? == {d]; deD, Ie3);
Cn dcrira encore dJ == 3%,

Remargues :
(1} Les déformations peuvent se situer tant au nivean du signe gqu'au
nivesu de la phrase. L'on ne peut pas éorire

Y = disyt...+3) = ?d,s,,

d = P +dysct oPtdysyt oP e b P4 e,

Devant extiéme complexité de cette formulation, on a tendance 2
donner une définition globale de la déformation de Pimage : ¢'est o8 que
nous avons fait dans 1a définition 1. Mais il est évident que par la suite nous
serons amenés i simplifier le problime, on supposant en particulier qu'il
n'y & pas d'aliération de 13 lot de composition.

{2} d et défini pour un signe (I = »), mais la connaissanse de la valeur
de ds pour tous les 4D, 58, ne donne pas, en général, la valeur de J1, puisque
nous ne conmaissons pas le comportement des déformations d psr rapport
aux lois de composition des signes.

{3 Si Doe, alors 3%gJ. On désignera dans ce cas par les mémes symboles
d, g, et 4+ les prolongements des applications d, g, ¢t -, définis sur 3, & 3°,
On aure ainsi défini 2, ID-10+18, (g, I”)—g?, en remarquant toutefois
qu'en général IPHID # (410" et que gI® o (gD, L'élément unité de
& par rapport & + sera toyjours I'image B qui contient la suite vide { (],

Difinition 2,
On appelie structires déformées uns famille PP de sous-ensembles
PL, P2, ... PP, ... de J°
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Définition 3.

Si D contient la trapsformation umnité, les déformations deD s"appellent
()} covariantes si gd = dg a liex identiquement;

(i) homomorphes si d(I,-+1;) = dly-1-dI, 2 len identiquement.

B résulte dans ces conditions que :

1) Lorsgue ies déformations sont homomorphes, il suffit de les définir
pour les signes pour qu'elles soient définies pour les images.

2) Lorsque les déformations d sont covariantes et homamorphes, il suffit
de les définir pour ies silhouettes pour qu'elies soient définies pour les images.

3} Lorsgue les déformations & sont covariantes ¢t homomorphes, elles
réalisent des homomorphizmes des denx structures algébrigues homologues
¥ et 37,

37 est alors une grammaire image (déformée).

Le probiéme de la reconnaissance des structures déformées consistera
A trouver une application de 3° danz P

a: 3PP,

appelée fonction de recomnaissance,

On sintéressera aux fonctions de reconnaissance qui classent dans la
méme structure des images déformées provenant d'images pures synonymes,
et des images déformées semblables. Ba supposant que D contienne 1a trans.
formation identité, on posera alors Ia

Définition 4,
Une fonction de reconnaissance a: 3P est dite
{f) invarigete () si I, =1, {mod G} entraine

ofd]y) == afdly, VI, 1,63, YdeD,
a{d]} = afdg]) &)

{ily invariante {G) s 12 m J? (mmod ) cntraine
ofID) = o{lf), VIP, Ie3®,

(dl) = algdl}. €}

On peut alors donner des conditions néeessaires et suffisanies d’équiva~
lence des deux iypes d'invariance, soit en supposant gue D a un élment
unité ot que les déformations d sont covariantes, soit que D est un groupe
contenant G comme sous-groups normal; dans ce dernier eas, on peat anssi
démontrer que la famille dz structures P == J/G est appliquée par les défor-
IPn:tioni du groupe quotient D /G dans ja famille de structures déformses

= P 1G5,

D¥ane fagon générale, les deux invariances (P} et () o’ont pas de raison
de colncider.

0" shcore si

ou Srcore &
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2.3.2. Grammsires métrignes do déformation.
Nous supposerons, dans ce paragraphe, 3% 3.

Difinition 5,
On appelle grammaire métrigue de déformation, ot on désiges par

Ginet = (Ster, 8) @

une grammaire de déformation Ser = (8, D, 37), ol I2 est métrisé par une
distance § invariante par rapport au groups G des similimdes.

Cetle déBnition pecmetira d'introduire des fonctions de reconnaissance
G—invarianies,

Nouns n'exsminerons pas l¢ cas des fooctions de recomnsissance T—
invariantes avec T £ G.

a) Distances invariantes.
Défintiion 6.
Une fonction &, définie sur Ic produit cartésion J? x I2 et & valeyrs réelies,
est une distance compléternent (vesp. simplement) inveriante si :
) 302, ID »0; 305,15 =0 si ot sewlement s 10 = 12 (mod Gj;
(#) 8 est symétrique et satisfait Uinégalité du triangle;
Gy 8(g,12, g JP) = (1B, 12) (invariance complite de § par rapport i la
somiitade),

resp. (in‘)’ S(gl ,gl") 5(1 I (invariance simpie do 5§ par rapport

I sera commods gaelquefois de sapposer que & prend ses valeurs dans
Tintervaile K, +c0] de In droiie schevée R.

Remarques.

1) La condition {fii) mpllqne que & ne dépend que des structures
de P® = J? /G qui contietment les images déformées I7, I7; aussi 8 peut &tre
considéré comme étant wne fonction *P"xP”-—»&, AfIPyu I = §

Ceci tt'est pas vrai pour 14 condition (i)’
%) Les conditions (7) et () définisseat A comme éiant une distance.

3} La deuxitme partie de Is condition (/) définit A comme étant uns
fonetion qui sépare les structures de PP : A est un sondage dans P2,

b) Construction des distances invarianies.

On démontre que Pon pout construice upe distance complétement {zesp.
simplement) invagiante, soit & partir d'une distance quelconque 5, définie
sur 3P 1P, soit & partir dope fonction complitement (resp. simplement)
invariante d’effort 2:D~ R qui satisfait :

— 4O —
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() 2o{d) 20; eld) =« O 5 ot seutement si =G
(i) elgdh) = e(d), Vg, b3, resp. (i) elg~'dg) = e(d);
(it} e(d,dy) <eld,)+#(dy),

sl 'on suppose que D est un senti-groupe inversif avec élément unité, contenant
comme sous-groupe Is groupe G des similitudes,

¢} Construcsion des fonctions de reconnaissance.

On déduit des denx types de distances introduites, denx types de fonciions
de reconnaissance : les fonctions de reconmaigsance & distance complétement
invariants minimym, qui poursont &re considérdes comme des applications
de 3° danz P, et de PP dans P, et les fonctions de reconnaissance & distance
simplement invariarte minimum qui ne pourront &tre considérées que comme
des applications de 3% dans P, mais son dz P? dans P.

Défirition 7.

Seit & une distance complitement invariamte, définie sur le produit
32 % JP (donc aussi sur IX ), et soit PeI® une image déformée donnde; on
appelie fonction de recomnaissanice @ distance miimum vne application

®:37 P
définie par :
() « associe 3 7 la structure pure PueP = J/G pour laquelle § (I, 17)
(P )}, est minimum {on suppose que le minimmum est atfeint
powr une seule structure P);
{if) si on a, poor toutes les images pores, &I, ¥?) = oo, alors I'image
I” ne peut &tre reconoue,

Remargues.

1} La condition (if) signifie que la déformation 4 subie par Pimage pure
a ét¢ trop grande ; senles los classes de struchues déformées qui se trouvent
4 une distance fini¢ de P pruvent tze reconmues. D*une facon pinérale, ces
modéles supposent que Pon a affaire A des petites déformations plutdt qu'a
des grandes,

2) 5i 3 ot une distasce complitement invariante, alors o minimise la
distance A : P, X PEs R, ot Peel, PRel® : u est, dans cu cas, une fonction de
reconnaissance G - invariante.

3} On définit d'une fagon analogue des fonctions de reconnaissance 3
effort compRioment invariant minireum,

4} On déhnit, par analogie, des fonctions de reconnaissance 3 distance
(resp. effort) simplemnent invariante miaimum.

233, Graumaires probabifisies & Palde des antomates,

On peat aussi définir des granwnaires probabilistes de déformation et
des fonctions de reconnaissance par vraisemblance maxisium.

R
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3. Reconnaissance des langages & Paide des automates.

3.1. Grammaires Jormellas ot automates,

L& but d*une grammaire est de spéeifier les rigles qui mdnent A la construc-
tion d’une phrase correcte : on peut parler de grammaires génératives dans
Ie sens qu'elles engendrent des langages. D"autes part, si'on connait le langage
¢t on cherche & amalyser la phrase, ic. s 'on gintéresse 3 un probléme de
reconnaissanes, on parle d’automaies qui sont des mécanismes qui formalisent
le processus méme de 1a reconnaissance. CHOMSKY 8 associé 3 différentes
classes de langages les classes correspondantes d’antomates,

Définition 1. Un sutomate est un quintuplet 2 = <8, £, 5, 5,, F> o

5 est l'ensemble fini d'états internes de 1a machine,

¥ est lo vocabulaire fini des entrées,

5¢=8 est un état initial défint.

F¢ 8 ost Pensembio des états finaug, of sert & délimiter le langage reconmu
par Pautomate,

&3z, 4) = t est une application 5:Sx TS5, appelle Ia fonction dftat
suivant; si &1, 4)eF, alors a est accepté par a.

Exemple.
Nous avons donndé fa grammaire G définissant fe langage :
LGy = {a®b"; m>»0, npZ}.
Alors Pautomate a = <{A, B, I}, {#,4,5,8}, §, A, &,

ol £ et $ sont les extrémités de Ja bande d’entrée, et
A, &) = A,S(A,d) == A, 5{&5) ws B, 8B, b} = B, a(Bss) = {4,

accepte le langege 1(G) ! (A, €a...a b..b5) (A #a...ab...b5)—...
™A

A, ¢a..f£§:..&$}-b(A, ¢a...a$.,.gs)-.

~+(B, #a...abb.. 55)~+(B, £4...ab...58) >

~+(B, £a...ab.. W)+, Ea..ab.. b3
et &eF.

3.2, ProbRmey de décivion pour les mutomates finis,
Définition 2. L'easemble de mets T(a) = {x; xeL*, §*{sa, X)cF}

est Pensemble défini (ou accepid, ou reconny) par 2.
Un ensemble Ac I* ost appel répulier 3'il existe un austomate find g
tel que A == T{a).

e YL e
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Les probidmes sont alocs les suivants :

1} Caractérisation des ensombles réguliers;

2) Caractérisation de la famille des easembles réguliers;
3) Finitude des ensembles réguliers;

4) Géndratizations possibles,

Mentionnons seulement que tous ces problémes sont décidables dans 1o
cas des automatey finis ef c’est 1A 1s raison fondsmentaie pour nous intéresser
& cefte classe particulidre de machines,

Nous avons essayé de mefire rapidement en dvidence quelgues-uns des
problémes mathématiques hiés 4 la reconmaissance des structuges. Notre
bt principal a & de présenter un modéle algébrique de génération d’images
et I"aspect complémentaire de la reconmaissance A aide des automates, 11
es5t évident, d'une part, que ce modéls pourrait étre étolE (A aide de Ia théorie
des invariunts topologiques et alpébriques, gui permettrait de formaliser et
dexpliciter la nature des trasnsformations de similitede ge(G et des déformations
deD, anssi bien que le seui qui sépare G de D) et rerxlu « plus » grammatical
{en essayant de préciser les rigles de production; en tenant compte de la struc~
ture grammaticale des images pures lorsque "an considdre les déformations
et les fonctions de reconnaissance). 1D'autre part, le Hen existant entre les deux
aspects de ce méme probidme - génération et reconnaissance des images —
devrait éére approfondi; cela serait possible &n faisant une synthdse qui apphi-
guerait 3 uny modéle bien formatisé de ginération dee images le formalisme
mathématiqus de 1a théorie des automstes (en partioutier étnde des grammaires
bidimensionnelles et automates correspondants).

Disons, enfin, qu'il faudrait consklérer e probidme, qus nous avonms
supposé tésohy, de définition méme des classes (décomposition ¢*en ensembie
en clisses par rapport 4 un ensemble de propriftés),
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