
" Etude élémentaire de la circulation 

d'une file de voitures 
P. L. HmoolQmN,  

Prqfossew à 14 FOCIIIté du Sciences de C1ermont-Ferrl11fli  

1. Freinage d'. vBtk:ule. 

NoUli supposerOn& qu'un vébiculo de masse m, roulant à une viteSse v 
sur une route rectiligne et horizontale est 8Omnis, en cas de freinage, à une 
force opposée à son mouvement, d'intensité ' 

mFM= m(a+bv+cv") 

aux vitesses _Iles le terme prépoild6rant est '4; les autres termes sont dus 
à la résistance de l'air et des roulements, et au « frein moteur ». 

TI est intéressant de discuter suivant la valeur des pa:ramètres a>O,b >0, 
c>0, conunent varie en fonction de y .. la distance de freinage d, ~ 
pour arrêter un véhicule de vitesse '0' 

On a 
dv dx \ 

- dt = F(.) et - = ydt " 
d'où l''' vdv<Iv F(y)

dx = - -.- et d = • F(.)" ,CI) 

a) 0>0, '~'~'c" 'l1;~~à ~ois~d = ~; ~ést la lormwe 'génét'àlement 

~ avec 4 '" 6m•.,-1 sur route,sèche eta '" 3m.s'· sur route mouilL!e. 
Le graphe de d est un arc de parabole(ci.lig.l, <1l,aVIIC a = 6). 

b 0 Yo a ( bVo) Q d . 0 d .:) a>O,b> ,c = 0; d = b'-:-bi Log ,1 + a' uan V..... , - 2a 

mm le graphe de d présente une branche parabolique de coefficient directeur 

asymptoâque; ~ (cf. fil. l, 111, avec b ~ 0,1 r'). 
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c} 0>0, c>O, b'-4ac>O. Soient V1 et v, les deux racines (négatives) 

de J'équation o+bv+c.' = 0; on a : 

d = 1 [V1Log (1 _!.!» _ v. Log (1 _ vo)].
c(v1-v.) V1 V. 

On vérifie encore que d N ~ quand '0-+0. La branche parabolique a 
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cette fois pour direction aa;ymptotique œlIe de t'ue des viteases (d'. fig. t, 
!Il, avec c = 0,0001 m-1). 

â) 0>0, c>O, b'-4ac = 0; si l'on pose '1 = - ~c' on trouve 

d=! Log (1- ••)_!.....!L 
C YI C V'--'1 

(d'. fig. l, <il avec c = 0,000411 m-1).  

V4ac-b' e) a>O. c>O, b'-4ac<O. Si l'on pose ). = 2c • on trouve 

d = .!.. Lo a+b'.+CV: _ ~ Arc tg 2c).v.
2;: g a 2c"l. 2a+b•• 

(d'. fig. l, <Il, avec c = 0,005 m-1). 

Les conclusions de c) pour le comportement de d quand .....0 et pour la 
branche infinie restent valables. En particulier pour 1'.<30 ms-',l'inlluenœ 
de b et c est négligeable; nous supposeroll$ donc dans les paragraphes sui­
vantsb=c=O. 

1. Distance minimale eatre deux ftbiœles. 
Considérons maintenant, toujours sur une route rectiligne et horizontale, 

deux véhienles analogues roulant l'un derrière l'autre. Appelons distance de 
ces deux véhicules la distance qui sépare leurs pare-chocs avant. A queJle 
distance du premier doit rouler le second pour éviter une collision si celui-là 
vient à freiner? Notons 1 la longueur du premier véhicule et 'r le temps qui 
s'écoule entre l'instant où un conducteur perçoit ta nécessité de freiner et 
l'instant où les freins commencent à agir : 'r est le temps de réaction de l'en­
semble conducteur-véhicule à un stimulus visuel ou sonore. 

Supposons que, jusqu'à l'instant t = °les deux véhicules sont tous deux 
eu mouvement rectiligne UDiforme de même vitesse v, et que, à l'instant 
t = 0, le premier véhicule, alors à l'abscisse 0, commence à freiner avec une 

accélératiou uniforme -a,; il s'~te donc à J'abscisse ::, à l'instant~. 
~, v 

L'équation horaire de sou mouvement est donc pour °< t < .!,a, 
a t" 

x,(t) = .t-+. 
Soit x,.(O)<O, l'abscisse du second véhicule à t = 0; celui-ci poursuit un 
mouvement de vitesse • jusqu'à l'instant t = 'r puis ensuite uu mouvement 

d'accélération uniforme -al jusqu'à t = 'r + .! : 
a. 

x,.(O)+vt, O<t<,<, 

x,.(t) = a,.(t-,<)" • 
. . ~ x,.(O)+vt - 2 ' 'r<t<'r + ~. 
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· :Le choc entre les deux véhicules sera donc évité si l'on a, 

pour O<t< sup (..!., T + ..!.).
01 Qz 

x,(t) <X1(t}-J (1) 

Pour discuter cette condition. il est nécessaire de distinguer trois cas : 

Premier cm : v <1: (basses vitesseS) 
(1) s'écrit : 

t' v 
x,(O) <-I-D, 2' O<t<~ 

a, 

x,(O)+vt<-I + 20
v' 

' -
v 
<t<~ 

1 al 

a v' 
x,(O)+vt - -i (t-~)' <-1 + 20,' 

(1) s'écrit : 

qui éqoivaut à la condition 

x,(O) <-l-n + -v' ( -1- -1). (2)
2 al QI 

(grandes vitesses, a, >a,.) 

1 t' 
X'(O)<~I.,-(l, ï' O<t<~, 

~ (t-~)' a,t' v 
x,(O)-a, ~2- <-1-2' 1:<t< o.' 

(t-~)' v' 
( x,(O)+v/-D. ~2- <-1+ 2Q~' 

qui équivaut là encore à la condition (2). 

Troisième cm : ~ + • <..!. (grandes vitesses, a.>a,). 
Q. Dl 

(1) s'écrit 

x,(O)<-I- T 
0112 , O<t<1:, 

x,(O)-a. (1 2~)' <-af -l, 

v· altS 
x.(O)+ 2Q~<"- 2 -l, 

,. (t-T)' a,t'-I . . a,~
La .onctlon t ....a.--- - - passe parun lDll1lDlum pour t = -~-

2 2 aa-D, 
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et ce minimmn ost épi li, 

(3) 

On voit que le second membre de (3) ne dépend pas de v. 
En pratique, on ne connalt pas exactement a, et a. qui dépendent de 

l'état des freins et.de la charge des deux vtlhicules mlÛs on peut supposer que 
['on connalt deux constantes A' et An (qui dépendent d'ailleurs de l'état de 
la chaussée) telles que O<A' <al <An. 

Alors 

On vérifie que  

v • • pli T+ - <- un que
a, al 

de sorte que les conditions (2) et (3) sont satisfaites si l'on choisit 

Ix.(O) 1>1+vT+....  (4) 

On a tracé sur la figure 2 les graphes des fonctions ....I+n+v... pour 
1= 6m, T = O,5s et les quatre valeurs de ex (en m-' sI) : O(A' = An), 
0,03(A' = 5, An = 7,15), O,05(A' = S, An = 10), O,I(A' = 2,S, An = 5). 
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La deuxième et la troisième correspondent à une route sèche et à une 
hypothèse pessimiste ou optimiste (la plus prudente) sur l'état des freins du 
véhicule précédent, la quatrième correspond à une route glissante. 

Si l'on considère maintenant une file de voitures de même longueur l, 
roulant avec la vitesse v à la distance 1+1"<+" les unes des autres, le débit 
D de la file, sera donné par 

D= v 
I+v't'+v'a: 

La fonetion v ... D présente un maximum unique sur R+ : 

1 ViD.... = T+2Yïii pour ..... = iî 

Nous avons tracé sur la fi,gme 3 le graphe des fonctions D correspondant 
aux mêmes valeurs numériques que ci-dessus. 

D 
veh.S,-1 

0,6 

0,5 

0,4 

0,3 

0,2 

FIG. 3 

1%=0,03 

0:=0,05 

0,1 «=D.1 

°  10 20 30 40 50 60 70 80 m.s.-1  

On trouvera ci-dessous le tableau donnant les valeurs de D .... et de v ..... 

(X ............. 0 Q,03 0,05 0,1 

D .............. 2 0,14 0,63 0,49 

vGIIfIX ••••••••••• 00 14,14 10,95 1,15 
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On ,<:oitqIC. lIIIufpOUl' AI - Il. le déàit déeroit pour 1'>.......contrairement 
au préjugé selon lequel les grandes vitesses favoriseraient l'écQuiement du 
trafic. . 

3. Démarnge d'tme me de voitures à œ feu tricolore. 

Supposons maintenent :  
a) que la route traverse une agglomération dans laqucJle la vitesse soit  

limitée Il PL ;;:........ (usuellement PL = 16,7m.r1);  

h) que le n!aeau routier cie l'agglomllration se limite à deux voies d'égale 
impo1"lllllce qui se croisent Il un carrefour dont l'accès est commandé par un 
feu tricolore sucœssivement pour chaque voie, vert, orange et rouge pendant 
des tranches de temps de longueur respective &, &', &+&'; 

c) qu'auCune voiture ne change de direètiori au carrefour; 
d) qu'à l'instant initial t = O. Une queue se soit formée devant le feu 

rouge, d'abscisse x = O. les véhicnJesétant arrêtés à une distance 1 les UnS 
des autres, et que le feu passe au vert. 

Le premier véhicule prend. Il partir de J'instant 1: un mouvement d'accéJé.. 
ration uniforme 'YI jusqu'à co qu'il atteigne la vitesse PL : 

. 0. pour 0<1<1:, 

'Y1(t-'<)', 1: <1 < !!, +'t'. 
x 1(t) = 2 'YI 

Le second véhicule démarre seulement A l'instant 2't' et à l'abscisse -1; 
s'il prenait la m!me accélération 'Yl' il roulerait, après avotr atteint la vitesse 
PL à une distance I+VL't du premier, inférieure à la distance minimum 

l+vL 1:+v,la. 

Pour que cette distance soit respectée, il faut et il su1l:it, si le mouvement 
a lieu. jusqu'A ce que la vitesse "'L soit atteinte, avec une accélération 'Y., que 
l'on ait : 

1 1 
- = - +2et. (5)
'Y. 'YI 

De m!me. 10 "*""" vébicule part à l'instant 111: et A .l'abscisse -{1I-1)/; 
pour qu'il ne rencontre pas le ~hicule précédent, nous choisirollS 

c!.: . _1_ + 2ti = 1. +2(II-I)ct. (6) 
'Y. 'Y... l 'YI 
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L'équation horaire du mouvement du rfi'- véhicule est alors : 

( -{n-I)I, O<I<n~, 

_, -{n-I)I+ 1Z' (I-n~)", n~<t<o~+ 'L,
()~t-~ ~ 

\ -{n-I)/+VL (I-n~- ;;.). t :>n~+ ?. 
La vitesse limite VL est atteinte Il l'instant nt+ !!; et Il l'abscisse 

Y. 
-{n-l)I+ ~. -{n-I)I+ ~ [~ +2(11-1)0;] 

qui est positive pout tout n si ct.vl :>Iou vL :>..... ce que n01Jll avons supposé. 
Ainsi quand le rfi'- véhicule franchit le feu, il a encore l'accél6ration Y •. 

Alors x.(t):>O équivaut Il 1>nt et 

"1'! (t-nt)" >(n-I)I (7)
Z 

ou 

(l-nt)L.Z (~ +2(n-l)o;) (0-1)/:>0. (8) 

La courbe d'équation 

(t-nt)O-2 (~ +2(n-l)o;) (0-1)/ = 0 (9) 

est une hyperbole du plan (l, n) qui passe par le point 1 = t, n = l, qui a 
pOut centre le point de coordonnées 

t= (I-~J ~ 

n=I--I­
4«11 

et dont les asymptotes ont pour coefficients directeurs les racines de l'équation 

(l-m~)"-4<dm" = 0, 
soit 

1 
et 

~-zVâï' 

ce qui permet de la construire. 
Sur la partie supérieure de la figure 4, on a traeé un arc de cette hyperbole 

pour ct. = 0,05 m-IsO, YI = 1 m,rl. 

Soit o(t) la plus petite racine positive de l'équation (9). Alors (5) 
équivaut, pour n :>0, . Il n<o(t). 
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n 

fIG, 425 

15 

o 
vehr> 0,7 

....... _~.~._-----------~  

Op 

0,3 

0,2 '--____ ::::--_-'-__-:::-___­­­:::­­­'-
la  20  30  s. 

La partie entièfe de 11(1),  [11(1)]  est done le nombre de vébicules qui fran-
chissent  le  feu  entre les  inlItantB 0  et 1.  On a  porté  snr la partie  supérieure 
de  la figure (4)  les graphes des fonctions  1­+11(1)  et  [11(1)]  pour t >~. 

Le graphe du  débit correspondant  : [11(1)]  a  été  consttuit dans  la  partie 
. 1 

inférieure de la  tIpre 4,  On voit qu'il  pœsente de  nombmll!eS  irtégulatités. 
On a  intérêt. pour augmenter le débit, à choi~ les V1Ûeun de 1 pour lesquelles 
II(t) est entier. 

Quand  , .....<Xl. 
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si le feu reste assez longtemps au vert, le débit (correspondant à la période 
où le feu reste vert) est voisin du débit maJtimum; on a donc intérêt à choisir 
9 assez grand les jours de grand tratic. 

Remarquons que [n~)l donne un exemple de fonction qui tend vers sa 

limite par valeur inférieure mais de façon non monotone. 

4. Passage du feu du vert au rouge. 

Choisissons 9 ct n de façon que x,.(9+~) = 0 : le nième véhicule arrive 
devant le feu à l'instant 9+~; le feu est déjà orange mais le conducteur n'a 
pas eu le temps de réagir et franchit le feu (c'est le rôle du feu orange de le 
lui permettre). 

On a 

o= x.(6+~) = -(11-1)/+ ~ (6-(n-I)~)' 

et la vitesse du n"'" véhicule est égale à  
2(n-l)ly, 

>. = 1.(6-(n-1)~) =  V2(n-I)/1. = 
1+2(n-I)«1, 

qui tend vers vr = >.... quand n-+oo. 

Soit L la largeur de la chauasée transversale protégée par le feu, le temps 

• 1  L+I d . . L+I ati 'à l"NtnlS pour a traverser est '" - et on Olt avOlf u > -, n qu l1llI-
v.  v. 

tant  6+9' +~ où  un  véhicule  démarre  sur  la  voie  traIlllversaIe  celle­ci  soit 
dégagée  (on admet qu'il n'y  a pas de piétons). 

Avec  les  valeurs  numériques  précédentes,  pour  9 = 36,8 s, on  trouve 

n = 21,  1. =  ~ ms-', >. = 8,9 m.r'  et,  si  L  = 12 m, 6' >13. 

Le conducteur du (n+ 1)- vébicule voit le feu devenir orange à l'instant a 
et Commence  à  freiner  à  l'instant  O+~; son  abscisse  est  alors  : 

x (O+~) = -nl+ 10+1  (6--n~)' -1- 2a:11(n-I)1 
.. ,  2   1+2n:t1, 

V2(1l-I)l ~. 
10+,~ 1.  +1.. ,  '2 

elle est voisine de ­2/ pour n grand, tandis que sa vitesse est égale à  

V... 1(O+~) = 1.,..,(6--n",) <vmax•  

Avec  les  valeurs numériques ci­dessus,  on trouve 

x.+l(O+~) = ­14,5 m et  v.t,(9+~) = 8,5 s. 
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Il résulte du § 1 que l'arrêt avant le feu est possible; on peut donc choisir 

9' = L+I 
v. 

Ainsi le nombre des véhicules qui ont franchi le feu entre les instants 0 et 
. [1I(O+t»)

2(9+e') est Il et Je débIt correspondant est 2(9+0,) • 

Avec les valeurs numériques ci-dessus, on trouve un débit de 0;27 véhicule 
par seconde, soit, d'après la figure 3 le même débit que sur une roule avec 
une vitesse de 62171$"'1! C'est ce qui explique le fait qu'une liIe de voitures 
puisse rouler de façon relativement fluide et rapide sur la roule et 5'agglutiner 
dans une agglomération, une queue de 1 000 véhicules soit environ 6 km 
mettant à peu près une heure pour s'écouler. 

On peut préciser comment s'arrêtent les véhicules de la liIe : le véhicule 
de rang II+P commence à freiner à l'instant 9+pt; son abscisse est aiors 

x.... .,(O+pt) = -(1I+p--l)l+ 1-;. (6-nt)' 

et sa vilesse 

11 doit s'arrêter à l'abscisse -(p--l)l; si la vitesse est une fonction continue 
du temps (pas de choc) et si le mouvement est uniformément accéléré, il doit 
donc prendre une accélération 

, _,-_y~ ~.,(~9 __.... "~t)~' __ ~ 'tri, = 
2 (-111+ r-;. (O-nt)') 

de sorte que le véhicule stoppe à l'instant 

t.... = O+pt+ (!-.. )(nl- 1"'2' (9-nt)')
llt+p t 1 

pourvu que t ..... <2(9+9')+pt; en effet, à l'instant 2(0+0') le feu est repassé 
au vert et le véhicule considéré était le r de la nouvelle liIe. 

La condition 

r.... .,(O-n) +lIt <2(0+9')
Zn 

équivaut, avec les valeurs numériques ci-dessus à. p <40. 

5. Conclusion. 

Notre étude, bien que très élémentaire puisqu'eUe suppose connu unique­
ment le mouvement rectiligne uniformément accéléré, permet de mettre en 
évidence plusieurs points: existence d'un débit maximum, infiuence de la 
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durée du feu vert sur le débit, propagation de l'arret dans la file, inIluence 
du croisement sur le débit. 

Blle pourrait se poursuivre en tenant compte de la diversité des véhicules 
quant à la longueur (véhicules avec ou sans remorque) et à la puissance, et de 
la diversité des réflexes des conducteurs. Un tel prolongement nécessiterait 
l'utilisation de la théorie des probabilités. 

Nous n'avons pas tenu compte des possibilités de dépassement qui, sur 
une route à deux voies, mlent une interférence entre deux files roulant en sens 
inverse. Les problèmes que pose une étude complète du problème sont loin 
d'être tous résolus. On pOliml consulter par exemple l'article suivant: 

R. FOIlmr : Théorie du trafic de convoi. 
Revue française de Reèherclu! Opéralio1l1Ullle, 1962,:15, p. 337. 

Information 

Cooféreoces téJévWes d'initiatioo au caIaù des probabilités. 

Des conférences seront dmutles par P. L. HENNEQUIN, professeur 
à la Faculté des Sciences de Oermont, produites par TÉLÉCNAM et 
diffusées le jeudi de 18 bem:es à 19 bem:es à partir da 7 janyjer 1971 SUT 

l'ensemble du réseau de l'O.R.T.F., 2" chaine. 

Elles s'adressent spécialement à tous ceux qui, sans COlIJIaissances 
mathématiques très étendues, désirent s'Initier à cette branclu! des mathé­
matiques. Elles peuvent Intéresser les martres du premier degré et tous 
ceux qui n'ont pas eu l'occasiim d'étudier les probabilités durant leurs 
étutlea. 

Leur auteur recevra avec ploisir (à TÉLÉCNAM, B. P. 262, Paris 
R.P.) le courrier que ses auditeurs, et plus spécialement les membres de 
l'A.P.M.E.P. lui adresseront. 

Le document d'accompagnement pour ces c01iférences sera l'ouvrage, 
édité par l'A.P.M., « INITIATION AU CALCUL DES PROBABI­
LITÉS" de L. GUERBER et P. L. HENNEQUIN. A cette occasion, 
les auteurs ontpréparé une seconde édition de cet OIII'1'tlge à laquelle peuvent 
souscrire tous ceux qui ne posséderaient pas la premœre éditwn (voir 
bulletin de souscrlptlan encarté dans ce bulletin). 
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