R T NN LY I I ey e -

T bl T T e o e e 2y e

Bulletin de TAPMEP n°275- 276 Automne 1970

Frude élémentaire de la circulation
dune fle de voitures

P. 1. HENNEOIN,
Professenr @ la Focultdé des Sciences de Clermont-Ferrand

1. Freinnge &' vébicule,

Nmmppmramgu’mvéhicuhdemmm,muhnt&mﬁtmcv
sar une route rectiligee et horizontale ¢st sommis, en cas de freinage, 4 unc
force opposée A son mouvament, d'intensitd .

MEG) = mla+-By-+co?)

aux vitesses usuelles Je terme prépondérant est-g; les autres termes sont dus
khmdel’wumroukmm,um«&mnmmm L

Hutmt&umdedmmmsmvanthvakurdespamm%u&swe 530,
¢ >0, comment varic en fonction de v,. la dxstmdefmuagedn&:cmre
pour arréter yn véhicule de vitesse v,

On a
_..@mp{,) et ‘%_-'av '
dod o ¥ ,
13
& 4= f oy O
- .

a)a::ﬂ} b==r:=r’0 onaa!orsd J'c‘esi:iafonnuh génémlemmt

sdmise avec g = 6 m.s~7 wur route yiohe et,aj“ 3 m.s7 sur route mouiflée,
Le grapbe de & est un arc de parabole (cf. fig. 1, D, avex g == 6), \

o
b)bﬂ,b}ﬁ,c-—-xﬁd=m 6*108(1_!_ )Qmmdv,-md««%
msis le graphe de d présente uns branche pambolzquc de eocflicient directenr

asymptoﬁque (cf. £ig. 1, @, waOZF’L
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c) a>0, >0, $2—dac>>0, Soient vy et v, les deun racines (négatives)
de I'éguation a--dv-t-cv¥=0; on & !

1 — o) Y
0= oes [H Log (1 1“) ¥4 Log (1 v,)]'
On vérific encore que & ~%§quwd vo=+{). La branche parabolique a

— 358 —



I e T T o T s T R I Rt an ST

Bulletin de 'APMEP n°275-276 - Automne 1970

cette fois pour diroction asympiotique celie de Paxe des vitesses (of, fig. 1,
@, avee ¢ = 0,0001 m—Y).

d} ax0, >0, bh—dgc = 0; 5i 'on pose v1=--§bz, oa trouve
=1 L WS .
4= log (1 ) C re—vy
L. fig. 1, @ avec ¢ = Q000417 m™Y),
ydac"""‘b'
¢} a0, £20, br-dac<0. 5i Ton pose k= , on frouve

Z
_ 1. atbrbed 2 2chy,
4= 5 tog——y 5 A 5Ty,

f. fig. 1, @, avec ¢ = 0,005 m-%).

Les conclusions de £) peur le comportement de 4 quand v, -0 ot pour la
branche infinie restent valebles, En particulier pour <30 mer-l, Vinfluence
de b ¢t ¢ cst négligeable; nous supposerons donc dans les paragraphes sui-
vanis b == ¢ == {),

2. Distance minimale entre deux véhicules.

Conzidérons maintenant, tonjours sur une route rectiligne et horixontale,
denx véhicules apatogues reulant Pun derridre Pautre. Appelons distance de
ces deux véhicules 1a distance qui sépare fours pare-chocs avant. A quelle
distazce du premier doit rouler Je second pour éviter une collision s celui-ih
vient A freiner? Notons / 1a Jongueor du presnier véhicule et © 18 temps qui
g'éconle entre Vinstant ot un conductenr pengoit la nécessitdé de freiner ot
Tinstant od les freins commencent & apir @ ¢ est le temps de réaction de Fen-
semble conductenr-véhicule 3 un stimulus visuel on sonore.

Supposons que, jusqu’A Pinstant ¢ = 0 leg deux véhicules sont tous deux
en mouvemznt rectifligne uniforme de méme vitesse ¥, et gue, & Pinstant
£ = 0, le premier véhicnle, alors 2 I"abscisse 0, commsnmifrmnﬁakune

accékération umfm—a,.ﬂsatrﬁtedmil’abmm A Finstant‘—?

I
L'éguation horaire de son mouvement est donc pour 0 < ¢ <£—.
|

ar‘

Soit x40)<0, Pabscisse du second wéhicule & 7= 0; celui-ci poursuit un
mouvement de vitesse v jusqu'i Pinstant ¢ = © puis ensuite un mouvement
Jdaccéiration uniforme —a, jusgu'd =14 ‘-} :
' 2
xf04¥t, O<r<r,

0 = x0)+-vt — a.(t;':)‘ P TRIST 4 a{
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c'Le:choc entre les deux véhivules sera donc évité si Fon a,
puur{}(u;sup( 2 T4 — )
20 <x 01 {1}
Pour discoter oette condition, i est nécessaire de distinguer trois cas @
Premier cas ;: v <1 (basses vimé} (
(1} séerit :
: ]
O Smbay 5, OIS
&

' ¥ v
;,{B}-{-w%#ﬁ- % a LB

. PP i x
;,(0)+vr 5 {t—rPra—] -+ %2 TRt + o

qui équivaut 4 la condition
2/ 1
@ <——ve+ 5 (7 —z)- )
Deuxidme cas © 1 ’&:ai ('r+a1 - {grandes vitesses, gy 2ray)
1 E
€1} s’écrit :

: |
[ 0) ity 52-, o<z,

2 :
xs(O}-—ag{: - ~<:-—-1-45~g~, t<:r<§,
1

(’"""3 el 5 L

xf0)+vi—a; 5 Za, i e

qui équivaut I encore 4 la condition (2).

Troisiéme cas | © + 5- <§ (grandes vitesses, ay>»>a,).
) A - B

(1) s"&erit :
a:,}

x50 o — e 5 0 tar,
: |
x,{f})—a, ('""") c.w—‘%m, <<t o,
2
gyt ¥ ¥
X0+ 5 <v:—--—2— ~l, <<
(t—)® «a ast

2
5 -—»aafpﬂsseparlm:!,mumumpc&m*t_-;;—1
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& ¢ minimum st égal &
. . : R 3
R

(1) équivaut alors & la condition o
) 1 a‘;a.

x@)‘:""“ -i" m — {3)

On voit que le second membre de (3) ne dépend pas de v.

En pratique, on ne connait pas exactement a, ¢t g, qui dépendent de
Pétat des freins et de la charge des deux véhicniss mais on pent supposer que
{'on connalt deux consiantes A’ et A’ (qui dépendent d'ailleurs de I'état de
ia chaussée) telles gque 0-<A' < <A".

Ajors
- i
R~ > st T T
On vérifie que
— z ay i
1’+ z < ~; implique 3 aa, <vgul (Zal 20’)
de sorte que les conditions (2) et (3) sont satisfaites si 'on choisit
| 2af0M fb-vr- vt %)

On a tracé suc Ia figure 2 lea graphes des fonctions v—+J-vr4v¥z pour
I=6m, 1= 0,5¢ et les quatre valeors de a (en m2 5% : (A" = A"),
D03(A" = 5, A" = 7,15), O05A’ =S5, A" =10), O0,I(A% =25, A" = 5),

4 s aw0,05 § 2=0,02
m.

20

it

o

0

&0

L

&0

S0

40

K ]

o)

0

N 10 2 3 .40 5 & 70 80 PO mar

— JGL v
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1a deuxiéme €t la troisiéme correspondent & une route siche ¢ & une
hypothdse pessimisie ou optimiste (fa plus prudente} sur Péia¢ des feins du
véhicule précédent, ia quatridme correspond & une route glissante,

5i I"on considdre maintenant une fle de voltures de méme longueur /,
roulant avec la vitesse ¥ A la distance [4-vr-+v% les unes des autres, le débit
P de 1n fle, sera donné par

D ¥

= v+t

1a fonction v—+£3 présente vn maximum vnigue sur R+

1 H
B WL merr——— mx = -
AR il i Va

Nous avons tracd sur Ia figore 3 le graphe des fonctions D correspondant
aux mfmes valoors nomériques que ci-dessus,

0 10 0 30 40 0 40 70 80 mso

On trouvera ci-dessous le tablcau donnant Ics valeurs de Dy, et de v

- J ¢ 0,03 0,03 0,1
3 SN 2 0,74 0,63 0,49
Vg w1 1vrrronnn 14,14 10,95 7,758
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Om voit que, snuf pour o == 0, J¢ déhit déorolt pour vom v, contzairement
au préjugé sclop lequel los grandes vitesses favoriseraiont 'écoulement du
trafic. '

3.Démmd’mﬂle&vﬁ%émfeam1m.

Supposons maintemant :

) que la Foute traverse uno sgglomdration dans laquelle la vitesse soit
Hiniitée A v vy (usuellement ¥, = 16,7me~%);

B) que k¢ rdacau routier de Pagglomdration s¢ Limite & doux voies d*égale
importance qui se croisent & un carrefour dont Paccés est command$ par un
feu tricolore suecessivement pour chaque voie, vert, orange et rouge pendaat
des tranches de temps de longueur respective 8, 07, 64-6";

¢) qu'aucune veitare ne change de direction au carrefour;

d) qu'h Pinstant imitial { = 0, une queue se 3oit formée devant lo feu
rouge, d'abecisse x = 0, les vhicules étant arrétés & unc distance [ les une
des autres, et que le fou passe ap vert.

12 premier véhicale prepd, & partir de I'instant T ua mouvement 4’ accélé-
ration unifarme ¥; jusqu'a os qu'il aneigne Ia vitesse vy, :

0, pour 8T,
1! (), T<IC E bt
x{f) = ' o
(x—-:— "‘) t> % g
27: Y

L2 second véhiculedémarreuulemtﬁl’imtwtzt et & P'abacisee —1;
#'il prenait |a méme accélération vy, il roulerait, aprds avotr atteint la vitesse
v, & une distawce /-+-v,1 du premier, infécienrs A Ja distance misimum

Tvet-tvie.
Pour que cette distance 30it reapectfe, if Taut ot il suffit, &i le mouvement

& lienn, jusqud ce qus Ia vitesss ¥, soit attmnta, ayec une amézétwon Y2, QUE
Pon ait : . .

. ,i';} 2L,
Choisi
|} i
— = -,
o2 ®

Do méme, ls n®™ véhicule part & Pinstant #t et & Uabscisse —{p—IN;
pour t;u'ii ne mconmpasiewmpnéwémt, nous choisirons
1
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1 équation horaire du mouvement du % véhicule est alors :
[ ] M, D EsIne,

28] = L § 2 ?if(t---m)’, RTStRT-+ %,

1 (t S __.,) t fﬁ'.
| o] Y- vy, | it ) Y .
La vitesse limite v, est atteinte & Vinstant av-+ 2 et 3 Pabscisse

" _ o
1+ 2E = [ +z(n—~—1}a]

qui est positive pour tout 7 &1 avf 00 ¥, S Ve D qUE DOUS BVOBS BUPPOSE.
Alnsi quand e n®=* véhicule franchit I fou, il a encore Maccélération ¥,.
Alors x,(1) >0 équivaut & ¢>nt et

Y 'd)
on
(bt (;'; +2(r:-«--1)a) (1L} 0, @)
La eourbe d*équation
(bt (% +2—i)e) (il = 0 ®

est une hyperbole du bl&n () quipasse parlepoint t=s, =1, qui &
pour ¢enire e point de coordonndes

Im(lmi;ﬁ)

b R —
1
et dont les asymptotes ant pour coefficients directeurs I2s racines de U'équation
{l—mty—dadn? = §,
8O
i

v+ 2Vl -

1
»y et my T
ce qui permet de Iz construire,

Sur {a partie supérieure de fa fgore 4, on 4 tracé un arc de cette hyperbole
pour & =005, vy et

Soit (2 la plus petite recine positive de Péquation (9). Alors {5
équivaut, pour n>0, 4 m<n(r).
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1.a partic cntitre de #(r), (2]} est done Je nombre de véhicules gui fran-
chissent le feu entre les instants O et ¢, On a porté sur la partie supérieure
de la figare () Jes graphes des fonctions r—a{t) et [M1)] pouwz 157,

Le graphe du débit com%spondant [’( 2 222 g $té construit dans la partie

inféricure de 1a fgure 4. On voit qu'il pdsenﬁe de nombreuses irrégularités,
On a intérit, pour augmenier le débit, & choisir les valeurs de 7 pour leaguelies
{1} est entier.

Quind oo, PN _p,,

— 35 —
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si le feu reste assez longtemps au vert, le débit (correspondant i la période
oll le feu reste vert) eat voisin du débit maximum; on a donc intérét & choisis
€ assez grand les jours de prand trafic,

Remarquons que —=— [ ( L0
limite par valeur infémm mais de facon non monotone,

donsne un exemple de fonction gui tend vers sa

4. Passage du feu du vert mo rouge,

Choisissons @ et » de fagon que x, (841} = 0 1 le »¥* yéhicule arrive
devant fe feu & Uinstant 8-t le feu est d&jd orange mais le conducteurn’a
pas cu le temps de réagir et franchit Ie feu (c'est le réle du feu orange de le

hii permetire),
Ona

0 = X B4 1) == it DYt 1;- (O—m—1)1)?

et Ia vitesse du s*™ véhicule est égale &
= 1O 1)) = VI, = |/ o

qui fead vers 1@ = VYomey qUADS H-si0,
Soit L 1a largeur de 13 chaussée ttansversaiepfotégéeparlefeu,ietemps
mis pour Ia iraverser est =~ L+l L"H wa Ping-

tant 8-804t ot un véhicule démam sur Iz voie transversale celle-ci soit

dégagée {on admel quiil n’y 2 pas de piktong).
Avec les valeurs numériques précédenies, pour € == 36,8 s, on trouve

1 .
n=2l, y.mgmrs, Py =89mr ef, 5i L= 12m, 022

Le conducteur du (n-- 1)2™ véhicule voit Ie feu devenir orange A TMinstant @
&t commence & freiner & I'instant 8+-1; son abscisse est alors :

S 0+ = - T8 et o g T

:
= Vg gt |f 2(::;» F‘f” -+1.;

elle est voisine de —27 pour a grand, tandis que sa vitesse est égale &
Vo 181 == 70 (0170 < Ve

Avec les valeurs mumériques ci-dessus, on trouve
x,+1(9+1} - _'i4|.5 m et yg;. 1(B+1) = 8,5 X.

o 366
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I1 résulte du § { gue 'arcét avant le feu est possible; on peut done choisic
o = LH
¥y

Ainsi l¢ nombre des véhicules qui ent franchi le feu entre les instants 0 et
28487 est n et o d€bit comrespondant est m?g:;?

Avec les valears numériques ci-dessus, on trouve un débit de 0,27 véhicule
par seconde, soit, d'aprés la figare 3 le mdme dEbit ques qur wne route aves
une vitesse de 62 ms!1 C'est ce qui explique le fait qu'une file de voiturss
puisse rower de fagon relativement flnide et rapide sur la rouse et s"agghutiner
dans upe agglomération, une quene de 1 000 véhicules soit environ 6 km
mettant & peu prds une heure pour s'éoouler.

On peut préciser comment s'aredtent les véhicules de la file : le véhicule
de rang n4-p commence A freiner & Pinstant 04p1; son abscisse est alors

Ko ABHP) = Al p— D T2 (@)t
ct sa vifesse
Fat n(g"{"Pt) = ?&hr{e“‘""t)'

11 doit s*arréter & Pabscisse —{p—1}; 4 la vitesse est mae fonction continne
du temnps (pas de choc) ot 5i lo moavement est uniformément accélénd, il doit
done prendre une accélération

Yoy g(0—AT)*

2 (m,m- ‘L?z*'—"(e—m)s)

+ —1
Yot ==

de sorte que le vehicule stoppe & Pinstant

= R P, Y
v = (G Sy

POWTVIL QUE fp4 , <0+ 0)+px; en effet, A Finstant 2(0-1-0) le fen est repassé
au vert ot le véhicule considéré était le ;A= de Ja nouvells file,
{a condition

'itt'é%i?;? A0

équivaut, avec les valours aumérigues ci-dessus 4 p<4d,

5. Conclasion.
Noire étude, bien que tris élémentaire puisqu'elle suppose connu unigue-
ment le mouvement rectiligne uniformément accéléné, permet de mettre en
évidence phusieurs points : existence d'un débit maximym, influence de la

— 367 —
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durée du fen vert sur le débit, propagation de I"arrét dans la file, influence
du croisement sur Jo débit.

Elle pourrait se pouzsgivre en tengnt compte de la diversité des véhicules
quant & is Jongueur (wéhicules avec on sans remorgue) et & 1z puissance, et de
Is diversité des réflexes des conducteurs. Un e} prolongement néeessiternit
Putilisation de Iz théorie des probabilités.

Nous n’avons pas tenu compte des possibilités de dépassement qui, sur
une route & deux voies, créent une interférense eatre deux files roulant en sens
inverse. Les problémes que pose une dude complite du prebime sont loin
d’&tre tous résolus, On poursa consulter par exemple Particle suivant :

R. ¥owrsr : Thiorie du trafic de convoi.

Revue francaise de Recherche QOpdrationnellz, 1562, 15, p. 337
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